
计算机科学2002Vo1．29N~-．6 

基于粗糙集的间接学习 
Indirect Learning Based on Rough Set Theory 

米据生 。 张文修。 

(西安交通大学理学院信息与系统科学研究所 西安710049)。 

(河北师范大学数学与信息科学学院 石家庄050016) 

Abstract In this paper，the concept of composition of approximation spaces is given。and the relationships between 

the approximation operators in the composition space and in the two approximation spaces are discussed．Then we 

discuss the relationship between the qualities of indirect learning and direct learning．Also we study the structures of 

the approximation operators under the relation closures．Finally，we generalize the concept of composition tO the case 

of general fuzzy rough set mode1． 
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粗糙集理论为处理不精确、不确定数据提供了一个新 的 

数学方法 ．已被广泛应用于人工智能、模式识别与智能信息处 

理等计算机领域。 

在 Pawlak粗糙集模型[1 中 ．等价关系起着至关重要的 

作用。任意给定一个概念(论域 的子集)，人们不一定能用知识 

库中的知识 (等价类)来精确地描述 ，这时就用关于这个概念 

构成的集合的一对上 、下近似来描述 。但是 ．对等价关系的严 

厉要求限制了粗糙集理论的应用 ，因此许 多学者从各方面对 

Pawlak粗糙集模型作 了推广 ]。 

在处理多个信息系统的复杂问题时 ．经常会遇到有多个 

近似空间的情形。如果一个近似空 间的属性集正好就是另一 

个近似空间的对象集 ．那 么就需要考察这两个近似空间的复 

合问题 了。通过复合 。我们可 以用间接知识 刻画不确定性概 

念。在通常情况下 ，间接学习的学习质量低于直接学习的学习 

质量。但是 ．当中间知识能精确刻画导师的知识 ．或学习者的 

能力区包含于中间知识的能力区时 。间接学习不会影响学 习 

质量。如何定义两个近似空间的复合?复合空间的近似算子与 

原来空间的近似算子之间的关系如何?本文从一个方面回答 

了这些问题 。然后讨论一般二元关系的关系闭包所生成的近 

似算子的结构。最后把近似空间复合问题推广到模糊近似空 

间的情 形 。 

1．广义粗糙集模型 ’ 

设 U与 是两个非空有限集合 ，称为论域 。【，的所有经 

典子集全体组成的集合记为 尸(￡，)。任何子集 尺 ￡，×W 都称 

为从 U到 的二元关系。如果 U— ．则称 尺为 U上的二元 

关系 。 

称 R是 自反的 ．如果V z∈￡，一 (z，z)∈R；称 尺是对 称 

的，如果V z。Y∈U．(工．y)∈尺一 (y．z)∈R；称 R是传递的 。 

如果V z．Y，2∈U，(z， )∈R．(．)，． )∈尺一 (z， )∈R；称 R是 

等价的 ．如果 R是 U上的 自反 、对称、传递的二元关系。 

对 于从 ￡，到 的二元关系 R，定义邻域算子 ：￡，一尸 

(W ) 

_， (z)一 {yEW ：(z， )∈R} 

利用邻域算子 ．我们可 以定义一对 由 P( )到 P( ) 

的集合算于 Ll与 H ： 

·96 · 

LR(X)一{z∈U： (z) X} V X∈P( ) 

HR(X)一 {z∈U： (z)nX≠ ≯} V X∈P( ) 

我们 称( (x)，H (X))为 由 尺产生的 x 的粗糙集。 

与 分 别称为广义下、上近似算子 ，(￡，．W，尺)称为广义近 

似空间口]。 

当 尺是 ￡，上的等价关系时．容易知道 ： (z)就是 z所在 

的等价类 ，此时所得到 的粗糙 集模型称为 Pawlak粗糙集模 

型 。 

设 L，H 为由P(W)glJ P(U)的两个算子 。如果对V A∈P 

( )．有 L(一A)一一H(A)，则 称 L与 H 是对偶算子 。容易 

验证 ，上 面所定义的广义下、上近似算子是一对对偶算子 。更 

进一步地 ，我们有下面的结果 ： 

引理1[6 设 L，H 是 由尸( )到 尸(￡，)的一对对偶算子． 

则存在二元关系 Rc_U×W．使得 L— ，H=HR的充分必要 

条件是 ：(1)LU—U，Ⅳ≯一≯；(2)L(AnB)一LAnLB。H(AU 

B)=HAUHB。 

为了方便 。我们把满足引理1的算子 称为一对对偶的近 

似算子。下面考虑近似算子与二元关系的对应性 。为此引入如 

下概念nj： 

设 中是 尸(￡，)到 尸(￡，)的算子。称 中是单调的．如果V x。 

y∈尸(U)。X Y一 (X) (Y)；称 中是嵌入 的．如果V X∈ 

尸(U)。X (x)；称 是闭的 ．如果V X∈P(￡，)． ( (X)) 

(x)；称 中是对称的。如果V z。y∈U．z∈ ({y})一．)，∈ 

({z})；称 是闭包算子 。如果 是单调 、嵌入且是闭的；称 

是对称闭包算子 ，如果 中是闭包算子且是对称的。 

引理2[2 设 L．H 是 P(U)g,J P(c，)的一对对偶的近似 

算子，则存在 ￡，上的二元关系 尺．使得 L= ．H—H 且 尺 

是 自反的∞H 是嵌入 的；R是对称的∞H 是对 称的 ；R是传 

递的铮H 是 闭的；R是等价的错H 是对称闭包算子 。 

由于二元关系与集合算子之间有如上关系 ，我们很容 易 

想到 。能够利用算子的复合或二元关系的复合来方便地定义 

近似空间的复合。 

2．近似空间的复合 

定义1 设 =(￡，．V．R)，B一( ．W．S)是 两个广义近 

似空间，A与 B的复合定义为广义近似空间 A B一(U。W． 
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T)。其中 T是二元关系 R与 ．s的复合，即T=R·S。 

下面的定理说明：复合空间的近似算子等于这两个近似 

空间的近似算子的复合。 

定理 1 设 A一( ，V，R)，B一( ，W， )是两个广义近似 

空间。A B一( 。W。 )是 A与 B的复合 ，则 ：(1)Lr一 · 

Ls；(2)Hr一Ⅳ 。 。其中运算 。为算子的复合 。 

证明 ：(1)V X 。需证 Lrx一 (LsX)。V ∈LrX．则 

( ) X，下证 厂̂ ( ) X。 

事实上 ：若 yE厂̂ ( )．则( ，y)∈R。又V z∈ 【y)。有 (y． 

)∈S，从而 ( 。y)∈R · ，即 z∈fT( ) X。由 z∈ (y)的 

任意性知 (y) X，故 yE L，X。再由 yE厂̂ ( )的任意性知 ： 

( ) LsX。因此 ∈ (LsX)，从而 LrXE L̂ (LsX)。 

反之 ．V ∈L̂ (LsX)。则 厂̂ ( ) X。于是 ，V y∈厂̂ 

( )。有 -， (y) X。(*) 

若 z∈fT( )，则 ( ，z)∈ 。从而存在 yEV．使得 ( ，y) 

∈R且(y，z)∈S，即 Y∈厂̂ ( )．z∈fs(y)。由(*)式 即得 

(y) X。因此 z∈X。由z∈fT( )的任意性知 fT( ) X，即 

∈LrX。因 此 L (̂LsX) LrX。 

这样便证明了 LrX= (IsX)。V X∈尸( )。 

(2)由上、下近似算子的对偶性及(1)的结果立即可得。 

定 理2 设 R与 是 上的 自反的二元关系 。A一( ， 

R)。B一( 。 )。A B一( ． )。则 是 自反的 。且对V X 

． 有：(1)LrX~--- X X Ⅳ X̂ Ⅳrx；(2)LrX~---LsX X 

HsX H rX 。 

证 明：易知 是 自反的。(1)由引理2及上 、下近似算子的 

对偶性得 ：L且X X X。又 由定理 1及 引理2得 ：LrX= 

(LsX) L̂X；HrX=Ⅳ (̂HsX) Ⅳ X̂。因此(1)成立 。(2)同 

理 可证 。 

在知识学习中．间接学 习是学习者通过 中间知识学习导 

师的知识 。设 A，B与 D分别是其属性集，则直接学 习的学习 

质量[3]为 ：量 一 IPos DI／I I。间接 学习的学习质量为 量一I 

Po 舳口DI／I I。其 中． ∞o— U A B(E)一 U A(B 

E)。由下近似的性质易知：间接学习的学习质量低于直接学 

习的学习质量。但是 。当导师的知识能 由中间知识精确表达 

时 。点 一点。另外 。若学习者 的能 力区包含于 中间知识的能力 

区，即 PoŝDC-~Pos口D．则对 ．V E∈U／D，有AE BE．从而AA 

EE丝 E。再 由引理3即可推 出 E一 E。这样 ，尸o 删 D— 

PosaD。这时间接 学习的学 习质量就等于直接学习的学习质 

量。 

5．关系闭包下的近似空间 

设 R是 上的二元关系 ， 上包含 R的最小的 自反、对 

称、传递关系分别称为 R的自反闭包、对称闭包和传递闭包， 

并分别记作 r(R)， (R)和 f(R)。我们熟知 ： 

r(B)一RU 。 (R)=RUR一 ，z(R)一 U 
^一 l 

其中 为 中的元素个数 ， 一{( ， )： ∈ }，R一-一{( ． 

y)：(y· )∈R}。 

下 面我们 来考察近似空间( ，r(R))，( ， (R))和( ，t 

(R))中的近似算子与( ，R)的近似算子之间的关系。先给出 
一

个定理 ： 

定理5 设 R。 是 上的二元关系 ．则 ，曩us( )一，̂ ( ) 

U ( )。 

证明：厂̂us(x)一{yEU：( ，y)∈RU } 

一 {yEU：( 。y)∈R或 ( ，y)∈ } 

一 {yEU：( ．y)∈R}U{yEU：( ．y)∈S} 

一 ，̂ ( )U ( ) 

定理4 设 R是 上的二元关系 。则对V x ，有 ： 

(1)L，(̂)X一上 XnX；爿 ，‘̂，X一目 X̂UX； 

(2)厶(̂)X一上 Xn上 —lX；Ⅳ )X=Ⅳ X̂UⅣ 一̂lX； 

(3)厶(̂，X— n L X；Ⅳl‘̂，X— UⅣ X。 
^一 l ^· l 

其中 是算子 的 点次复合 。特别地 。当 R是 自反关系时 ． 

有 

L。‘R，X —L X ；爿 ‘鼬X — X 

证明：(1)由定理3得 ： 

厶(̂)X 一{ ∈U： (̂)( ) X}一 { ∈U：厂̂uJ( ) X} 

一 { ∈U： ( )U厂l( ) X} 

一 { ∈U： ( ) X}n{ ∈U：厂】( ) X}一L̂ XnX 

Hr(̂，X ={ ∈U：厂，(̂，( )nx≠ }一{ ∈U：[ ( )U厂】( )] 

nX≠ } 

一 { ∈ ：厂̂ ( )nX≠ }U{ ∈U：厂l( )nX≠ } 

一 HRxUx 

(2)与(3)类似于(1)可证。 

当 R是 自反关系时．由引理2知， 关于 点是递减 的，而 

Ⅳ 关于 量是递增的。因此利用(3)的结果可得 ：厶 ，X—L X； 

H ‘R，X =胁 X 。 

4．模糊近似空间的复合 

设 ， 是非 空 有限论 域 。 的模 糊子 集全 体记 作 F 

( )。任何映射 R：UXW--~[0．1]都称为 由 到 的模糊关 

系 。 

对于V XEF( )．定义 X的下、上近似 为 U上的模糊子 

集 X 与 X，其隶属函数为： 

L̂ X(1‘)=rainmax{1一R(1‘。y)。X(y)}．1‘∈U 

Ⅳ X̂(1‘)一max roan{R(1‘。y)X(y)}。l‘∈U 

称 ( x。 X)为广义模糊粗糙集 。 与 Ⅳ 为广义模 

糊下、上近似算子 。( 。W 。R)为广义模糊近似空间。这里广义 

模糊下、上近似算子的定义与文[8]中是不同的。 

容易证明：广义模糊下 、上近似算子具有如下性质 ： 

定理 5 (1)LRX 一 (一x)；(2) 一U； 一 ； 

(3)L̂ (Xny)一L̂ Xn y， (XUy)一 XU y；(4)若 

Xc_．Y，贝0上 X 三L̂ y，Ⅳ X̂ 三jr彳Jty。 

对于两个广义模糊近似空 间 A一( ，V，R)。B一( ，W ， 

S)，A与 B的复合 定义为广义近似空 间 A B一(u， ，T)。 

其中 为 R与 的复合 T=R。S，即 是由 到 的模糊 

关系 。对V(“， )∈UXW 

T(u·y)~nlax rain{R(u，y)，S(y， )} 

我们证明下面的结果 ： 

定理6 设 A=( ，V，R)，B一( ，W ， )是两个广义模 

糊近似空 间，A B一( ．W ， )是 A与 B的复合 ，则 ：(1)Lr 
一  · Ls；(2)Hr=Ⅳ ^。Ⅳ s。 

证明：先证 (2)。对V x∈F( )，“∈U，有 

(Ⅳ ^。胁 )X(“)一目 (̂ⅣJX )(“) 

一 m {R( · )，HsX(y)} 

(下 转 摹104页) 
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期的药品作为不同类别 ，可分为8类 。有27个训练样本和23个 

测试样本 。训练样本集和测试样本集为医学院先后提供的两 

批数据。 

图6 遗传算法优化参数流程图 

采用 Leave-One-Out的验证方法[Io]对训练分类器进行 

验证 ，即每次从训练样本集中取一个未验证过的样本做 为测 

试样本 ，其他的样本做为训练样本 。这样依次下去 ，就可 以得 

到训练集中所有样本 的最优的测试结果 ，从而可 以得到一个 

训练样本分类正确率。 

训练样本分类正确率= 壹 薯 褰荐 磊釜誊 夔旦 
最后用测试集样本对分类器进行测试．可以得到测试样 

本分类正确率 ． 

实验结果如表1所示 。 

表1 样 本按 不 同产 地不 同 日期 的分 类结 果 

结果分析 ： 

1)虽然样本数和一般 的分类相 比较少 ，但是 由于此领域 

研究取数据耗时间长 ，因此样本一般都不多[2 ]。而且 由于本 

方法并未采用相关 的统计信息，只是采用了最近邻法进行分 

类 ．而最近邻法 的分类正确率通常随着样本效的增加而增加 ． 

因此可以预见当样本效增加时 ，分类正确率不会有很多降低 。 

2)关于分类错误样 本的详细说 明 ：zjpa98的一个测试样 

本被错误分类到 zjxj98，从色谱图上看 ，这两类样本的确很相 

似 ，当样本效足够多时 ，可 以采用多级分类器的方法解决此问 

题 ．即先进行粗分类 (如选取较大峰面积过滤 阈值 T)，这时可 

将不 同类的相似样本分到一个粗类里．然后再进行 细致的分 

类(如选取较小的峰面积过滤阈值 T)。 

3)用遗传算法收敛很快 。本文采用了2O代 ，每代3O个体的 

规模很快得到结果 ，在第一代 ，就可 以得到最优结果 。在第三 

代就明显收敛 。而且遗传算法 的评价函数为训练样本集的分 

类正确率 ，可 以保证得到较高 的训练样本分类准确率 ．经过多 

次验证，效果都很好。 

4)所见文献提到的中药识别 ，都未细致到对不同收获 日 

期不同产地 的同属样品进行鉴别 。本文提出的方法可以进行 

此种鉴别 ．并能得到较好结果 ．那么可以推测这种方法对不同 

种属药品进行鉴别可以得到更好的识别结果 。 
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a
Ⅳ

xmin{S(y，2)，X(2)} 

= rr m
，

ax min{R(u．j，)．min{S(y．2)．X(2)}} 
y∈y j∈W 一 

m  
∈

a

Ⅳ
x rnin{m

，∈
a
y

xmin{R(“，j，)·S(y·2)}，X(2)} 

maxmin{R ·S(“，2)．X(2)}=HrX(“) 
tt w 

故 Hr=H ·胁 。再证(1)：由定理5及(2)的结果可得 ： 

V X ∈F(W)(LR· )X= L̂ (一胁 (一X)) 

= 一 (凤 (一X))= 一所 (一X)= X 

故 =厶t· ． 

·1O4· 
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