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随机算法的一般性原理 
The General Principles of Randomized Algorithms 

贺 红 马绍汉 c 

(山东大学计算机科学系 济南250100) 

Abstract The last decade has witnessed a tremendous growth in the area of randomized algorithms．During this peri- 

od．randomized algorithms went from being a tool in computational number theory tO finding widespread application 

in many types of algorithms．Two benefits of randomization have spearheaded this growth：simplicity and speed．For 

many applications，a randomized algorithm is the simplest algorithm available，or the fastest，or both·A handful of 

general principles lie at the heart of almost all randomized algorithms．despite the multitude of areas in which they 

find application．W e briefly survey these here in order tO draw about the method of studying randomized algorithms． 

Keywords Randomized algorithms．General principals．M ethod of studying 

最 近 十几 年来 ，国际上 对 随机算 法 (randomized algo— 

rithm )的研究有了巨大进展 。在此期间．随机算法从一个计数 

理论的工具发展到今天在许多类型的算法中都得到了广泛应 

用 ，显示了随机算法本身强大的生命力。 

所谓随机算法 ，就是在执行过程 中要做 出随机选择的算 

法。随机算法有两种不同类型 ：其一是总能给出正确的解 ．两 

次运行之间唯一的区别是运行时间不同，我们把这种随机算 

法叫做 Las Vegas算法；其二是有时会产生不正确解的算法， 

然而我们能够界定产生不正确解的概率，我们把这种随机算 

法叫做 Monte Carlo算法 。这两种算法哪种更好些，要看它应 

用于哪类 问题 ，Las Vegas算法可以看成是 Monte Carlo算法 

当错误的概率为零的情况。 

随机算法有两个优势 ：简单和快速。我们研究随机算法 ， 

除了它的研究带来新 的方法和新的思想外 ．另一个重要原因 

是它与算法复杂性的关系。讨论算法的时间复杂性估计 ，对解 

答 P类问题算法分析 ，已经取得若干令人信服 的结果 。但 对 

于 NP难解 问题 ，仍然没有取得实质性进展。在这种背景下 ． 

研究解答 NP难解问题 的近似算法引起人们极大的兴趣。但 

是 ，对近似算法近似性能比的估计要求对所解答问题的所有 

实例都成立 ，就显得太苛刻 。致使在 P≠NP假设下 ，若干 NP 

难解 问题找不出其近似性 能比有界的近似算法 ．例如货郎优 

化 问题 。即使有些 NP难解问题存在近似性能 比有界的算法， 

但这 种上 界也似 乎太大了些．例如 图着色 问题。针对这种 情 

况 ，Karp试 图预先假定问题实例在实例空间中服从某种概率 

分布 ，设计出解答若干 NP难解 问题 的概率算法。概率算法有 

两种思路 ，其一是算法为确定型算法 ，解答问题的实例服从某 

种概率分布。可分析算法的期望时间复杂性或在概率为1(几 

乎处处)的条件下．给出解答同题的精确解或近似解。设计概 

率算法的另一种思路是 ，求解问题的实例空间是确定的，而将 

随机语 句引入算法 ，这就是通常讲 的随机算法。Karp的思想 

引起了研究算法的人们对随机性的兴趣 。 

众所周知．许多 NP问题它们的真正难度或许在于我们 

不能找出其构造中一致性的东西．换句话说．它们的构造太乱 

以至于我们不能清晰准确地对它们进行刻画 ，按 照经典的基 

于清晰的离散结构的算法理论 自然找不到解决问题 的好算 

法 。此时 ，随机算法退而求其次 ，不考虑最坏情况下的时间耗 

费，而考虑其平均时间耗费 ，寻找一个在大多数情况下是个好 

算法的解决途径 ，尽管它可能不是绝对好的．但是比对问题无 

法估计要好得多了。 

在许多应用中．随机算法是能找到最简单的或者最快的 

算法，或者二者得兼。虽然随机算法已经应用于众多领域，但 

是 ，所有随机算法的核心遵循几个一般原则。我们假定读者了 

解算法和复杂性以及概率论方面的基本概念而不加重复 。本 

文试 图陈述随机算法遵循的一般原则，并且举例说 明随机算 

法研究问题的思路及研究现状。 

1 用对手作衬托 

对于一个确定性算法，当对它进行绝对行为的复杂性分 

析无意义时 ，用经典的对手(Adversary)论证的方式可 以建立 

该算法的运行时间的下界 。例如，我们通常使用竞争性分析来 

分析联机算法(Online algorithm)，一个对手能产生出一个任 

务序列 ．在该序列上一个给定 的联机算法的费用增加而优化 

的脱机算法(Offline algorithm)的费用几乎不增加 ，以此确定 

竞争系数 。常用的对手有忘却的对手 (Oblivious adversary)和 

自适 应对手 (Adaptive adversary)。例如 ，Manasse，McGe och 

和 Sleator[】】证明了对于有 k+1个点的测量任务 系统的联机 

算法 BALANCE的竞争系数≤k，Irani和 Rubi eld[。 证 明了 

对于平衡算法的两个服务器情况的特例竞争系数为10，等等。 

这种证明所用的方式是 ，借助不同的对手构造不同的输入 ，考 

察联机算法在这些不同输入上的性能表现 ，从而确定联机算 

法的竞争系数 。实际上．一个随机算法可以看作在一个确定性 

算法的集合上的概率分布 ，而对手可以构造 一个输入 ，用该输 

入来衬托从而改进在这个集合上的某个(或一小部分)确定性 

算法。设计一个输入能证明一个随机选择的算法不好是很困 

难 的，正如举出反例证明命题不正确一样困难。但是这个方法 

重在强调“任意”随机算法的成功性。最直接的例子有游戏树 

评价[3]，联机算法[． 等。 

-)本文受国家自然科学基金资助(69873027)．贺 红 博士生，主要研究方向为网络优化 ，智能路由等．马绍汉 教授 ，博导 ，主要研究方向为 

图算法 tNP赡_．I同题 ，网络优化等． ’ 
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2 随机抽样 

关于来 自全域的随机样本是全域作为一个整体的代表的 

观点贯穿随机算法的始终。在几乎所有随机算法 的文献中该 

观点无处不在。在选择算法 、数据结 构 、图算法 以及近 

似计数 。 中，都有一个合适的随机抽样来代表被研究的总体 。 

5 提供丰富的证明方法 

通常 ．我们要求一个算法能确定是否一个输入具有某种 

特征(例如“x是素数吗?”)，算法总是通过找到一个证明 x确 

实具有该特征来确定。对于许多问题 ．确定性证 明的困难在于 

要搜索一个巨大得无法穷尽的搜索空间。然而 ．通过建立一个 

包含大量证 明的空间．可以从这个空间中随机地选择一个元 

素来满足需要 。随机选择的项 目本身就是一个证 明，更进一步 

说 ．过 程的独立重复减少了证 明不存在于任何重 复过 程中的 

概率。最有说服 力的例子是 M．O．Rabin在这方面做 出的开 

创性的工作。 

Rabin应 用随机 算法 ，令人信服地解答 了合数判定问题 ； 

给定正整数 n，询 问是否存在两个大于1的正整数 1．m．使得 n 
— l*m。这个问题的补问题为素数判定问题 。根据文[9]的定 

理 ，Rabin设计出判定 n是否为合数的随机算法。 

合数判定随机算法 ： 

stepl For I 1 to m do 

begin 

step2 b Random[-1，2，⋯ ．n一1]II从 (1．2．⋯，n一1}中 

随机取一个数／／ 

step3 If W (b)then return“YES” 

end 

step4 return “NO” 

其 中．n为 自然数 ．1≤b<n．W (b)表示下述 条件 之一： 

(a)bt ≠1(modn)；或者(b)存在 i[(n—i)／z‘一m，m 为整数 

且l~ged(b 一1．n)<n]。 

对于任给的 ￡>O，合数判定随机算法以置信度 (1一￡)解 

答合数判定 问题。注意到 当 n为素数时 ．算法能以置信度1作 

出正确 回答 ．只有当 n为合数时．算法将 n错误地判定为素数 

的概率仅 为1／2 。据报导【，】．Rabin对这个合数判定随机 算法 

作了实验．令 m一10，因而取 ￡<10_‘．然后对小于等于500的 

素数 P实验 了2 一1的素数性 ．与现有素数表对照，没有一个 

错误 ．而 整个实验仅花了几分钟。Rabin还采用这个随机算法 

去测试 尚未确定是否为素数 的任意数 。他采用从2“。逐次减1 

的方 法 ．在一分 钟 内．判定2 。一593为素数 ，重复次数 m一 

100，因而错 判率小于1O 。。若用通常的循 环除法判定这个数 

的素数性 ，大约需要进行1O 次除法 ．即使使用亿次计算机 ， 

也要进行3*1O“亿年才能完成这个实验。 

虽然合数判定随机算法要比现有的确定型算法快得多， 

但很遗憾 -至今无法证 明它 比所有确定型合数判定算法快 。 

Rabin等人的这些研 究工作使人们对随机算法寄予了很大希 

望 。 

4 指纹和 Hash技术 

也是 Hash技术 隐含的观点，当一个 大域 中取 出的元素组成 
一 个小集合 S被映射成一个较小 的域 ，并且保证 S中不同的 

元素有不同的象 ，这给出一个决定 S中成员的有效方法 ，并且 

在产生伪随机数和复杂性理论 中有进一步的应用 。 

这里不妨以验证多项式恒等为例 。 

欲证 pl(x)*p2(x)一p3(x)．在一个大域 S上，随机取 t— 

S，计算 pl(t)．p2(t)，p3(t)-若有 pl(t) p2Ct)一p3(t)-则可 

判定 p1*p2=p3。这似乎有些缺乏说服力．但是反过来考虑 ． 

如果 p1*p2=p3不成立 ．那么．对随机取 出的 t-使 pl(t)*p2 

(t)一p3(t)的可能性就太小了． 

此例虽简单直观 ．却展示了随机性的强大作用。 

5 随机重排序 

在大量数据结构和计算几何 问题 中．随机算法 的一个重 

要应用是对输入数据随机重排序[‘】．在应用方面也有一些相 

对朴素的算法。 

6 负载平衡 

对于在多种资源之 间进行选择的问题 ，例如多个处理器 

网络中的通讯链路．随机性可以用来在资源之间分散负载．这 

种思想在并行或分布环境 中特别有效．在该环境中 ．资源利用 

由当地大量站点的状况决定而不考虑这些决定对整个网络的 

影响 。 

随机 性在 解决 排列路 由问题 中的卓 越 表现最 早是 由 

Valiant[】 】提 出的 ，他给 出了一个忘却 的随机算法 (Oblivious 

randomized algorithm)。一个消息的路 由依赖于它的源点、目 

的地和随机中介点的选择 ．而不是依赖于源点、目的地和对其 

它同时传送的消息的选择 。在并行通讯模型中 ．我们总是假设 
一 个节点在每一步能沿着它所有的链路传递消息 。当节点度 

很大时这个假设是不现实的。Aleliunas[ 和 Upfalr” 给 出了 

边界限定度网络来解决 Valiant的路 由问题。它以很大的概 

率对 N个节点．每个节点出度为 d的网络在 O(1ogN)步 内完 

成对任何排列的路由。 

7 快速混合 Markov链 

在运筹学与计算机科学中．某些算法 以如下的方式进行 ： 

目标是要决定 N个有序元素中的最优者 ．算法以其 中一个元 

素开始 ．而后逐次移动到更好的元素 ．直到到达最优者为止。 

(最重要的例子可能是线性规划的单纯形算法 ．该算法试图要 

求一个受线性约束条件 的线性函数的最大值 ，此时一个元素 

对应于可行区域的一个端点。)如果从“最差的情况”的角度考 

察算法的效率 ，那么一般都能构造 出大致需 N一1步才到达最 

优元素的例子。在随机算法 中．我们经常用到 Markov链 ．因 

为它能从任何状态等可能地进入到任一更好的状态。 

对于一些具有某种给定特性 的对象的组合计数问题 ．我 

们有基于在给定抽样框上随机抽样的近似算法 。这样的抽样 

经常是困难的 ，因为它可能需要计算样本空间的容量 ．当我们 

想通过抽样解决问题时这是个难点。在某些情况下 ．抽样可以 

通过定义在全域元素上的 Markov链实现 ，使用 Markov链得 

到的一个短的随机步长也能均匀地代表全域[1“。 
一

个长串 ： “指纹” 隔离和对称切断?! 代表 。在模式 匹配 的某 些应 用中可 以-，．t -~ 1 1， 8(Fi
ngerprinting) 。 ’。一  

如果两个长 串的“指纹”相 同那 么这两个长串就几乎是相 同 在并行计算中，当解决一个有许多可行解法的问题时 ．确 

的．对 比短的指纹 比对 比原来两个长申本身要快得多m ．这 保不同的处理器都在协同努力寻找同一个问题的解是十分重 
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要的 。这就需要在不考虑任何解空间的单个元素的前提下把 
一 个特殊的解从所有可行解 中隔离出来 。一个好的随机策略 

应达到“隔离”．通过绝对地在可行解上选择一个随机次序 ，然 

后要求所有处理器集中力量寻找阶最低的解。在分布式计算 

中 。某些处理器经 常需要打破 “死锁”状态 。从而达到一致。随 

机算法还是一个避免死锁的强大工具 。 

我们 以选择协作 (Choice Coordination)问题为例 。在并行 

和分布计算中经常出现的问题之一是要打破一个可行解集合 

的对称性 。这可以通过随机算法来实现 。我们使用下述处理器 

之问通 讯的简单模型 ：有 m 个登记表可被这 n个处理器读 

写 。几个处理器可能几乎同时地试图读写或修改一个登记表。 

为解决这种冲突。我们假设处理器使用一个加锁机制 。当某几 

个处理器试图存取登记表而有一个处理器唯一地获得了存取 

权限时它加锁 ，其它的处理器要等到锁被释放后才能再次为 

存取登记表而竞争。所有这些处理器要运行一个策略 ，以便在 

m个表中作出一个选择 ，策略运行到最后 m 个登记表的每一 

个含有一个特殊符号。一个选择协作问题的复杂性可用 n个 

处理器的总的读写步数来衡量。为了显示随机算法的重要贡 

献 ，我们给 出一个随机策略 。对任意 c>0。它将以成功的概率 

至少1—2。n‘c’在 c步内解决冲突[ 】。 

9 概率方法和存在性证明 

通过论证一个随机选择的对象在正概率下有某些特性 。 

可以建立对象具有该特性 的存在性证明。这样的论证虽然直 

观易懂 ，却并不能给出如何寻找这样一个对象。有时 ．我们用 

这种方法来说 明解决某个难题 的算法确实存在 ，尽管知道算 

法存在 ．但不知算法是什么样的 ．也不知道如何去构造算法 ． 

这就 引出算法中非一致性(non—uniformity)的观点。 

综上所述 ．随机算法是从概率 的观点而不是分析 的观点 

去考察处理问题 的过程 。这种新工具 的引入使得算法设计与 

分析重新呈现出勃勃生机。 

早期的算法研究多半浅显易懂 。富于技巧 ，以至于有些算 

法设计可作为中学的数学竞赛题 。随机算法带来 了一些意义 

深远 的转变 。这些转变的标志是一些抽象方法 的引进和一些 

完全不平庸结果的出现 。我们不必为这一转变担忧而应该为 

其喝彩 。因为这不是经典算法分析丧失其地盘而是它因新工 

具的注入而正变得更加强壮 。随机算法带来 的好的结果揭示 

了好的算法分析与设计不仅存在而且比人们想象得要复杂得 

多，算法分析本身就是在设计算法。换个角度来看 ，把随机性 

引入算法 ，实质上是把经典数学应用于离散数学 。这种各分支 

的相互交叉 ，可能代表着数学发展的一个最重要趋势，计算机 

科学界可以希望通过获取诸多数学分支中的有 力工具而使算 

法领域变得更加壮大。 
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