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Mesh网络容错广播路由算法的概率分析 

王高才 陈建二 王国军 陈松乔 

(中南大学信息科学与工程学院 长沙410083) 

Probabilistic Analysis of Fault Tolerant Broadcast Routing Algorithms on M esh Networks 

WANG Gao-Cai CHEN Jian-Er WANG Guo-Jun CHEN Song-Qiao 

(College of Information Science and Engineering，Central South University，Changsha 410083) 

Abstract One-to-all or broadcast communication iS one of the most important communication patterns and OCCURS in 

many important applications in parallel computing．This paper proposes a fault tolerant，local-information—based，and 

distributed broadcast routing algorithm based on the concept of k-submesh-connectivity in all—port mesh networks· 

The paper analyzes the fault tolerance of the algorithm in terms of node failure probability．Suppose that every node 

has independent failure probability，and deduce the success probability of the broadcast routing，which successfully 

routes a message from a source node to all non—faulty nodes in the networks．The paper strictly proves that the 

broadcast routing algorithm with the success probability of 99 to route among all non—faulty nodes on mesh 

networks with forty thousand nodes，in case that the node failure probability is controlled within 0．1 2 ．Simulation 

results show that the algorithm is practically efficient and effective，and the time steps of the algorithm are very close 

to the optimum． 

Keywords M esh networks。k—submesh．connectivity，Fault tolerance，Broadcast routing algorithm ，Probabilistic 
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1 引言 ． 

近年来 ，许多基于 Mesh网络拓扑结构的商用和研究用 

的大规模并行计算机系统 已经问世 ，如国外的 Intel Paragon、 

Stardord DASH、M IT Alewife、Touchstone DELTA、Symuh 

2010、MasPar系列[5 ]，国内的曙光系列。其中结点(处理器、 

路 由器等 )间有效的通 信是极为重要 的，广播(One—to—All或 

Broadcast)通信操作 是极 为重要 的通信模式之一，也就是一 

个结点与所有其余所有结点间进行通信，广播通信在大规模 

并行多处理器计算机系统中已有广泛的应用，例如障碍同步、 

缓冲区的更新、并行图算法 、并行几何算法等 。广播通信、多播 

通 信等都被称为集合通信 ，已广泛被学者们研究 “。要求 

网络中的结点保持正常通信就是确保网络中的所有正确的结 

点之间存在正确结点组成的路径 。 

随着 Mesh网络规模的扩大 ，网络结点 出错的可能性也 

随之增加 。因此 ，容错路 由算法就成为一个不可回避的研究课 

题 。研究者们在广播路由算法上做了大量 的研究工作[1 “]。 

例如，Tseng等提出了一个最多需要二条虚通道 的容错多播 

路由算法[9]，该算法能在随意 的拓扑结构上做一广播通信操 

作 ；Seungjin Park等提 出了一个基于 Torus拓扑结构的容错 

广播路 由算法【】 。该算法是基于局部信息并在 k—ary n—cube 

上能容忍 k一1个错误结点，在每一物理通道上需要二条虚通 

道。因此 ．人们在研究 Mesh网络容错路 由算法中一直受到以 

下现象的 困扰 ：因为 Mesh网络结 点的度 很低 ，在最坏 情况 

下 ．只要二个结点出错 即可破坏 Mesh网络的连通性 ，而对一 

般结点出错情况下研究 Mesh网络连通性又由于 Mesh网络 

中存在相当广的各种类型的连通形式而变得相当困难。所 以， 

虚通道和错误模式在容错路由算法 中被广泛采用。 

我们基于子网和概率模型提出了一套新的技术 以摆脱在 

目前研究路 由算法时所处的困境。我们 已在文 [1～3]中使用 

于网和概率模型方法研究了超立方体网络的路 由算法 。从中 

可以看 出，子 网和概率模型在研究网络路 由算法和容错性时 

是一种强有 力的技术 ，它为研究网络路由算法和容错性提供 

了一种更接近实际的评价方法。基于我们当前的工作 ，本文主 

要研究 Mesh网络容错广播路由算法 。在本文中 ，我们假设网 

络每个结点有全端口通信能力。本文基于 k—Mesh子网连通 

的概念提 出一个基于局部信息和分布式的 Mesh网络容错广 

播路由算法 ．并对其容错性进行概率分析。我们 的方法是假设 

每个结点具有独立的出错概率 ，然后把 Mesh网络划分成若 

干个简单的小的 k—Mesh子 网，从而推导 出广播路 由算法成 

功广播到所有正确结点的概率 。 

2 相关概念及定义 

在本 文 中，我们 用 ．来表 示 一 个规 模 为 ，，l* 的 

Mesh网络。用二维坐标 ，y)来标识 Mesh网络 ×．的结 

点，这里1≤ ≤，，l，1≤y≤ ，两个结点相邻则它们的坐标值 只 

有一维不同且差值为1，称这样的二个结点为邻接点。首先 ，我 

们给出以下定义和定理。 

定义1 假设在 Mesh网络 ．中结点按坐标 ( ，y)给 

出， 一1，2，⋯，m，y一1，2，⋯ ， 。一个 ×．中的 五一Mesh子 
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网是由两个整数 b和 d决定的，b~m／k，d~n／k，规模为 k*k 

的 k-Mesh，组成其结点的坐标为 (3d， ，)，这里 一=bk+1， 

掀 + 2，⋯ ，(6+ 1)五， — 五+ 1， + 2，⋯ ，( + 1)五。 

由定义1可知，一个规模为 rtl*rl的 Mesh网络 ．可以 

分成(，，l )*(n／k)个不相交 的 k-Mesh子网，整个 Mesh网 

络 JIfl- ．被分为 m／k行和 n／k列，每一行上有 m／k个 k-Mesh 

子网；每一列上有 n／k个 k-Mesh子 网，我们对各 k-Mesh子 

网进行编号为 Mm，M1．2'⋯，M(_，- 。两个 k-Mesh子网相 

邻是指它们或具有相同的横坐标且纵坐标差1，或具有相同的 

纵坐标且横坐标差1。图1给 出了6*6的 Mesh网络 被分 

成4个 3*3的3-Mesh子 网的情形 。令 M  ·为一规模 为 k*k 

的 Mesh网络，称其四周边分别为左 (L)边界、右(R)边界 、上 

(【，)边界 及下 (D)边 界 。 

图1 k—Mesh子网划分策略 

定义2 假设 Mesh网络 中每一个 k-Mesh子 网的 

四周边中的每一边上 的正确结点数大于错误结点数 ，并且每 
一 个 k-Mesh子网中的所有正确结点构成一个连通 图，则称 

Mesh网络 ．是 k-Mesh子 网连通的 。 

基于上面定义的 k-Mesh子网连通性 ，我们给出以下一 

个极为重要的但又非常明显的定理。 

定理1 k-Mesh子网连通 的 Mesh网络 中所有正 

确结点构成一个连通图。 

证明 ：首先证 明 Mesh网络 ．中任意二个相邻 的 k— 

Mesh子网中的所有正确结点是连通 的。一个 k-Mesh子网中 

的每一边上有 k个结点，所 以，在二个相邻的 k-Mesh子网相 

邻接的边之间形成 了 k对邻接点，根据 k-Mesh子网连通 的 

定义 ，每一 k-Mesh子网的四周边上的正确结 点数要多于错 

误结点。因此，在二个相邻的 k-Mesh子 网相邻接的边之间至 

少存在一对正确邻接点。又因为每 一 k-Mesh子 网中的正确 

结点是连通 的，这一对正确结点将这二个相邻的 k-Mesh子 

网中的所有正确结点连成一个连通图。 

现在我们证 明一个 k-Mesh子 网连通的 Mesh网络 ． 

中的所有正确结点构成一个连通图。为此，我们只需证明在任 

何二个 k-Mesh子 网中的正确结点“和 之间，有一条由正确 

结点构成的路径。 

假设 “属于 k-Mesh子 网 而 口属于 k-Mesh子 网 

M／．／。不 失一般性 ，假设 ≤i，、 ≤ ，(其它情况可 以类似证 

明)。考虑以下 k-Mesh子网序列 ： 

M¨，Mm ．i，⋯ ，M ．i，M I+1．⋯ 。M ． ‘ 

序列(1)中任意两 个连续的 k-Mesh子网都是相邻的 五一 

·】】4 · 

Mesh子网，根据前面所证 ，在两个相邻 的 k-Mesh子 网中的 

所 有正确结点构成一个连通图 。因此 ，序 列(1)中的所有 五一 

Mesh子网中的所有正确结点构成一个连通图。又正确结点 “ 

属于 k-Mesh子 网 M 而 口属于 k-Mesh子网 1．，，即它们 

之间存在一条由正确结点构成的路径 。 口 

我们还定义以下事件，并有如下引理。 

事件 C( )：Mesh网络 是 k-Mesh子 网连通的。 

引理 1 假设 每个网络结点具有独立 的出错 概率 P，则 

Mesh网络 M  ．是 k-Mesh子网连通 的概率为 Pr[C(Mt ·)] 

n ．2 
一 25．|。Nt，．(1一p) p‘。式中 Nj O≤ ≤ ，为从 Mesh网 

络 M  ．中去掉 i个结 点后 ，Mesh网络 M  ．的四周边中的每 
一 边上剩余结点超过一半且构成连通 图的方法个数。 

证明：任意在 Mesh网络 M  ．中取 出 i个结点且令其 为 

错误结点，并令其它 一 个结点为正确结点 ，这一事件的概 

率为(1--p)l‘ p‘。因此 ，M ．．(1--p)l‘ p‘是 Mesh网络 M ×· 

中有刚好 i个错误结点并仍保持 k-Mesh子 网连通的概率。由 
．2 。 

此推 出，厶 ．|。Nj，。(1一p) 为 Mesh网络 M  ·保 持 五一 

Mesh子网连通的概率。 口 

5 容错广播路由算法 FRBR 

我们首 先对算法成功概率做一解释 ，它表示从源结点成 

功地广播消息到网络中其它所有正确结点，算法即告成功 。在 

广播路由算法研究中，确定算法所需广播时间步的上界极为 

重要 ，上界是指在某种网络容错模型下完成一次广播通信可 

能需要的最多的时间步 。有时也讨论广播时间步的下界。下界 

是指在某种网络容错模型下完成一次广播通信需要的最少的 

时间步 。此外 ，我们假设每个网络结点具有全端 口通信能力， 

也就是说 ，每个结点每次能 自主地与其邻接点进行通信。 

我们的广播路 由算法设计的基本思想是 ：首先把 Mesh 

网络 ．分成(m／k)*(n／k)个不相交的规模 为 五*五的 五一 

Mesh子 网，如图1所示。然后以源结点 “所在 k-Mesh子网的 

位置为基准 ，把 k-Mesh子 网分成 四个区域 ，如图2所示 。我们 

分 别称其四个 区为右上区 (Right Top Zone)，右下 区(Right 

Bottom Zone)，左上区CLeft Top Zone)，左下区CLeft Bo ttom 

Zone)。我们 的广播路 由算法 称为 Four—Regional Broadcast 

Routing，简称算法 FRBR(图2)。算法 FRBR分为二步 ，在第 
一 步 中，算法 FRBR沿着源结 点所在 k-Mesh子 网的水平方 

向的 k-Mesh子网广播消息；在第二步中 ，则水平方 向上的各 

k-Mesh子网分别 向上下的 k-Mesh子网广播消息。 

图2 Mesh网络分区及算法 FRBR示意图 

我们指出，根据公式 j=L( 一1)／kJ，f=L( 一1)／kJ， 
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算法FRBR很容易计算出源结点的k-Mesh子网所在的位置 

(j，f)，而 和 to的值即为最大的 k-Mesh子网的值( 一n 一 

1，to=m／k一1)。因此 ，分区很容易进行 。我们再对算法 FRBR 

作进一步的解释 ：m和 n为网络中最大 k-Mesh子网标签。在 

算法的第一步 中，对于 j=t，f+1，⋯，to一1，当算法 FRBR执 

行到第 J个循环时。我们假设算法广播到 k-Mesh子 网 ．? 

中，为了从 k-Mesh子网 ．?广播消息到 k-Mesh子网 ， 

我们先找到一对正确的邻结点 和 (其中 位于 k-Mesh 

子网 ．j的右边界， ，位于k-Mesh子网 ． 的左边界)。算 

法 FRBR在 k-Mesh子网 膨 ．?中使用宽度优先搜索(BFs)，每 

当遇到一个正确结点 时，算法立即检查它的邻结点 ：，如 

果 是正确结点 ，我们令 vx／一 ，vx／'= ：，并把消息广播到 

结点 ，然后广播到结点 。注意 ，算法 FRBR 已经路由到 

k-Mesh子网 ，．』中，并为下一次循环做好准备。对于 i一￡， 

f一1，⋯，1，算法 FRBR做同样的广播通信操作 。 

AlgorlUua FRBR 

Suppose that the source node is(xu， ) 

1．1一L(h一1)／kJ。t=L(y。--1)／k_J； 
2．1o=，，l／五一1，to— ／五一1； 
3．Broadcast from the k-submesh to the 一submeshes ．j for 

=f+1，⋯ ，to，and to the k-submeshes ．j for = f一1，⋯，0； 
4．for each k-submesh ．?， 一0，1，⋯ ，to，broadcast to the 一 
submeshes MP．j，z=sq-1，⋯．1o。andtothe k-submeshesM．．(Ajfor 
2= l一 1。⋯ ．0． 

(Remark．if at any stage the algorithm could not process。then fail．) 

图3 广播算法 

算法 FRBR第二步做同样的广播路 由操作 ，不同之处在 

于 k-Mesh子网的边界从右、左换成上和下边界 ，并且每一 五一 

Mesh子 网同时向上 k-Mesh子网和下 k-Mesh子 网广播 消 

息。 

从 以上讨论可 以看出，算法 FRBR在开始执行时 ，是不 

需要知道 Mesh网络 ．中出错结点状态的。我们唯一假设 

的是每当广播路 由扩展到某一结点 时，算法只需要知道结 

点的邻接点 的状 态。另外，算法 FRBR是高度分布式的，对 

于给定源结 点 “，当广播路 由扩展到每一 k-Mesh子网中时 ， 

该 k-Mesh子网都可独立地完成算法的操作而不需考虑算法 

在其它 k-Mesh子网中操作的状态。 

现 在我们分析算法 FRBR 的广播时间步 。首先 ，我们给 

出一个算法时间步的上界。在最坏情况下 ，算法需在 +z 个 

k-Mesh子 网中使用 BFS搜索所有正确结点 ，这里 ， =Max 

( 一1，如一 +1)， 一Max(￡一1，to—t+1)。算法在第一步中 

需搜索 个 k-Mesh子网，第二步中需搜索 z 个 k-Mesh子 

网。又因为 的最大值为 ,／k， 的最大值为 m／k，而每一 五一 

Mesh子 网中有 五。个结 点和 2五(五一1)条边，BFS在每 一 五一 

Mesh子网中最多花费的时间 O(k。)。所以算法 FRBR的广播 

时 间步的上界是(m／k+nlk)k。一O((，，l+lr／)五)。一般 来说 ，五 

的取值较 小。如在 以后的讨论 中，我们令 五一5，因此 ，算法 

FRBR的时间步的上界是线性的 ，达到了最优的时间步 。下 

面 ，我们再给 出算法 FRBR 的时间步的下界 。如果源结 点为 

Mesh网络的中间结点 ，则 BFS从一 k-Mesh子网路由到它的 

邻接的 k-Mesh子网过程中，能找到一条最短的广播路径。在 

最好 的情况下 ，每一 k-Mesh子 网只花 费 五一1的时间步，因 

此 ，算法 FRBR的时间步 的上界最多为 (，，l+n)12，这一结果 

在后面的模拟结果中也得到体现。 

4 算法 FRBR容锚性的概率分析 

我们期望在 Mesh网络中实现从一个正确的源结点广播 

消息到其余的所有正确 结点 ，对于算法 FRBR的成功概率的 

下界，定理2给出了一个较为精确的描述 。 

定理2 假设 Mesh网络中 ．每个结点具有独立的出 

错概率 P，并且算法 FRBR要在 Mesh网络中实现从一个正 

确的源结点广播消息到其余 的所有正确 结点，则算法 FRBR 

将在以至少 (Pr[C(地 -)]) 的概率广播路 由完成所 有 目的 

结点。这里 ，̂一(，，l )*(n／k)。 

证明：我们定义如下事件。 

事件 ( “)；算法 FRBR成功地从 一个正确的源 结 

点广播消息到其余所有正确结点。 

我们 已在前 面定义了事件 c(地  -)，当事件 c(地  -)的 

条件满足时 ，整个 Mesh网络 。中的所有正确结点是连通 

的。我们以源结点所在 的 k-Mesh子 网为基准 ，把整个 Mesh 

网络分成四个区域。对于区域的每一 k-Mesh子网来说 ，因为 

每个 k-Mesh子网的四边都有超过 k／2个正确结点，所 以，从 

任何一个 k-Mesh子网的正确结点都能路由到相邻的 k-Mesh 

子 网中的正确 结点。正如算法 FRBR所 描述的实现 广播操 

作 。因此，算法 FRBR能够成功地从一个正确 的源结 点广播 

消息到其余的正确结点。 

又因为算法 FRBR需要在 h一(，，l )*(n／k)个 k-Mesh 

子网中广播消息，每个网络结点具有独立的出错概率 P，且不 

同的 k-Mesh子网均不相交 ，则所有 h个事件 C(地 -)同时发 

生的概率为 

Pr[c(地  -)l nc(地  -)z n Anc(地 -) ] 
一 Pr[c(地 -)1]n Pr[c(地 -z)]n A n Pr[c 

(地  -) ] 

一 (Pr[C(Mj×̂)]) 一(Pr[c(̂ ×̂)]) “ 口 

下面，我们用具体的例子来说 明定理2和算法 FRBR的 

应用。令 五一5，根据 引理1，很容易计算出事件 C(M )的概 

率，即5-Mesh子网连通的概率。 

引理2 假设网络结 点具有独立的出错概率 P，则 Mesh 

网络 地 ×s是5一Mesh子网连通 的概率为 

Pr[C( ×s)-I一 (1--p) +25 p(1--p)“+296 P。(1一 

P)。 + 2148 P (1一 p)。。+ 10423 P‘(1一P)。 + 34496 

P (1一 p)。。+ 75736 P‘(1一 p) ’+ 102836 P (1一 p) 。 

+ 78571 P0(1一 p)”+ 30660P’(1一 p) ‘+ 6306P 。(1 

一 p) + 668 P“(1一 p)“+ 28 P 0(1一 p) 

将上式代入定理2，并注意到在一规模为 m*n的 Mesh 

网络 中，5-Mesh子网的个数最多为(m／5)*(n／6)。所 

以，我们得出算法 FRBR在 Mesh网络 中的成功概率至 

少为(Pr[c(Ms×s)]) “I，”。 

因此 ，如果对规模为 m*n的 Mesh网络 ．我们要求 

路 由算法 FRBR具有至少不小于 q的成功概率 ，我们令 (Pr 

[c( )]) “ ”≥口，从而求出对结点出错概率 P的一个 

上界。在网络结点出错概率不大于这 一上界的前提下，我们 

以上的分析严格证明了算法 FRBR的成功概率至少为 q。 

表 1 算 法 FRBR 成 功广 播 消息 到所 有正 确 的 结 点的 概 率 

为99 时对 同络 结点 出错概 率 P 的要 求 

Mesh网络规模 Mesh网络的结点出错误概率 

50*50 ≤0．4841％ 

80-80 ≤0．3064％ 

100*100 ≤0．2461％ 

200*200 ≤0．1242：％ 
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为了更具体地说 明我们的结果 ，我们 取 q一99 为所要 

求的广播路 由算法 的成功概率 ，对不同规模的 Mesh网络计 

算对结点出错概率 P的要求。所得结果在表1中列出。 

为了进一步 表明算法 FRBR的容错性和效率，对应表1 

中的网络规模和结点出错概率 ，我们做了大量的模拟测试。我 

们构造二元组(m* ，户)，这里，m* 为Mesh网络的规模 ，P 

为 结点出错概率 。我们 对于每一所选二元组 (m * ，p)测试 

1000个规模 为 m*r／的 Mesh网络 。对每一这样规模的 Mesh 

网络 ，按结点出错概率 P，随机构造一具有出错结点的这样规 

模的 Mesh网络。对每一 Mesh网络，我们随机产生200个源结 

点测试算法 FRBR广播路 由到其余正确结点的情况。在模 拟 

测试 中 ，我们 使 用下 列参 数 ：“BroadcastSuccess”表示 算法 

FRBR成功广播路 由到所有正确结点的次数与总次数 的比 

值 ；“MaxStep”表示算法 FRBR成功广播 消息时的最大时间 

步 ；"MinStep”表示算法 FRBR成功广播消息时的最小时间 

步 。模拟结果在表z中列出。 

表2 基于均 匀结点出错概率的算法 FRBR的模拟结果 

Mesh Broadcast 
网络规模 P(％) MaxStep Minstep S

uccess(％) 

50*50 0．4841 1O0 95 43 

80*80 0．3064 100 156 75 

100*100 0．2461 100 194 92 

200*200 0．1242 1O0 394 195 

从表2可 以看 出，当结点 出错概率不大时 ，Mesh网络总 

是5一Mesh连通 的，并且算法 FRBR总能将消息广播到其它 

所 有 正确结点 (从参数列 “Br0adcastSuccess”可 以看 出)；此 

外 。算法 FRBR的最大的广播 时间步总是接近 Mesh网络的 

直 径(从参数列“MaxStep”可 以看 出)；而最小的时间步则为 

网络直径的一半(从参数列“MinStep”可 以看出)，这一结果 

也与我们前面的理论分析结果是一致的。 

从表1和表2可以看 出，对于结点出错概率不超过0．12 ， 

我们 的广播路由算法即使对于较大规模的 Mesh网络(达到4 

万 个结点)也有较高的成功概率 (达到99 )。模 拟结果也表 

明 ，算法 FRBR的时间步 在实际 中能达到最优 的，而且我们 

的算法是基于局部信息和分布式的。注意 ，按照现有的大规模 

集成电路技术 。将结点出错概率控制在0．12 以内是完全能 

做到的。 

结论 网络容错路由算法是并行处理和计算机网络 中的 

热门研究课题之一 。本文基于 k-Mesh于网连通的概 念研 究 

了基于局部信 息和分布式 的 Mesh网络容错广播路由算法， 

并对其容错性进行概率分析 。假设每个结点具有独立的出错 

概率 ，推导 出广播路 由算法成功地广播消息到其余的所有正 

确结点的概率。我们在本文中提出的方法使得我们能够基于 

结点出错概率来研究 Mesh网络广播路 由算法的容错性的概 

率 。从实际方面来看 ，我们 的方法严格地证明了，为了确保网 

络广播容错路 由算法成功执行 ，结点错误概率应该设定在广 

大的临界值才能满足要求。 
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