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基于 LogP简化模型的矩阵求逆并行算法研究 
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Abstract LogP is becoming a practical parallel computation model that meets the demanding of parallel computers 

and parallel algorithms．So it is important tO re—design parallel algorithms on the LogP mode1．This paper studies the 

parallel algorithm  of computing converse matrix on the simplified LogP model，and gets the simulating results． 
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1．引言 

随着并行处理系统的发展 ，对矩阵算法的并行处理也提 

出了新的要求。以往普遍使用的 PRAM 并行计算模型由于不 

太符合实际并行机的特点 ，已不能很好地适应现代并行处理 

的要求。而新兴的 LogP模型则正在成为符合实际并行机和 

并行算法 的要求的并行处理模型。已有 的多数矩阵并行算法 

大都是建 立在 PRAM 并行处理模型机上，由于 PRAM 模型 

认 为远地数据访 问延 迟为零，而在现代并行处理机系统 如 

SMP、MPP、CoW 上 ，非本地数据的访问延迟是影响系统性 

能的一个非常重要的因素，这就使得 已有的 PRAM 并行算法 

在实际的并行处理机上的运行效率一般都较低。因而在 LogP 

模型上重新设计相应的并行算法就成为了迫切需要。 

LogP模型支持短信息，但 由于矩阵并行处理中的一次通 

信量通常为长消息，因而不 能基于原有的 LogP模型直接分 

析各种矩阵运算的并行算法 ，必须将它适当推广。文[1]即提 

出了一种推 广方法 ，它指出处理机发送／接受一次长度为 N 

字节 的消息所需时间为： 

T— TsR+Tw·N 

其中 为处理机发送和接受时间之和，7 为单位字节传递 

时间．该推广方法用两个参数 、Tw表示了原有 LogP模型 

中 L、O、g三个参数描述的网络特性 ，因而我们称之为一种简 

化的 LogP模型，本文基于这种简化的 LogP模型对矩阵求逆 

并行算法进行研究。 

2．矩阵并行算法的设计 

一 个算法具有它内在的有序性 ，即我们必须按照特定的 

步骤执行，才能够最终得到有用的结果。如果某些顺序错了， 

则会得到错误的结果。虽然并行算法允许顺序上某些操作可 

以并行 ，但由于数据结果的产生有其本身顺序上的要求 ，使得 

并行算法在总体上仍然是有序的。这种 内在的有序性决定了 

现在的并行算法一般都是源于串行算法 ，大多数都是通过开 

发 串行算法中的并行性而得到的，这也是本文中主要用到 的 

方法 。当然 ，串行算法不 同，得到的并行算法也就会有所不同。 

2．1 矩阵求逆的串行算法简介 

矩阵求逆有多种方法 ，例如将矩阵 A分解为 A=ILl，其 

中 L和 u均为三角矩阵，可以用简便快速 的方法求逆，从而 

得到 A 的逆矩阵；另外还可以令 B一( ，E)，对 B进行初等 

变换 ，在将 A变 为单位矩阵 E的同时 ，右边 的单位矩阵 E就 

变为了 A 的逆矩阵；再如从逆矩阵的定义式 ·A 一E中， 

可 以将矩阵的 的第 i个列 向量 t看作是线性方程组 Ax 

一矗的解向量，其中 矗是单位矩阵 E的第 i个列 向量，从而可 

以用解线性方程组 的方法求出 A ；此外还有利用求特征多 

项式 的 Csank算法来求矩 阵的逆 以及用迭代法等 多种求逆 

矩阵的方法 。 

以上算法中， ，分解法、解方程组法一般都要用到各种 

消元法 ，初等变换法实际上也是消元法 ，消元法涉及到选取主 

元(列主元、行主元及全主元)问题 ，选取的方法对结果及其精 

度有较大影响 ，而且不能处理矩阵不可逆 的情况；Csank算法 

又太过于复杂，迭代法的初值选取和循环控制问题不好解决， 

而且循环意味着计算量较大。故本文采用了另一种方法来求 

矩阵的逆 ，它是从 Givens旋转变换中得到的。其原理如下 ： 

已知用满足一定条件 的某正交矩阵 Q去右乘矩阵 A可 

以得到一个上三角矩阵 R，即有 Q· —R，若 A为可逆矩 阵， 

则 R的对 角线元素均不为零 ；若 rank( )一r，r<N，N为矩 

阵 A的阶，则 R的前 r个对角线元素不为零。于是当 A 可逆 

时可以得到 A 一R ·Q，从而由 Q和 R就可以求出 A ；当 

A不可逆时，只要 R 是 R的一个广义逆 ，那么可 以证明，得 

到的 也是 的一个广义逆 。本文的矩阵求逆并行算法就 

是将上述算法并行化而得到的。我们称之为 QR法。 

2．2 矩阵求逆的并行算法的设计 

这里用 QR法来求矩 阵的逆 ，可以分三步来考虑其并行 

算 法。(1)计算 O．A=R时；(2)求 R 时 ；(3)计算 尺 Q时。下 

面分别讨论。 

第一 部分 ，用 Q乘 以 求 R，实际上 是对矩 阵 进行 

Givens变换而将其化成一个上三角矩 阵的过程 。Givens变换 
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的原理如下所述 。设 T 为某阶数合适的方阵，具有如下形式 ： 

第 i列 第j列 

=  

·一第 i行 

一 第j行 

其中满足 c。+ 。=1，称 ，为初等旋转矩阵或者 Givens旋转 

矩阵。显然 ，是正交矩阵 ，而且行列式值为1。 j具有一个很 

好的性质 ，就是当用它去左乘一个向量时，通过适当选取 c和 

S的值，可以把该 向量的第 j个元素变为零，第 i个元素则变 

为 正数。例 如设 向量 X一( 1， 2，⋯， ．) ，令 y— 』X，y一 

( 1， 2，．．·， )T于是有 ： 

弘一 c i+ s i， i一 一 s + c i， 

一n ，(五≠ ， )． 

在 Xi和 中，只要有一个不为零 ，那么若取 

X i -- ．j 
一  

则易验证 >0， 一0。利用这个性质，我们可以用一系列的 

去左乘以矩阵 A，从而将矩阵 A的下三角的元素全部消为 

零而得到上三角矩阵 R。这就是这一步变换 的基本原理 。容易 

看出每一个 』在左乘 A矩阵时 ，与矩阵的乘法类似，存在着 

细粒度上的并行性 ；同时，由于每一个 左乘 A矩阵时 ，只 

改变 A的第 i行和第 J行的元素，而其余行的元素保持不变， 

于是可以将若干个 同时左乘 以矩阵 A，使得它们分别改变 

矩阵的不 同的行 ，从而达到粗粒度上的并行。对于我们的系 

统来说 ，应尽量采用粗粒度的并行。 

但是考虑到 T“本身还需要用 A矩阵的元 素来计算 ，则 

要注意其中某些 的计算有顺序上的限制，有一些 必须 

在另一些 的前 面计算和去左乘 A矩阵 ，否则将得到错误 

的结果 ．若 』表示消去 A矩阵在位置 ( ， )“> )处的元素的 

变换 ，则对于 i相同的 ，其中 J较小的变换必须先执行 。根 

据 以上规律和限制，Gentleman提出了如下的并行处理方案 ： 

记集合 为 一{( ， )：1≤J< ≤，l}。 中的数对( ， )对应着 

作用于第 一1，i两行而消去 A矩阵的第 i行 J列的元素的变 

换 』，于是 将按次序分解为 — U ，，其中： 

，
一 {“， )；l~j<i≤，l，，l+2j=i-Fr+1} 

则子集 ，中的各效对所对应 的变换彼此作用于不同的 

行，故可 以并行执行 ，而 r从1到2，t一3VJ顺序也保证 了所有变 

换中对腰序的要求 。易验证知 ．s，(r一1，2，⋯， 一3)的元素个 

数依次为1，1，2，2，⋯，，l／2—1，n／2—1，n／2，n／2—1，n／2—1， 

⋯ ，2，2，1，1。还有 一种对 的划分方法 ，对应另一种并行方 

法 ，基本思想是在每一步消去 A矩阵同一列中的尽可能多的 

元素 ，所以称为贪婪算法 ，其所需要的总并行步效较 Gentle— 

man的方法为少 ，但其程序设计 比较难以实现 ，故我们这里采 

用的是 Ge ntleman的并行方法 。 

第二部分 ，求 R～，用初等变换法直接计算。由上可知 ，当 

A可逆 时，R的对角线 元素均不为零 ，故首先将 R的各行都 

除 以对角线上的元素 ，再用第 i行的元素消去第1～ 一1行 的 

元素 ，从而将 R化为单位矩 阵；而同样 的变换则将单位矩阵 

化为了R的逆矩阵。其并行性依然有细粒度和粗粒度两种， 

细粒度并行性在于每消去某一行 的元素时 ，同一行的元素可 

以并行执行；但我们这里仍然只考虑粗粒度上的并行性 ，在用 

第 i行的元素消去第1～ 一1行的元素时 ，这 i一1行的元素之 

间互不相关，可以并行执行 。 

第三部分 ，计算 R Q，这里的 Q与第一部分的 Q相同， 

仍然是由一系列 ，白勺乘积组成，同样可以知道，用 j去右乘 

R 只改变它的第 i和 列而不影响其他的列。由于此时各个 

』都 已在第一部分中计算出来了，因此虽然在这里也可以采 

用与第一部分相同的并行方法 ，只是需要逆序进行 ，但是我们 

在这里还可以采用另一种并行度更高的方法。按照第一部分 

计算出来的 』的逆序 ，找 出最前面 的 n／2个不相交的 』(不 

相交是指用它们去右乘矩阵 R 时 ，只影响其不 同的列)，并 

行执行这部分计算 ；然后找下面 n／2个不相交 的 』来进行下 
一 步并行计算 ，直至计算完毕 。其平均并行度显然要 比第一部 

分的并行方法的平均并行度高得多 。 

5．矩阵并行算法的分析 

并行算法的实现过程实际上是一个映射过程 。并行算法 

在设计时所注重的是最大限度地开发已有的串行算法在粗 、 

中、细各种粒度上的并行性 ，这时可 以认为它受并行体系结构 

的影响不大；而一个设计好的并行算法的性能好坏、效率 高 

低 ，只有把 它在某个有具体并行体系结构的并行机上实现以 

后，才能够对它进行评价，因为与性能、效率密切相关的计算 

调度、通讯调度只有在具体的并行机上进行才有意义。并行算 

法的实现过程就是把设计好的并行算法 中的并行任务映射到 

并行机的相应结点上的过程 ，在这个过程中 ，需要着重考虑的 

有两点 ：如何最大限度地利用并行机来发挥出已设计好 的并 

行算法的并行作用同题(计算调度)以及为尽量减少数据通讯 

和交换而需要考虑的原始数据分配 问题以及通讯方法 问题 

(通讯调度 )。 

5．1 矩阵求逆算法的计算复杂性 

从算法的设计中可以知道 ，整个计算包括 以下几个部分 ： 

计算 QA和 R Q部分 ；求 R 部分 ；求矩阵 Q的部分 。下面 

分别进行分析 ： 

第一部分，计算 QA和 R Q时，其计算过程类似，故放 

在一起考虑 。矩阵 Q由 Ⅳ(Ⅳ一1)／2个(A的下三角元素的个 

数)Givens变换矩 阵乘 积而得 ，每个 Givens矩 阵与 A或者 

R 相乘 时，都需要4N 次乘法和2N 次加法 总共6N 次运算 ， 

所以得这时的总算术运算量为 ： 

N
下

(N -- 1)
．6Ⅳ+ ．6Ⅳ一6Ⅳ。一6Ⅳ2 

‘ ‘ 

第二部分 ，求 R 时，用初等变换法 ，它是依次用第 i行 ( 

一2，3，⋯，Ⅳ)的元素消去第 一1行 的第 i至第 Ⅳ 个元素。首 

先各行要除以对应对角线上的元素 ，共 Ⅳ(Ⅳ一1)12个除法； 

在用第 i行 的元素消去第 1～ 一1行 的元素时 ，每消去一行 ， 

需要 Ⅳ一i-Fle(乘 法和 Ⅳ一i-Fle(加法共 2(Ⅳ一i-F1)次运 

算 ，故消去时的算术运算总量为 ： 
N i-- 1 N -- 1 

1  1  1  

厶 厶 2(N —i+ 1)一 厶 (2Ni一2i。) 
f·2 j- 1 i-1 

一 Ⅳ。(Ⅳ一 1)一Ⅳ(Ⅳ 一1)(2Ⅳ一 1)／3 

所 以这一部分 的总算术运算量为 ： 

+Ⅳ。(Ⅳ一 1)一N (N--1)(2N--1) 

‘ J 

1 1 C 

一 ÷N。-t-÷Ⅳ2一÷Ⅳ 
o ‘ o 

第三部分 ，计算矩阵 Q时 ，Q由 Ⅳ(Ⅳ一1)12个 Givens变 

(下转 第184页) 
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WHEN LDRR 一> C0N< 一一0010000"&DR＆，⋯ ； 

WHEN S6=> CASEoPIS 
WH匮N CALA = > CoN< =一10000⋯ 一：一 

W 既 N S7 = > CASE oP IS 

WH匮N CALA => CoN< =一000010⋯ ： 
W，H哐N oTI|ERS一> NULL； 

END CASE． 

小结 用 VHDL语言设计复杂电路时，从大量的数据中 

能够分析出控制的重要方法是：电路中算术运算多 ，还是控制 

(多路选择)多，后者的优化和综合要求识别在转移内部和转 

移之间布 尔简化 的可能。上例 中，CPU 的指令系统的每条指 

令均在一个状态时，产生所需控制信号 ，而每条指令所经历的 

状态是不同的。上述 P—T算法模型是解决这类问题的一个较 

为简洁的好方法。 
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换组成，每一个 Givens变换的获得需要5次算术运算和一次 

平方根运算，因此总共有昔Ⅳ。一昔N次算术运算和 1 一 
‘l ‘l 厶  

1 

÷Ⅳ次平方根运算。 
厶  

综上可知 ．把三部分的计算量相加得总计算量为： Ⅳ’ 

一 3N*一 Ⅳ次算术运算和 Ⅳz一 Ⅳ次平方根运算 。 

5．2 并行度 

并行 度的计算也要分为三个部分 ：Q乘 以 A处，求 尺 

处 ，以及 R-1乘以 Q处。在 Q乘以 A处，这一步用zⅣ一3个并 

行步 完成 ，从算法的设计过程中易知每一步的并行度分别为 

1，1，Z，Z，⋯ ，Ⅳ／Z一 1，Ⅳ／Z一1，Ⅳ／Z，Ⅳ／Z一1，Ⅳ／Z一1，⋯ ，Z， 

z，1，1；在求 R-1处 ，需要 Ⅳ～1个并行步完成 ，由其算法的设 

计易知并行度依次为1，z，⋯，Ⅳ一1；在 R 乘以 Q处，其算法 

设计的原理与 Q乘 以 A时类似 ，也用zⅣ一3个并行步 完成 ， 

每步的并行度也分别为1，1，z，z，⋯，Ⅳ／z一1，N／Z一1，N／Z， 

Ⅳ／z一1，Ⅳ／z一1，⋯，z，z，1，1。于是容易算得平均并行度为 ： 

(3N2—3N)／(ION--14)。 

5．5 通讯复杂度 

按照前 文所述 的并行求逆算法 ，在假设有充分多的处理 

机的条件下来分析其通讯复杂度 。同样分三个部分来分析：第 
一 部分 ，计算 QA时，共在zⅣ一3个并行步内完成 ，设第 i个并 

行步内的并行度为 D．，则在每个并行步中有 Df·2·8N个字节 
~

、

N

-1

-- 3 

的数据需要通讯 ，故这一步中的通讯复杂度为 (D。· + 

‘ ·2‘8N· )。其 中 为发送处理机的发送开销和接收 

处理机的接收开销之和，Tw为网络带宽的倒数 ，即每字节传 

输时问，d为处理机问的平均通讯距离 ；第三部分 ，计算 尺 Q 

时，采用同第一部分相同的并行策略 ，通讯复 杂度也相 同；第 

二部分，计算 尺 时，共在Ⅳ一1个并行步内完成，第i步的并 

行度为 i，每个并行步中共有 i行 i·8N 个字节的数据需要通 
N -- 1 

、-、 

讯，故这一步中的通讯复杂度为 厶 ( ·Ts + ·i·8N· )。综 

上可得总通讯复杂度为 ： 
2N 一 ， N -- I 

T一2·厶 ( · +̂ ·D．·2·8N· )+ 厶 ( · +̂ 
·_ 1 l_ 1 

·i·8N ·d) 

3．4 效率及加速比 

若记以上算 出的矩阵求逆算法的总计算复杂度为 V ，总 
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通讯复杂度为 ，则其算法的效率可通过式 E2一 ／( + 

Tz)计算出来 。而加速 比则为 az=P·Ez，其中 P为处理机的台 

数。 

4．模拟结果及分析 

模拟环境 ：Intel pentium166MMX软件平 台：SCO Unix 

OpenServer 5．20 PVM 3．3110M 局域网． 

有关矩阵求逆的模拟计算时间情况见表1。 

表 1 矩 阵求逆 模拟 程序 计 算时 间 比较 

矩阵 申行时 模拟4节点并行 模拟8节点并行 模拟1 6节点并行 

阶数 间(秒) 时间(秒) 效率 时间(秒) 效率 时问(秒) 效率 

64 1 15 27 35 23 70 23 

128 2 31 27 68 24 138 23％ 

256 10 68 59 139 58 278 58 

从表中计算时间的发展规律来看 ，当矩阵阶数增加一倍 

时 ，串行计算时间增加接近10倍 ，而并行计算时间只增加近两 

倍 。因此可以预见的是 ，当矩阵阶数从256进一步增大，即计算 

量进一步增大 ，并行效率还应当能有适当提高 。 

结束语 本文提 出一种基于 LogP简化模型的矩阵求逆 

并行算法 ，该算法被用在 L阵实现信号的频率 、DOA和极化 

的联合估计的并行处理 中收到 了良好的效果 。实践验证了本 

算法的有效性。 
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