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贝叶斯学习中基于贝叶斯判别分析的先验分布选取 
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Abstract In this paper we propose an experimental method tO choose a prior distribution．Different from many re— 

searchers，who offered lots of principles that separated from sample information，we consider it a Bayesian discrimina— 

tion problem combining with the sample information．W e introduce the concept of Posterior belief about prior distri- 

butions．With the well—known Ba yes theorem we give out a formula tO calculate it and propose a method tO discrimi- 

hate a prior between prior distributionS～ Highest Posterior Belief(HPB)．W e also show that under certain COndition， 

the HPB method is identical with the M L-II method． 
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先验分布的选取是贝叶斯学习乃至整个贝叶斯方法中的 
一 个基本问题 ．文[1]指出，在一般条件下 ，当样本数据足够多 

时，先验的选取对结果的影响很小 ，任何的先验都将得出大致 
一 样的结果 。也就是说 ，贝叶斯学习具有先验鲁棒性。但是 ，确 

实存在个别情况，某些先验会导致后验的不相容。况且 ，相容 

性是 当样本数据趋于无穷多时的渐近特性，即使后验是相容 

的，当样本数据较少时，先验的选取还是能对后验产生明显的 

影响。 

假设有一些可供选用的先验分布 ，我们面II占的问题是如 

何在其中选出一个最为合适的先验．本文把这个先验选取问 

题作为贝叶斯判别同题 ，将训练样本的取值情况加以考虑 ，提 

出后验信念的概念，并用贝叶斯公式给出其计算方法。根据后 

验信念大小提 出了选取先验的极大后验信念法(Highest Pos— 

terior Belief， B)．本文给 出一个类似 于 Neyman—Pearson 

引理的公式以用于实际判别，并给 出消除先验信念影响的贝 

叶斯因子 ，证明了选择先验的 u型极大似然法就是当先验信 

念相等时的极大后验信念法。最后给出一个应用例子。 

1．先验分布的后验信念 

用 x“’来表示训练数据 ，其含有 n个 i．i．d．(独立同分布) 

的观察数据(x “，x。)，P；I’表示在参数 0的控制下 x“’的 

概率。 ( 一0’．．·，m)表示 0的可能的先验分布 。用 ，r( )( 一 

0，⋯，m)来表示我们对每个先验 ( 一0，⋯，m)的先验信念 

(我们将其看成是先验分布 的函数 ，称之为信念)。那么，参数 

0的先验分布可表示为 ： 

．‘￡(口)一 乙  (肌) (口) (1) 

用 ff．( )( =o，⋯，m)来表示对每个先验的修正后的信 

念 (即关于每个先验分布的后验概率 )。将抽样看成是如下的 

过程 ：首先，根据先验信念选择一个 0的先验分布 ；其次 ，从其 

先验分布中选择 0的一个值 ；最后根据( ，x“’)的联合分布抽 

取样本。根据 贝叶斯公式 ，有 ： 

(x‘ I ， )P( ，O)dO 
( IX“’)一 — —  一  

(x(I’I ， )，r( ) ( ) 
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，r( ) (x“’I ， ) ( ) 
一 — — L  — 一  (2) ( ) 一 

其中 p(X‘_’)一∑ (x‘ I ， )P( ，O)dO 

记号 ( Ixc )表示关于一个先验的后验信念。(2)式给 

出了先验信念 、后验信念和样本信息之间的关系 ，它反映了我 

们在获得了样本数据后对某个先验的信念 ，或者说是样本数 

据对我们的先验信念的支持程度 ． 

2．基于最大后验信念的先验分布的选取 

从上节的讨论 易知 ，一个关于参效 0的最合适的先验分 

布可以通过使后验信念最大化 的方法来获得。这样一个最合 

适的先验分布称之 为最大后验 信念 (Highest Posterior Be— 

lief，HPB)先验 。 

定义1 使(2)式的值最大的先验分布称为最大后验信念 

先验 。 

为了使问题更清楚地表述 ，下面介绍后验信念比的概念 。 
r 

定义2 记ao—ffo l户(x“’I ，0) (0)d0，al—ffl 

b(x‘‘’I ，O)p1(O)dO，比值ao／al称为 ( )对 ( )后验信 

念 比， ／ 称为先验信念 比。由(2)式 ，有 ： 

ao 

口l 
(3) 

假设仅有两个可以考虑的先验 ( )和 ( )，根据最大后验 
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先验法 ，如果要选用 ( )而不是 Po( )就必须有 ao／a < 1， 

或 

(x“ I ， ) (O)dO 

午——————一 < (4) 
(x“ I l，O)p1(O)dO 。 

此即为 Neyman—Pearson引理的另一种形式。 

定义5 对于训练数据 ，将下面的表达式 

( )一 l厂(z I ，O)p(O)dO (5) 

看作是关于先验 的函数 ，称之为先验似然(函数)。 

将 ( )一 l厂(zI ，O)p(O)dO称为先验似然(函数)的直 

觉理由是：如果 ( )能使 ( )一 l厂(zI ，O)p(O)dO较大，它 

是 真 正的先验 的可 能性 就较 大，因为对 于较大 的 ( )一 

l厂(zI ，O)p(O)dO，数据x发生的可能性更高。式(4)表明：如 

果要拒绝 ( )，先验似然比必须超过一定的界限。 

定义4 因子 

一  一  一  ㈤  

称为先验贝叶斯因子。 

先验信念 比和后验信念 比这两种 比率相除，可能会减弱 

先验信念的影响 ，突出数据的影响。先验 贝叶斯 因子既依 赖 

于数据又依赖于对先验的先验信念。从这个角度看 ，贝叶斯因 

子 是数据 X对先验分布“。( )的支持程度 。因为由(3)式可 

得 

一  一  !竺： ! (7) 
。 (x㈤I ) 1(O)dO 

它恰好是先 验似然 ( )和 ( )的比率 ，它部分地消除了 

( )和 l( )的先验信念的影响。 

显然 ，如果对于各个先验分布的先验信念都相等 ，那么式 

(3)即蜕变为式 (7)。由此得到一个确定先验分布的极大先验 

似然方法 ： 

定理1 若对于各个先验分布的先验信念都相等 ，则使得 

先验似然达到最大值 的 ( )即为最大后验信念先验。 

用上述方法获得的先验分布也称为 ML—II先验 (二型极 

大似然先验)，它类似于参数估计的 MLE的方法 。在给定先 

验分布的形式时，可用此方法方便地求得合适的先验。 

例1 设 x～ N(O，1)，主观地假设 0的先验的均值 为 0， 

先验四分位点在 士 1正态分布。则 C(0，1)(用 表示)或 

N(0，2．19)(用 l表示)被认为是符合条件的先验。假若仅考 

虑 l和 ．哪一个更合适呢?注意到 l(p1)为 N(0—3 19)，而 

z( )一J(2 Zexp{一-~-(x一 }’而{ dO 
表 1给出在 z取不同的值时 z( 。)和 l(p )的值。当 z较 

小时， 。和 的差别不大；当 z一 4、5时 ， 的可能性两倍于 

；当 z一6．0时， 的可能性十倍于 ；当 z— 10时，毫无疑 

问 一是错误的．表明当z≥ 6时 ，数据对 的支持远大于对 。 

的支持 ，由此我们应该采用 作为最合适的先验分布。 

表1 先 验似 然值 

0 4．5 6，0 10 

I f( ) 0．22 0．0093 0．00079 3．5×10—0 

I f( ) 0．21 0．018 0．0094 0．0032 

表2给出当分别给 和 赋予0．3及0．7的先验信念时， 

它们之间的后验信念 。 

表2 后 验信 念值 (1) 

l 0 4．5 6．0 10 

l ( 1Ix) 0．310 0．181 0．0348 4．687×1O-S 『 
( lx ) 0．690 0．819 0．9650 0．9999953 

表3给出当分别给 和 赋予 0．7及0．3的先验信念时 ， 

它们之间的后验信念 

表 3 后 验信 念 值 (2) 

l 0 4．5 6．0 10 

( llx ) 0．7097 0．5466 0．1639 2．55×1O-S 

( lx ) 0．2903 0．4534 0．8361 0．94745 

由表3可知，即使赋予 。以较大的先验信念 ，当样本取值较大 

时，仍然对它不利。这一点从图1也能看 出来 。 

， 

| 

／ 
一  · _  I 

一 1 0 

图1 C (0，1)与 N (0，1)的密度曲线 

结束语 先验分布的研究对于贝叶斯学习具 有重大的理 

论意义和实践意义。许多学者提出了选择先验的不同的方法 

或策略 。HPB先验不仅反映了先验信念对一个先验分布的支 

持 ，也反映了样本数据 (或试验数据 )对该先验分布的支持 ，既 

避免了单纯的主观偏 向，又在一定程度上排除了样本数据带 

来的偶然性影响 ，为合理地选择先验分布提供了一种方便、简 

单的方法 。 
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