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Abstract In this paper，we study measurability of rough random information system． Main results are that 

introduced concept of rough measurable space from the measure theory，created measurements of upper and lower 

approximately probability，gave strictly definition of rough probability space，final discussed its some properties． 
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1 弓I富 

在知识发现、智能决策、综合评价和自动推理等应用领 

域，人们经常会遇到这样一类不确定性问题：某个需要处理的 

事件的出现带有随机性，但在寻找它出现的概率时却发现对 

它的描述不够精确，例如某些疑难病症的诊断、对知识产品的 

价值评价等．对于这类事件，由于缺乏足够的信息来精确描述 

这些事件，使得我们无法用通常的概率统计方法来准确地加 

以计算．我们称带有这样一类不确定性事件的信息系统为粗 

糙随机信息系统。文[1]中从概率论与粗糙集理论的结合中给 

出这种既带有随机性而本身又不能精确描述的不确定性现象 

的表达模型。但定义中描述性的成分过大，一些深层次的基础 

问题并没有涉及，如粗糙随机事件的上、下概率估计是否合理 

(即系统是否可测)等。本文将对粗糙随机信息系统的可测性 

做进一步的研究，以便为应用提供坚实的理论基础和一般方 

法。 

文中涉及到的有关概率论的知识可以在文[2，3]中找到， 

有关粗糙集的知识请参见文[4~63。 

2 粗糙随机信息系统 

为论述的需要，我们给出有关信息系统的形式化描述 。 

定义2．1 一个信息系统是指一个三元组 一(n，F，r)。 

其中 Q是论域，F是 Q的子集簇，r是 Q上的等价关系簇。如 

果 F还是 n中的 o一代数，则称 是一个随机信息系统。 

在随机信息系统中，论域 Q称为样本空问，F叫做事件 

体，F中的集合 A称为事件。 

定义2．2 设 Q是一个样本空间，R是 Q上的等价关系。 

我们称商集 fl／R一{[m] Im∈Q}为 n关于 R的粗糙样本空 

问，简称粗糙样本空间，记为R(f1)。R(I2)的元素[m] 称为粗 

糙样本点。 

定义2．5 设 n是一个样本空间，R是n上的等价关系。 

如果对每一集A∈F，都有 A=U[m] ，([m] ∈R(FI))，则称 

F是 R可定义的，否则称 F是 R不可定义的。 

定义2．4 设 S一(fl，F，r)是一个随机信息系统，如果对 

任意 R∈P，F都是 R可定义的，则称 S是一个精确随机信息 

系统 否则称S是一个粗糙随机信息系统。 

对于精确随机信息系统来说 ，其可测性已由概率论的知 

识所保证。按照概率论的说法 ，如果 F是 Q中的。一代数，则称 

(I2，F)为可测空间，F中的任一集合称为可测集。在可测空问 

(Q，F)上可以定义概率测度 P，从而得到概率空间(f／，F，P)。 

在粗糙随机信息系统 中，其可测性需要解决两个问 

题，一是 F中事件的表示问题 ，二是概率测度的可定义问题 ． 

5 粗糙可测空间 

设 S是一个粗糙随机信息系统，我们首先解决 F中事件 

的表示问题。 

定义5．1 设 F为 Q中的 。一代数 ，R(n)是粗糙样本空 

间。如果对每一集 ∈F，都有 A—U ]R，([m]t∈R(f1))，则 

称 F为 Q中的 R-精确 o-代数，否则称 F为 Q中的 R-粗糙 o一 

代数，简称粗糙 o一代数，记为R(F)。 

定义5．2 包含有 Q、粗糙样本空间 R(n)和粗糙 o．代数 

R(F)的三元组(f1．R(n)，R(F))称为粗糙可测空问．R(F)中 

的任一集合称为粗糙可测集。 

注：R(F)也叫做粗糙事件体 ，R(F)中的集合 A称为粗糙 

事件。 

由于 R(F)中的集 A不能被 R(f1)的元素精确表示，只能 

通过逼近的方式来表达，因此我们引进下面的定义． 

定义5．5 设(fl，R(f1)，R(F))是粗糙可测空间。对每一 

集 A∈R(F)，A的上近似可测集和 A的下近似可测集分别如 

下 ： 

A-= Y M  A一 [ M  

4 粗糙概率空间 

下面解决粗糙随机信息系统 S中概率测度的可定义问 
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题。我们要在粗糙可测空间(Q，尺(Q)，尺(F))上引进概率测 

度，由于 尺(F)中的集合不是都能用尺(Q)中的元素来精确表 

示，因此不能按通常可测空间的做法直接引入概率。为此，我 

们先做如下的准备工作。 

4．1 (Q，R(Q)，R(F))的近似可测空间 

考虑 Q的子集所成的集类： 

FR一{A。IA。一 Y [∞ ，A一 三A。 三 一(A，BEF)} 
[wIRER(n) 

F 中的集合具有这样的特征，首先它是由Q的一些 R一 

等价类组成的，其次它包含 F的某个集合的下近似，同时含 

于F的某个集合的上近似中。集类 F 具有如下性质。 

定理4．1．1 设 AE尺(F)，则A一∈FR、A一∈FR。 

证明：由F 的构造，显然。 

定理4．1．2 F 是 Q中的一个 。一代数。 

证明：(1)’．．Q∈尺(F)．而 Q—Q一一Q一，I-．由定理4．1．1， 

Q∈FR。 

(2)V A’∈F ，则由它是 Q的一些 R一等价类组成的可 

知，A。也是 由 Q的一些 R一等价类组成的。再由j A、 ∈F， 

A一 A’ B一知 ，( 一) A。 (A一)，即( )一 A’ ( )一， 

而 、西∈F，I-．A。∈FR。 

(3)只要证明 F 中两个集合的并还在F 中，则利用数学 

归纳法就有 F 中可数个集合的并仍在 F 中。V A 、Az"∈ 

F ，则显然有 A UA 是由Q的一些R一等价类组成的。 

设 A1一 A ~---BT、A2一 A 

(A1、A2、B1、B2∈ )，于是有： 

A1一 三A1一UA2一 三A UA 三 UB7一( 1 UB2)一 

． A UA ∈FR。 

综合(1)(2)(3)可知 是 Q中的一个 代数。证毕。 

由于 F 是 Q中的一个 代数，并且包含了 尺(F)中所有 

集合的的上、下近似集，因此我们称 F 是 R(F)的近似 代 

数，而称可测空间(Q．FR)是(Q，R(Q)，尺(F))的近似可测空 

间。 

4．2 粗糙概率空间 

注意到(Q，F )是可测空间，因而可以直接在(Q，F )上引 

入概率 P，从而得到概率空间(Q，F ，P)。 

下面我们将利用概率空间(Q，F ，P)来寻求 尺(F)中粗糙 

可测集的概率。对任一集AE尺(F)，由于 A的粗糙性，我们无 

法从(Q．F置．P)来计算 A的精确概率，只能给出它的逼近值。 

对任一集 AE尺(F)，定义实值集函数 P一(A)一P(A一)， 

这里 A一是 A的下近似集 ，而P(A一)是概率空间(Q，F ，P)中 

事件 A一的概率，因此这样定义的实值集函数 P一(A)是有意 

义的，下面看它的性质。 

定理4．2．1 由上定义的实值集函数 P一【A)满足下面三 

条性质： 

(1)对每一 A∈尺(F)，有O≤P一(A)≤1； 

(2)P一(Q)一1： 

(3)对任意 A∈尺(F)( 一1，2，⋯)， 

AnA 一F( ≠ )，恒有： 

∞ 、． 1 

P一(YA。)= 厶 P一(A)。 
i_ 1 l_ 1 

证明：(1)对每一 AE尺(F)，有 A一∈F ，由于 P是可测空 

间(Q，F̂)上的概率 ，因此有O≤P(A一)≤1，从而有O≤P一(A) 

≤1。 

(2)．．．fl∈F̂ ，Q一0一， P一(Q)一P(Q一)=P(Q)一1。 

(3)只需考虑对两个 A、B∈F ，AnB一圣，时结论成立． 

即可用数学归纳法得出所要的结论。 

对此，我们首先证明当An 一圣时．有(AUB)一一A—U 

一 。事实上 ，由粗糙集的性质有(AUB)一 A—U召一。因此只 

要证明相反的包含也成立即可。 

V ∈(AUB)一，则j[ ] 三AUB， ∈[ ]． 

由于 AnB一 ，故[ 只含于其中一个，不妨设为 A， 

则有 ] A， ∈[cc，]，即 ∈A一，从而 ∈A—UB一，因此 

(AU )一 A—U ⋯ I．(AU )一一A—UB一． 

再由An 一 知 A—nB一一 ．于是我们有 ： 

P一(AU )一P((AU )一)一P(A—UB一)一P(A一)+P 

( 一)一P一(A)+ P一( )。 

证毕 。 

由于 P一具有概率函数的三条性质，因此下面的定义是 

有意义的。 

定义4．2．1 设 (Q，R(Q)，FR)是粗糙可测空间．对任一 

集 AE尺(F)，定义实值集函数 P一(A)一P(A一)．称 P一为(Q， 

R(Q)，尺(F))上的下近似概率 ，P一(A)为事件 A的下近似概 

率 。 

类似地 ，对任一集 A∈尺(F)．定义实值集函数 P一(A)一 

P(A一)，可以证明 P一满足下面的性质。 

定理4．2．2 由上定义的实值集函数 P一(A)满足下面三 

条性质： 

(1)对每一 AE尺(F)，有O≤P一(A)≤1； 

【2)P一【n)一 1： 

(3)对任意 A∈尺(F)(i一1．2，⋯)，A nA，=qKi≠ )，恒 

∞ -、 

有 ：P一(YA。)一 厶 P一(A)。 
l_ 1 ，_ 1 

由此可以引进下面的定义。 

定义4．2．2 设(Q，尺(Q)，R(F))是粗糙可测空间。对任 
一 集 A∈尺(F)，定义实值集函数 P一(A)一P(A一)。称 P一为 

(Q，尺(Q)，R(F))上的上近似概率．P一(A)为事件 A的上近 

似概率。 

总结上面的讨论 ，我们有如下的结果。 

定义4．2．5 设 Q是一样本空间，尺(Q)是由 Q通过等价 

关系R生成的粗糙样本空间，尺(F)是 Q中的粗糙 代数．P一 

为 尺(F)上的下近似概率，P一为 尺(F)上的上近似概率。我们 

称具有上述结构的样本空间为粗糙 概率 空间，记 为(Q．R 

(Q)，R(F)，P一，P一)。 

至此，我们可以用粗糙概率空间(Q．R(Q)．R(F)⋯P 

P一)来处理粗糙随机信息系统的可测性问题 。在不能直接求 

得粗糙事件 A出现的概率的情况下，可以通过它的下近似概 

率和上近似概率的值进行估计 。 

5 上、下近似概率的性质 

在用粗糙概率空间(Q，尺(Q)，尺(F)，P一．P一)来处理粗糙 

随机信息系统的可测性问题中，上、下近似概率在其中扮演着 

主要的角色。为了今后应用的需要，下面给出上、下近似概率 

P一和 P一的若干性质。 

定理5．1 对任一 A∈R( )，有 P一(A)≤P(A)≤P一 

(A)。 

证明： I．对任一 A∈R( )．有 A一 A A一．．．．由概率的 

性质有 

P(A一)≤P(A)≤P( 一)，即P一(A)≤P( )≤P一( )． 
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证毕 。 

结合定理5．1，我们给出下列说法。 

定义5．1 对任一 AERie)。称 P一(A)为事件 A的概率 

下 估计值，P一(A)为 A的概率上估计值，而称[P一(A)，P一 

(A)]为 A的粗糙概率区间估计。 

定理5．2 P一( )一P一(西)一0。 

证明：．．． 一一圣一 一，． P一( )一P( 一)一P(西)一0，P一 

( )一P( 一)=P(西)一O。证毕 。 

定理5．5 若 A∈R(F)( 一1。2，⋯， )，AjnA，一 (i≠ 

j)。则 ： 
n  ̂

■ - 

P一(YAi)一 厶 P一(Ai)，P一(YA。)= 厶 P一(A。)。 
i- i i- i I- i I- i 

证明：由定理4．2．1之(3)，令 A件l=A件2_．．·一 ，应用 

P一(中)一0这一结果，得： 
∞  ■ 

- ∞  

P一(YA)一P一(YA。)=厶 P一(A-)= 厶 P一(A。)。 
i- i ·- i i- i il i 

■ 

 ̂ -、 

同理可得 P一(YA．)一厶 P一(A)。证毕。 

定理5．4 对任一 ∈RCF)。有 P—CZ)一1一P—CA)，P一 

( )一 1一 P一(A)。 

证明：‘．‘AU = ，An 一 ，．’．由定理5．3得 P一(A)+ 

P一( )一1，即 P一( )一1一P—CA)。 

同理可证 P—C-A)一1一P一(A)。证毕。 

定理5．5 对 A、BE尺(F)，若 B，则： 

C1)P一(A—B)=P—CA)一P一(B)，且 P—CA)≥P一(B)； 

(2)P一(A—B)=P一(A)一P一(B)，且 P一(A)≥P一(B)。 

证明：我们只给出(1)的证明．对(2)可做类似讨论。 

‘ A=(A—B)UB．(A—B)nB一 ， ．由定理5．3得 

P一(A)一P一(A—B)+ P一(B)， 

即 P一(A—B)一P—CA)一P一(B)。 

又 ‘．’P一(A～B)≥O， 

．

’

．P一(A)≥P一(B)。证毕。 

小结 我们以粗糙随机信息系统 S的论域 Q上的等价 

关系 R为基础 ，逐步引进了粗糙样本空间R‘Q)和粗糙 代 

数 尺(F)，从而形成了粗糙可测空间(II，R(Q)，R(F))。为了在 

(Q，R(Q)，R(F))上引进概率测度，我们构造了(Q，R(Q)，R 

(F))的近似可测空间(Q，F̂)。然后利用(Q，F置)上的概率测度 

P为(fl。R(Q)，R(F))引进了下近似概率 P一和上近似概率 

P一，这样形成了粗糙概率空间(Q，RCn)，R(F)，P一，P一)，从 

而解决了粗糙随机信息系统 的可测性同题。最后我们还讨 

论了上、下近似概率的若干性质。有关粗糙随机信息系统的进 

一 步研究，我们还在进行中． 
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表1 第一个实验两种算法性eE的比较 

样本 迭代 实验 正确聚 聚类 实验方法 

点数 次数 次数 类次数 正确率 

K均值方法 500 2o 1000 723 72．3 

混合聚类方法 500 2O 1000 989 98．9 

表2 第二个实验两种算法性能的比较 

样本 迭代 实验 正确聚 聚类 实验方法 

点数 次数 次数 类次数 正确率 

K均值算法 500 30 1000 714 71．4 

混合聚类算法 500 30 1000 978 97．8 

结论 HCA是在传统的聚类算法中结合了免疫进化的 

机理，将全局寻优与局部搜索能力相集成 ，并引入了接种疫苗 

和免疫检测，从而提高了聚类算法的性能。理论分析和实验结 

果表明，本文提出的 HCA算法明显地克服了 K均值算法中 

的局部极值问题和对初始值敏感性的缺点，并且具有较快的 

收敛速度 ，同时也减轻了进化后期的波动现象。 
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