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Abstract In this paper，we discuss drawback of traditional subsection learning algorithm in pattern recognition and 

exiting support vector machines(including kernel functions)，the necessity of using subsection learning algorithm 

based on support vector machines as well as．In turn，a subsection learning algorithm based on support vector 

machines，is proposed in this paper． 
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1．引言 

包括感知器、神经网络等在内的学习方法都是基于经验 

风险最小(ERM)原则的[1】，而在实际的基于小样本的学习系 

统中，这些学习方法在经验风险最小的情况下并不能保证期 

望风险最小化．对于线性不可分情况不能给出是否分段线性 

可分的可靠信息。如果简单地引入非线性变换，则容易导致过 

学习现象．这显然不是我们所希望的。 

上世纪九十年代中期，由于支持向量机的诞生乜 】，使得 

我们对线性可分系统，能够在结构风险最小化 (SRM)原则 

下 。通过构造最优超平面来最小化期望风险。对于线性不可分 

情况目前也有添加松弛变量和引入核函数[‘脚两种方法。但是 

仅有这两种方法显然是不完善的，因为现实生活中存在大量 

分段线性可分系统。而已有的这两种方法并没有给出对此类 

问题的解决方法，如果简单地套用已有的方法将导致正确分 

辨率较低或期望风险较大的后果，因此本文提出基于支持向 

量的分段线性学习方法，以期在综合考虑经验风险和结构风 

险的情况下，给出对分段线性可分系统最佳的解决方法。 

2．现有的基于支持向量机的学习方法及其局限性 

上世纪九十年代 中期。由 Vladimir N．Vapnik等人在 

VC维和结构风险最小化原则的基础上创造了支持向量机 

(SVM)的学习方法。由于 SVM 具有非渐进收敛的特性 。使得 

以 SvM 为基础的统计学习理论成为研究模式识别、回归分 

析和密度估计的非常有效的工具，近年来成为一个非常活跃 

的研究领域。 

对于线性可分系统 。利用构造最优超平面的技术．将模式 

识别转换为二次规划问题。为了对本文将要提出的分段线性 

学习算法有清晰的认识，我们首先讨论这个二次规划问题，为 

此先引入 △-间隔分类超平面概念。 

△-间隔分类超平面：一个超平面( ‘·；)一6=o，lI 。ll= 

1，如果它以如下形式将向量 工分类： 

I 1 ( 。·z)一6≥△ 
V t 

I一1 ( ·z)一6≤ 一△ 

删 我们称之 为△-间隔分类超平面。令 △=1／ll 。ll，对训练数 

据( 。，Y。)，⋯，(xt，yt)， ∈ ，yE{+1，一1}．得到正规化形 

式： 

[( ‘·；)一 ≥1，i=1，⋯，z 

且有如下的定理与推论成立 ： 

定理1 向量 ∈X属于一个半径为 R的球中，那么 A- 

间隔分类超平面集合的VC维 h以下面的不等式为界： 

≤̂rain([R ／zx。]， )+1 

其中。 是空间的维效． 

推论 以概率1—17我们可以断定，测试样本不能被 △-间 

隔分类超平面正确分类的概率有下面的界 ： 

P一≤手+詈[1+ 1+ ]， 
其中， =4(．Il(1n警+1)一ln )／l 
m是没有被 △-间隔分类超平面正确分类的训练样本数目． 

因此，对于线性可分系统．我们可以将构造最优超平面问 

题转换为二次规划问题：最小化泛函： 

【 )一专【 ) 
约束条件为不等式类型： [(嚣· )-hi≥1， =1，2，⋯， 

z。其中只有一部分所谓的支持向量才具有非零的系数 使 

得这个不等式的等式成立．通过上面的二次规划求解，可得 ： 

i讯yia~xi， ≥o 
由KOhn-Tucker条件可知， 为最优化 以下泛函的解： 

( )= 嘶一丢∑aiajyiyj(；． ) 

约束条件为：CIi≥O，f=1，⋯，Z和厶 嘶 =0． 

设 ao=(al。⋯， )为这个二次优化问题的解，那么与最 

优超平面对应的向量 撕的模等于： 

ll =2wG。)=
． ．

口? (；· ) 
主持一量 。 。’ 。。 

基于最优超平面的分类规则为下面的指示函数： 

厂( )=sgn(
i 

(嚣。 )一6o)， 

其中z．是支持向量， 是对应的拉格朗日系数， 是常数(阈 

值 

～1 1 一 
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6。= [( 。· 。(1))+( 。· (一1))] 

其中， ’(1)为属于第一类的任意一个支持向量， ’(--1)为 

属于第二类的任意一个支持向量。由此我们对线性可分系统 

给予了圆满的解决。 

对于线性不可分系统，已有两种基于 SVM 的解决方法， 

其中一种为加入松弛变量￡>／o和最小化泛函t 

、 ．、  

F．( )一25 

其中参数 >0。约束条件为 [( ．· )-hi≥1一￡，i一1，2， 

⋯

，z，和另一个条件( · )≤A～。 

对足够小的 口>0，这个优化问题的解定义了这样一个超 

平面，它的参数属于上述第二个约束定义的子集 

＆={( ·；)一6：( · )≤△一z} 

(即属于由常数 一△ 决定的结构的元素)，在这种情况下这 

个超平面使得训练错误数最小。在此基础上提出了构造 △一间 

隔分类超平面和构造软间隔分类超平面两种方法。对于 △_间 

隔分类超平面方法在下一节将详细论述。由于本文并不采用 

构造软间隔分类超平面方法，所以在此不再熬述。 

但是此类方法中，对于 △一间隔分类超平面和构造软间隔 

分类超平面两种方法中各自的常数 =A 和系数 C的确定 

是一个较难解决的问题。由此也就增加了学习系统的难度和 

降低了学习系统的精确性和可靠性。 

另一种方法是对线性不可分系统用核函数将输入空间映 

射到特征空间求解。虽然对于本质非线性系统，用核函数方法 

当然是很好的选择 ，但是由于核函数的引入将导致以下几个 

问题．首先，要用核函数进行模式识别就得在特征空间中对 

(R，T．~so，z)一R。II 。 ／l 

实现最小化。其中． 

R。=R2(K)=minmaxLK(x．，xi)+K(a，a)一2K(x，，a)J 
4 ，

．  

a是包含所有样本的最小超球的中心。这比在输入空间中最 

大化 

，C 啦一 
， 

aiajyiyj( x．， 一 

(这个等式将在第三节中进行严密的推导)要复杂得多。其次， 

由于核函数的引入会导致VC维的增加，这就会增加学习系 

统的结构风险。即使核函数采用内积回旋的形式，使得VC维 

的上界等于学习样本的个数 z。但是对于学习样本数量太大 

的系统而言，学习系统的VC维将增大，导致我们对学习系统 

的结构风险难以估计。再其次，从计算 R2的式子可知，用一般 

的微机系统，由于内存的限制是难于用核函数方法对4000个 

以上的样本进行有效计算的。最后，为了让非线性系统在特征 

空间中线性可分 ，就得确定好的核函数，这对于提高系统的学 

习性能是至关重要的。但是，只有基于较强的先练知识 ，才能 

确定好的核函数。这几方面都无疑增加了构造好的基于核函 

数的学习系统的复杂性。 

5．基于支持向量机的分段线性学习方法 

由前面的分析可知，为了提高模式识别系统的可靠性，对 

于在输入空间中不能用超平面进行正确分类的系统，以及通 

过引入核函数，但由于样本分布过于复杂，或者由于引入的核 

函数不太合适，在特征空间中仍然不能用超平面正确分类的 

情况，就得采用新的模式识别方法。因此本文提出利用贪婪思 

想的基于SRM原则的支持向量分段线性学习方法．(算法中 

将首先用构造 △一间隔分类超平面的方法进行初步学习，根据 

所确定的支持向量和错分区域确定分段线性的节点，注意 ：不 

能用线性可分系统的方法，因为线性可分系统的方法在线性 

不可分系统的学习中将是不收敛的，由于得不出最优解，将导 

致死循环。) 

按照前面在输入空间中，对于用超平面不能正确划分的 

情况，首先采用引入非负松弛变量 ￡>1o和最小化泛函： 

F．( )一 厶 g， 

其中参数 >o。为了计算的原因，令 一1． 

约束条件为 [( · )--b-]~l一￡，i=1，2，⋯，z，和另一 

个条件( · )≤△～。 

只是这里确定的常数 一△ 比文[2]中的方法要随意得 

多，我们可以取比采用文[2]的方法更小的值 ，以降低学 习系 

统的 VC维，从而减少学 习系统 的结构 风险。利用 Kohn— 

Tucker定理可知，F( )在以下的拉格朗日泛函： 

￡一∑￡一-C~[(za—z一 ． )一∑嘶{[( ． )+6] 一1 

+ ．}一 2_Ĵ ￡ 

的鞍点上得到。其中，嘶>1o，ri>1o，i=1，⋯，z，C。>1o，根据 

．o．面OL-o．警一o． 
得到 

一  ∑a,y~ xi，∑ ：0a,y~xi 0，0≤嘶≤1 一 厶 ， ， 嘶 

将 一 ∑~tiyix 。代入拉格朗日泛函得到参数嘶， 一1，⋯，z 

和C‘是下面的凸优化问题的解 

最大化泛函 

，C ∑
i-- 1

嘶 一  
j--
嘶⋯  c三· 一 

‘ i。 l ‘‘r 

约束条件为 25 嘶一0，C >／o，O≤嘶≤1，f一1．．．·，z。 

本文的算法是基于上述的△一间隔分类超平面方法思想， 

初略给出较小的 △_。，即使在开始的学习中有较多的错误分 

类也无关紧要(因为在算法的循环学习中将给予改进)．然后 

再按照贪婪思想进行迭代，以使错误分类数少到满意为止。这 

样我们就在 SRM原则下，将经验风险限制在容许的范围之 

内。 

因此，本文提出的分段线性学习算法分为以下步骤： 

(1)确定常数 一△ (可以取比较小的值)和允许错分的 

样本数 研和 F( )一25￡的上界。令 五一1。 

(2)对每个划分的子区域 n(当 五一1时，将所有学习样本 

看作一个区域)，用前面讲述的 △一间隔分类超平面方法求解 

以( )、 和 6Z。如果 CL。和 匠·是个子区域凸优化同题的解， 

那么 ， 
_． 

’ 
_ ． 

以( )=sgn‘瓦1主；备- 吐I(嚣。 )一 )， 
一

去支 - 
一  [( · ’(1))+( · (一1))] 

其中， ’(1)为属于第 五次学习中、第 一子区域、第一类的任 
’ 

·l37· 
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意一个支持向量，z。(一1)为相应的属于第二类的任意一个 

支持向量。 

(3)检查 m。≤m和 Ft( )≤F( )是否成立。其中，m·为第 

五次学习中错误分类的训练样本数 目。F( )为第 五学习中得 

到的最小值。 

(4)如果步(3)中的两个不等式均成立，则停止学习过程。 

如果任意一个不等式不成立，则标记出分类错误的点，寻找出 

各个子区域的紧互对，并对错误分类的点比较多的子区域计 

算出分段节点。对划分后的各个子区域 五一五+1，转到(2)。 

由上面的算法可知，利用该算法可以很好地控制经验风 

险，下面将证明该算法也很好地控制了结构风险。从而也就很 

好地控制了期望风险限。 

、 证明：根据定理1： 

h~min([ ]，y)+1， 
‘J 

成立。对任意 尺_≥0，，l=1，⋯，Nt，又有不等式： 
N I N I 

-、 1  

R2≤(22R )。≈R2 
-- I -- 1 

成立。这里 足≥0，n一1，⋯，M ，表示各个子区域的半径。M 

为第 五次学习中子区域的数目。又因为 ，对所有的子区域 △≤ 

-、 

厶，所以 ≥̂ 22 h ．因此这个算法的期望风险得到了有效控 
-- 1 

制。 

从算法及其证明可知，这种算法相对于 △一间隔分类超平 

面方法而言 ，可以提高识别正确率。既降低经验风险，相对于 

核函数方法而言，可以降低结构风险又能降低模式识别系统 

的复杂度，也避免了核函数方法对多样本系统不能有效处理 

的问题。所以采用本文提出的方法 ，我们可以比较好地限制期 

望风险，从而构造出好的学习系统。 

结论 本文结合支持向量和邻域法思想提出了基于支持 

向量的分段线性的学习算法。这种算法克服了传统的分段线 

性的模式识别方法由于不能控制学习系统的结构复杂性，而 

可能出现的过学习现象，也避免了现有的基于支持向量的学 

习算法不能较好控制经验风险或较难确定好的核函数的缺 

点。另外，即使对于本质非线性系统也有助于降低对所引入的 

核函数的要求和降低学习系统的结构复杂性，并通过理论证 

明这种算法是正确的。 

本文提出的算法，在构造性控制子区域的数量和合理性 

方面还有待于进一步改进，以适应复杂样本分布的情况。 
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