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摘　要　将Ｄｉｂ的模糊空间和模糊二元运算的概念引入ＢＣＫ－代数中，给出了研究模糊ＢＣＫ－代数的一个新方法。提

出了模糊子代数、模糊左（右）简理想和模糊同态的概念，初步建立了新的模糊ＢＣＫ－代数理论。结果表明，经典的

ＢＣＫ－代数之模糊子代数、模糊左右简理想都是新理论的特例，因而这种新方法提供了发展模糊ＢＣＫ－代数理论的一个

有力工具。

关键词　模糊空间，模糊二元运算，模糊ＢＣＫ－代数，模糊左（右）简理想，模糊同态

中图法分类号　Ｏ１５９　　　文献标识码　Ａ

　

Ｆｕｚｚｙ　ＢＣＫ－ａｌｇｅｂｒａｓ　ａｎｄ　ｉｔｓ　Ｆｕｚｚｙ　Ｌｅｆｔ（Ｒｉｇｈｔ）Ｒｅｄｕｃｅｄ　Ｉｄｅａｌｓ

ＰＥＮＧ　Ｊｉａ－ｙｉｎ
（Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｎｅｉｊｉａｎｇ　Ｎｏｒｍａｌ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎｅｉｊｉａｎｇ　６４１１９９，Ｃｈｉｎａ）

　
Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ　ｔｈｅ　ｃｏｎｃｅｐｔｓ　ｏｆ　ｆｕｚｚｙ　ｓｐａｃｅｓ　ａｎｄ　ｆｕｚｚｙ　ｂｉｎａｒｙ　ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ　ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｂｙ　Ｄｉｂ　ｉｎｔｏ　ＢＣＫ－ａｌｇｅｂｒａ，ａ

ｎｅｗ　ａｒｏａｐｐｃｈ　ｔｏ　ｓｔｕｄｙ　ｆｕｚｚｙ　ＢＣＫ－ａｌｇｅｂｒａ　ｗａｓ　ｇｉｖｅｎ．Ｔｈｅ　ｃｏｎｃｅｐｔｓ　ｏｆ　ｆｕｚｚｙ　ｓｕｂａｌｇｅｂｒａｓ，ｆｕｚｚｙ　ｌｅｆｔ（ｒｉｇｈｔ）ｒｅｄｕｃｅｄ　ｉｄｅａｌｓ

ａｎｄ　ｆｕｚｚｙ　ｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓ　ｏｆ　ｆｕｚｚｙ　ＢＣＫ－ａｌｇｅｂｒａｓ　ｗｅｒｅ　ｐｕｔ　ｆｏｒｗａｒｄ．Ａ　ｎｅｗ　ｔｈｅｏｒｙ　ｏｆ　ｆｕｚｚｙ　ＢＣＫ　ａｌｇｅｂｒａ　ｗａｓ　ｐｒｅｌｉｍｉｎａ－
ｒｉｌｙ　ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｃｌａｓｓｉｃａｌ　ｆｕｚｚｙ　ｓｕｂ－ａｌｇｅｂｒａ　ａｎｄ　ｆｕｚｚｙ　ｌｅｆｔ（ｒｉｇｈｔ）ｒｅｄｕｃｅｄ　ｉｄｅａｌ　ｏｆ　ＢＣＫ－ａｌｇｅ－
ｂｒａ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ｓｐｅｃｉａｌ　ｃａｓｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｅｗ　ｔｈｅｏｒｙ，ｓｏ　ｔｈｅ　ｎｅｗ　ｍｅｔｈｏｄ　ｐｒｏｖｉｄｅｓ　ａ　ｐｏｗｅｒｆｕｌ　ｔｏｏｌ　ｔｏ　ｄｅｖｅｌｏｐ　ｔｈｅ　ｔｈｅｏｒｙ　ｏｆ　ｆｕｚｚｙ
ＢＣＫ－ａｌｇｅｂｒａｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　Ｆｕｚｚｙ　ｓｐａｃｅ，Ｆｕｚｚｙ　ｂｉｎａｒｙ　ｏｐｅｒａｔｉｏｎ，Ｆｕｚｚｙ　ＢＣＫ－ａｌｇｅｂｒａ，Ｆｕｚｚｙ　ｌｅｆｔ（ｒｉｇｈｔ）ｒｅｄｕｃｅｄ　ｉｄｅａｌ，Ｆｕｚｚｙ　ｈｏｍｏｍｏｒ－

ｐｈｉｓｍ

　

１　引言

自Ｚａｄｅｈ［１］提出模糊集概念后，Ｒｏｓｅｎｆｅｌｄ［２］率先将模糊

集理论用于模糊代数结构的研究中，提出了模糊子群的概念。

Ｎｅｇｏｉｔａ和Ｒａｌｅｓｃｕ［３］将Ｒｏｓｅｎｆｅｌｄ关于模糊子群的定义从区

间［０，１］推广到一般格结构上，而 Ａｎｔｈｏｎｙ和Ｓｈｅｒｗｏｏｄ［４］利

用三角模重新定义了模糊子群。Ｋｕｒｏｋｉ［５，６］提出了半群中的

模糊理想与模糊双理想的概念，Ｎａｎｄａ［７］研究了模糊域与模

糊线性空间，Ｌｉｕ［８］引入了模糊子环及理想的概念，Ｘｉ［９］研究

了模糊ＢＣＫ－代数，路玲霞［１０］讨论了 Ｈｅｙｔｉｎｇ代数中的模糊

滤子。沿着Ｒｏｓｅｎｆｅｌｄ方法，研究者们［１１－１４］在具有某种普通

代数结构的经典集合上引入满足适当条件的模糊子集，来探

究模糊代数结构。

我们知道，论域集的概念在经典数学中扮演着本质性角

色，即经典数学中的任何代数结构都是具有一个或多个二元

运算的论域集，例如度量空间是具有距离的一个论域集，拓扑

空间是带有集合运算的论域集。然而，在基于Ｒｏｓｅｎｆｅｌｄ方法

的任何模糊代数结构（称为经典模糊代数结构）的讨论中，由

于没有模糊论域这个概念，任何模糊代数结构的本质定义之

系统性是不明确的。１９９４年，Ｄｉｂ［１５］引入了模糊空间的概念，

替代了普通情形下论域集的概念，进而研究了模糊子空间、模

糊空间上的二元运算、模糊群及模糊子群。随后，Ｄｉｂ等［１６］提

出模糊半群及模糊子半群的概念，讨论了模糊半群上的模糊

理想及模糊双理想等问题。

基于Ｄｉｂ的思想方法［１５］，本文引入模糊ＢＣＫ－代数和模

糊ＢＣＫ－代数的模糊子代数的概念，研究模糊ＢＣＫ－代数中的

模糊（左、右）简理想，探究相应于Ｄｉｂ方法与Ｒｏｓｅｎｆｅｌｄ方法

下的两种模糊子代数、模糊（左、右）简理想之间的关系。

２　预备

本节简要回顾文献［１５］中的定义、符号及一些结果。符

号Ｉ表示具有通常实数序的单位区间［０，１］。符号Ｌ，Ｋ，

Ｎ，…表示具有最小元和有最大元的任意格。符号Ｌ◇Ｋ表示

具有如下偏序关系的向量格Ｌ×Ｋ：１）（ｒ１，ｒ２）≤（ｓ１，ｓ２）当且

仅当ｒ１≤ｒ２，ｓ１≤ｓ２ 且ｓ１≠０，ｓ２≠０；２）（ｓ１，ｓ２）＝（０，０）当且仅

当ｓ１＝０或ｓ２＝０。Ｊ表示向量格Ｉ◇Ｉ。

本文所谓Ｌ－模糊子集是指其隶属函数取值于格Ｌ。Ｘ
的模糊子集Ａ 表示为｛（ｘ，Ａ（ｘ））：ｘ∈Ｘ｝。其中，Ａ（ｘ）表示

元素ｘ的隶属度，并简记为｛（ｘ，Ａ（ｘ））｝。以ｘ∈Ｘ为支点，隶

属值为ｓ（ｓ≠０）的Ｘ之单点模糊集记为［ｘ，ｓ］。符号（ｘ，ｒ）∈Ａ，

Ａ∈ＬＸ，意味着Ａ（ｘ）＝ｒ。

定义１　模糊空间ＸＬ 是ｘ∈Ｘ的所有有序对（ｘ，Ｌ）的集

合，即ＸＬ＝｛（ｘ，Ｌ）｜ｘ∈Ｘ｝，并称（ｘ，Ｌ）为模糊空间ＸＬ 的一

个模糊元素。
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定义２　格Ｌ的一个子集Ｋ 称做Ｌ的Ｍ －子格，如果下列

条件成立：

（１）Ｋ至少包含Ｌ的一个除零外的元素；

（２）Ｋ关于Ｌ的运算“∨”和运算“∧”是封闭的。

定义３　模糊空间ＸＬ 的模糊子空间Ｕ 是有序对（ｙ，Ｌｙ）

的集合，其中ｙ∈Ｕ０，Ｕ０ 为Ｘ的给定子集，Ｌｙ 为Ｌ的一个Ｍ－
子格，记Ｕ＝｛（ｙ，Ｌｙ）：ｙ∈Ｕ０｝，并称（ｙ，Ｌｙ）为模糊子空间Ｕ
的一个模糊元。

Ｘ的模糊子集Ａ 可以视为模糊子空间Ｕ＝｛（ｙ，Ｌｙ）：ｙ∈

Ｕ０｝的一个子集当且仅当若ｙ∈Ｕ０ 有Ａ（ｘ）∈Ｌｙ，若ｙＵ０ 有

Ａ（ｘ）＝０。当然，Ｘ 的任一模糊子集Ａ 都可定义ＸＩ（Ｉ＝［０，

１］）的如下３个模糊子空间：

Ｈ（Ａ）＝｛（ｘ，［０，Ａ（ｘ）］｜ｘ∈Ａ０｝
珨Ｈ（Ａ）＝｛（ｘ，｛０｝∪［Ａ（ｘ），１］）｜ｘ∈Ａ０｝

Ｈ０（Ａ）＝｛（ｘ，｛０，Ａ（ｘ）｝）｜ｘ∈Ａ０｝

其中，Ａ０＝｛ｘ∈Ａ｜Ａ（ｘ）≠０｝为Ａ 支撑集，并称它们为由Ａ
诱导的模糊子空间。

定义４　两个模糊空间ＸＬ 和ＹＫ 的模糊笛卡尔积是模

糊空间。

ＸＬ ×ＹＫ ＝（ｘ×Ｙ，Ｌ◇Ｋ）

＝｛（（ｘ，ｙ），Ｌ◇Ｋ）｜（ｘ，ｙ）∈Ｌ×Ｋ｝

设模糊空间ＸＬ 的模糊子空间为Ｕ＝｛（ｘ，Ｌｘ）：ｘ∈Ｕ０｝和

模糊空间ＹＫ 的模糊子空间为Ｖ＝｛（ｙ，Ｋｙ）｜ｙ∈Ｖ０｝，Ｕ 与Ｖ

的模糊笛卡尔积是模糊空间ＸＬ ×
－

－
ＹＫ 的模糊子空间。

Ｕ ×Ｖ＝｛（（ｘ，ｙ），Ｌｘ◇Ｋｙ）｝｜（ｘ，ｙ）∈Ｕ０×Ｖ０｝

Ｘ的模糊子集Ａ＝｛（ｘ，ｒ）｝和Ｙ 的模糊子集Ｂ＝｛（ｙ，ｓ）｝

的模糊笛卡尔积是Ｘ×Ｙ 的一个模糊子集：

Ａ×Ｂ＝｛（（ｘ，ｙ），（Ａ（ｘ），Ｂ（ｙ）））｜ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ｝

定义５　设ＸＬ，ＹＫ 和ＺＮ 是给定的非空模糊空间。从

Ｘ×Ｙ 的所有Ｌ◇Ｋ－模糊子集的集合到Ｚ的所有Ｎ－模糊子集

的集合上的模糊函数Ｆ，记为Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）：Ｘ×Ｙ→Ｚ，其中Ｆ：

Ｘ×Ｙ→Ｚ 是一个函数，｛ｆｘｙ｝（ｘ，ｙ）∈Ｘ×Ｙ是隶属函数ｆｘｙ：Ｌ◇
Ｋ→Ｎ 构成的一个族且满足：

（１）ｆｘｙ在Ｌ◇Ｋ是不减的；

（２）ｆｘｙ（０Ｌ，０Ｋ）＝０Ｎ 且ｆｘｙ（１Ｌ，１Ｋ）＝１Ｎ（这里０Ｌ，１Ｌ，

０Ｋ，１Ｋ 和０Ｎ，１Ｎ 分别是Ｌ，Ｋ和Ｎ 的最小与最大元）使得Ｘ×

Ｙ 的任意Ｌ◇Ｋ－模糊子集Ｃ在Ｆ下的象为Ｚ 的Ｎ－模糊子集Ｆ
（Ｃ）：对任意ｚ∈Ｚ，有

Ｆ（Ｃ）（ｚ）＝
∨

（ｘ，ｙ）∈Ｆ－１（ｚ）
ｆｘｙ（Ｃ（ｘ，ｙ））， Ｆ－１（ｚ）≠

０Ｎ， Ｆ－１（ｚ）
烅
烄

烆 ＝

设Ａ和Ｂ 为Ｘ 的模糊子集，模糊函数Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）在

Ａ×Ｂ上作用定义为：对任意ｚ∈Ｘ，

（Ａ　ＦＢ）（ｚ）∶＝Ｆ（Ａ×Ｂ（ｚ）

　＝
∨

（ｘ，ｙ）∈Ｆ－１（ｚ）
ｆｘｙ（Ａ（ｘ），Ｂ（ｙ））， Ｆ－１（ｚ）≠

０， Ｆ－１（ｚ）
烅
烄

烆 ＝

记Ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘＦｙ且ｆｘｙ（ｒ，ｓ）＝ｒｆｘｙｓ，则［ｘ，ｒ］Ｆ［ｙ，ｓ］＝
［ｘＦｙ，ｒｆｘｙｓ］，从而

Ａ×Ｂ＝ ∨
ｘ，ｙ∈Ｘ

（［ｘ，Ａ（ｘ）］）×［ｙ，Ｂ（ｙ）］）

于是

Ａ　ＦＢ ＝ ∨
ｘ，ｙ∈Ｘ

（［ｘ，Ａ（ｘ）］Ｆ［ｙ，Ｂ（ｙ）］）

＝ ∨
ｘ，ｙ∈Ｘ

［ｘＦｙ，Ａ（ｘ）ｆｘｙＢ（ｙ）］

定义６　模糊空间ＸＬ 上的模糊二元运算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）是
从Ｘ×Ｘ到Ｘ 上的一个模糊函数，使得隶属函数ｆｘｙ：Ｌ◇Ｌ→
Ｌ满足：

（１）ｆｘｙ（ｒ，ｓ）＝０当且仅当ｒ＝０或ｓ＝０；
（２）对任意（ｘ，ｙ）∈Ｘ×Ｘ，函数ｆｘｙ都是满射，即对任意

（ｘ，ｙ）∈Ｘ×Ｘ，ｆｘｙ（Ｌ◇Ｌ）＝Ｌ。

如果隶属函数ｆｘｙ是恒同的，即对任意（ｘ，ｙ）∈Ｘ×Ｘ，

ｆｘｙ＝ｆ，则称模糊二元运算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）是一致的。

３　模糊ＢＣＫ－代数及其模糊子代数

现考虑模糊空间ＸＩ，其中Ｉ＝［０，１］关于实数的通常序构

成一个格。对于ＸＩ 的任意模糊元（ｘ，Ｉ）和（ｙ，Ｉ），（ｘ，Ｉ）×
（ｙ，Ｉ）＝（（ｘ，ｙ），Ｉ◇Ｉ）为（Ｘ×Ｘ，Ｉ◇Ｉ）的一个模糊元。ＸＩ 上
的模糊二元运算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）在该模糊元上的作用为：

（ｘ，Ｉ）Ｆ（ｙ，Ｉ）＝∶Ｆ（（ｘ，Ｉ）×（ｙ，Ｉ））

＝Ｆ（（ｘ，ｙ），Ｉ◇Ｉ）

＝（Ｆ（ｘ，ｙ），ｆｘｙ（Ｉ◇Ｉ））

＝（ｘＦｙ，Ｉ）

定义７　称（２，０）型代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））为模糊ＢＣＫ－代
数，其中（０，Ｉ）为模糊空间ＸＩ 的常元，且ＸＩ 上的模糊二元运
算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）满足：对任意（ｘ，Ｉ），（ｙ，Ｉ），（ｚ，Ｉ）∈ＸＩ，有

（１）（（（ｘ，Ｉ）Ｆ（ｙ，Ｉ））Ｆ（（ｘ，Ｉ）Ｆ（ｚ，Ｉ）））Ｆ（（ｚ，１）Ｆ（ｙ，Ｉ））＝
（０，Ｉ）

（２）（（ｘ，Ｉ）Ｆ（（ｘ，Ｉ）Ｆ（ｙ，Ｉ）））Ｆ（ｙ，Ｉ）＝（０，Ｉ）
（３）（ｘ，Ｉ）Ｆ（ｘ，Ｉ）＝（０，Ｉ）
（４）（０，１）Ｆ（ｘ，Ｉ）＝（０，Ｉ）
（５）（ｘ，Ｉ）Ｆ（ｙ，Ｉ）＝（ｙ，Ｉ）Ｆ（ｘ，Ｉ）＝（０，Ｉ）

（ｘ，Ｉ）＝（ｙ，Ｉ）。

若模糊二元运算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）是一致的，则称（ＸＩ，Ｆ，（０，

１））为一致模糊ＢＣＫ－代数。

容易验证下列结论成立。

定理１　对于模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，１）），存在一个普
通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）与模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））同构，其
对应关系为（ｘ，Ｉ）ｘ。

注：在分明情况下，Ｉ便是｛０，１｝，模糊笛卡尔积空间（Ｘ×
Ｘ，Ｉ◇Ｉ）与普通笛卡尔积空间Ｘ×Ｘ是一致的，模糊二元运算

Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）变为普通二元运算Ｆ。

设（ＸＩ，Ｆ，（０，１））为给定的模糊ＢＣＫ－代数，Ｕ＝｛（ｘ，Ｉｘ）｜
ｘ∈Ｕ０｝是模糊空间ＸＩ 的模糊子空间。ＸＩ 上的模糊二元运
算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）对模糊子空间Ｕ 的模糊元作用如下：对任意

ｘ，ｙ∈Ｕ０，有

（ｘ，Ｉｘ）Ｆ（ｙ，Ｉｙ）＝Ｆ（（ｘ，Ｉｘ）×（ｙ，Ｉｙ））

＝（ｘＦｙ，ｆｘｙ（Ｉｘ◇Ｉｙ））

定义８　称有序对（Ｕ，Ｆ）为模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ（０，Ｉ））

的模糊子代数，如果模糊空间 ＸＩ 的非空模糊子空间Ｕ＝
｛（ｘ，Ｉｘ）｜ｘ∈Ｕ０｝在模糊二元运算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）下是封闭的。

注：由定义７知，如果（Ｕ，Ｆ）为模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ（０，

Ｉ））的模糊子代数，则可以说（Ｕ，Ｆ）为普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）

的模糊子代数。

由上述讨论容易得到以下结论。
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定理２　带有模糊二元运算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）的模糊子空间

Ｕ＝｛（ｘ，Ｉｘ）｜ｘ∈Ｕ０｝为模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊

子代数的充分必要条件是：对任意ｘ，ｙ∈Ｕ０，有
（１）ｘＦｙ∈Ｕ０；

（２）ｆｘｙ（Ｉｘ◇Ｉｙ）＝ＩｘＦｙ。

条件（１）意味着Ｆ（Ｕ０×Ｕ０）Ｕ０，即Ｆ在Ｕ０×Ｕ０ 上的

限制也是Ｕ０ 的一个二元运算。因为ｆｘｙ（Ｉｘ◇Ｉｙ）＝ＩｘｆｘｙＩｙ＝

ｆｘｙ（Ｉｘ，Ｉｙ），则定理２可表示为定理３。

定理３　模糊子空间Ｕ＝｛（ｘ，Ｉｘ）｜ｘ∈Ｕ０｝关于模糊二元

运算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）成为模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊子

代数的充分必要条件是：

（１）（Ｕ０，Ｆ）是普通ＢＣＫ－代数的一个普通子代数；

（２）ＩｘｆｘｙＩｙ＝ＩｘＦｙ对所有ｘ，ｙ∈Ｕ０ 都成立。

推论１　设Ｕ 为模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的任一模

糊子代数，则（０，Ｉ０）∈Ｕ。

证明：因为Ｕ 非空，则存在ｘ∈Ｕ０ 使得（ｘ，Ｉｘ）∈Ｕ。从而
（０，Ｉ０）＝（ｘＦｘ，ＩｘＦｘ）＝（ｘ，Ｉｘ）Ｆ（ｘ，Ｉｘ）∈Ｕ。

若记Ｕ′＝｛Ｉｘ｜ｘ∈Ｕ０｝，并称之为隶属函数空间。显然，

定理３（２）定义了隶属函数空间Ｕ′上的一个二元运算：

ＩｘＩｙ＝ＩｘｆｘｙＩｙ。考虑映射：ｘＩｘ，ｘ∈Ｕ０，并称之为模糊子

空间Ｕ＝｛（ｘ，Ｉｘ）：ｘ∈Ｕ０｝的内映射，该映射满足：对任意ｘ，ｙ
∈Ｕ０，都有ｘＦｙＩｘＩｙ，于是可得如下结论。

定理４　如果（Ｕ，Ｆ）为模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的
模糊子代数，则模糊子空间Ｕ 的内映射是ＢＣＫ－代数（Ｕ，Ｆ）

与（Ｕ′，）之间的同态映射。

定理５　设（Ｕ，Ｆ）为模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模

糊子代数。如果Ａ和Ｂ 都是Ｕ 的模糊子集，则Ａ　ＦＢ∈Ｕ。

证明：因Ａ和Ｂ 都是Ｕ 的模糊子集，所以Ａ（ｘ）∈Ｉｘ 且

Ｂ（ｙ）∈Ｉｙ 对任意ｘ，ｙ∈Ｕ０ 成立。于是对任意ｚ∈Ｕ０ 有：

（Ａ　ＦＢ）（ｚ）＝Ｆ（Ａ×Ｂ）（ｚ）

＝ ∨
（ｘ，ｙ）∈Ｆ－１（ｚ）

ｆｘｙ（Ａ（ｘ），Ｂ（ｙ））

＝ ∨
（ｘ，ｙ）∈Ｆ－１（ｚ）

Ａ（ｘ）ｆｘｙＢ（ｙ）

∈ＩｘｆｘｙＩｙ＝Ｉｚ

设Ａ是Ｘ 的模糊子集，Ｈ（Ａ），Ｈ（Ａ）和Ｈ０（Ａ）都是由Ａ
诱导的模糊子空间。对于这些模糊子空间，定理２和定理５
可写成如下定理。

定理６　（Ｈ（Ａ），Ｆ），（Ｈ（Ａ），Ｆ）和（Ｈ０（Ａ），Ｆ）是模糊

ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊子代数的充分必要条件是：

对任意ｘ，ｙ∈Ａ０＝｛ｗ∈Ｘ｜Ａ（ｗ）≠０｝，有
（１）ｘＦｙ∈Ａ０；

（２）ｆｘｙ（Ａ（ｘ），Ａ（ｙ））＝Ａ（ｘＦｙ）。

我们说Ｘ 的模糊子集Ａ 能诱导模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，

（０，Ｉ））的模糊子代数，如果（Ｈ（Ａ），Ｆ），（Ｈ（Ａ），Ｆ）和（Ｈ０
（Ａ），Ｆ）都是模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊子代数。

设（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））为一致模糊ＢＣＫ－代数，即Ｆ＝（Ｆ，ｆ）。

以下考虑隶属函数ｆ是一个ｔ－模函数，揭示模糊子代数与经
典模糊子代数之间的关系。

定理７　（１）设（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））为一致模糊ＢＣＫ－代数，且

隶属函数ｆ为ｔ－模函数。对于Ｘ的任意模糊子集Ａ，若Ａ能
诱导（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊子代数，那么Ａ是（Ｘ，Ｆ）的经典模
糊子代数。

（２）如果（Ｙ，Ｆ）为普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的普通子代数，

则对满足条件Ａ０＝Ｙ 的Ｘ 之任意模糊子集Ａ，存在一个模糊

ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ）），使得Ａ能诱导出（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ））的
模糊子代数。

证明：（１）对任意ｘ，ｙ∈Ｘ，若Ａ（ｘ）＝０或Ａ（ｙ）＝０，则由
定义６知：ｆ（Ａ（ｘ），Ｂ（ｙ））＝０。

若Ａ（ｘ）≠０且Ａ（ｙ）≠０，则ｘ，ｙ∈Ａ０。因为模糊子集Ａ
能诱导出（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊子代数，则ｆ（Ａ（ｘ），Ｂ（ｙ））＝
Ａ（ｘＦｙ）。于是，对任意ｘ，ｙ∈Ｘ，总有ｆ（Ａ（ｘ），Ｂ（ｙ）≤Ａ
（ｘＦｙ）。这表明Ａ是（Ｘ，Ｆ）的经典模糊子代数。

（２）设Ａ为Ｘ 之任意模糊子集，且Ａ０＝Ｙ。令ｆ（ｒ，ｓ）为

一个给定的ｔ－模。现构造（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ））如下：令Ｇ＝（Ｆ，

ｇｘｙ），其中ｇｘｙ（ｒ，ｓ）＝ｘｙ（ｆ（ｒ，ｓ））且ｘｙ的定义如下。

若ｆ（Ａ（ｘ），Ｂ（ｙ））≠０，则对任意λ∈［０，１］，有

ｘｙ（λ）＝

Ａ（ｘＦｙ）
ｆ（Ａ（ｘ），Ａ（ｙ））λ

， λ≤ｆ（Ａ（ｘ），Ａ（ｙ））

１＋ １－Ａ（ｘＦｙ）
１－ｆ（Ａ（ｘ），Ａ（ｙ））

（λ－１），λ＞ｆ（Ａ（ｘ），Ａ（ｙ
烅
烄

烆 ））

若ｆ（Ａ（ｘ），Ｂ（ｙ））＝０，则对任意λ∈［０，１］，ｘｙ（λ）＝λ。

显然，对于任意ｘ，ｙ∈Ｘ，ｇｘｙ（ｒ，ｓ）都是连续满射，并且

ｇｘｙ（ｒ，ｓ）＝０当且仅当ｒ＝０或ｓ＝０，所以Ｇ＝（Ｆ，ｇｘｙ）为ＸＩ
上的一个二元运算。可以验证（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ））为模ＢＣＫ－代
数。因ｆ（ｒ，ｓ）为ｔ－模，所以当Ａ（ｘ）≠０且Ａ（ｙ）≠０，必有

ｆ（Ａ（ｘ），Ｂ（ｙ））≠０。再按ｇｘｙ（ｒ，ｓ）的定义知：

ｇｘｙ（Ａ（ｘ），Ａ（ｙ））＝ｘｙ（ｆ（Ａ（ｘ），Ａ（ｙ）））＝Ａ（ｘＦｙ）

注意到（Ｙ，Ｆ）＝（Ａ０，Ｆ）为普通子代数，利用定理６可

知，Ａ可诱导出（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ））的模糊子代数。

推论２　ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的每个经典模糊子代数Ａ 都

可诱导出关于某些模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ））的模糊子代

数。

例１　设Ｘ＝｛０，ａ，ｂ，ｃ｝，下面给出Ｘ上的二元运算和一

些隶属函数ｆｘｙ，ｘ，ｙ∈Ｘ，即定义模糊空间ＸＩ 上的模糊二元

运算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ），并找出一些模糊子代数。

Ｘ中的二元运算定义如表１所列。

表１

Ｆ　 ０ ａ ｂ　 ｃ
０ ０ ０ ０ ０
ａ　 ａ　 ０　 ０ ａ
ｂ　 ｂ　 ａ　 ０ ｂ
ｃ　 ｃ　 ０　 ０　 ０

容易验证，（Ｘ，Ｆ）为一个ＢＣＫ－代数。对所有ｘ，ｙ∈Ｘ，取

ｆｘｙ（ｒ，ｓ）＝ｒ∧ｓ，从而（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））为模糊ＢＣＫ－代数，并且

Ｘ的模糊子集Ａ 能诱导出模糊子代数的充分必要条件是：对

所有Ａ（ｘ）≠０，Ａ（ｙ）≠０都有Ａ（ｘ）∧Ａ（ｙ）＝Ａ（ｘＦｙ）。这样
的模糊子集仅有如下７种形式。

（１）Ａ＝α０＋
α
ａ ＋

０
ｂ＋

０
ｃ
，α≠０

（２）Ａ＝α０＋
０
ａ＋

α
ｂ ＋

０
ｃ
，α≠０

（３）Ａ＝α０＋
０
ａ＋

０
ｂ＋

α
ｃ
，α≠０

（４）Ａ＝α０＋
α
ａ ＋

α
ｂ ＋

０
ｃ
，α≠０
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（５）Ａ＝α０＋
α
ａ ＋

０
ｂ＋

α
ｃ
，α≠０

（６）Ａ＝α０＋
０
ａ＋

α
ｂ ＋

α
ｃ
，α≠０

（７）Ａ＝α０＋
α
ａ ＋

α
ｂ ＋

α
ｃ
，α≠０

又模糊集Ｂ＝β１０＋
β２
ａ＋

０
ｂ＋

０
ｃ
（β１＞β２）。

关于ｔ－模ｆ（ｒ，ｓ）＝ｒ∧ｓ构成（Ｘ，Ｆ）的一经典模糊子代

数。构造模糊空间ＸＩ 上的一个模糊二元运算Ｇ＝（Ｆ，ｇｘｙ）：

ｇ０ｂ（ｒ，ｓ）＝ｇ０ｃ（ｒ，ｓ）＝ｇｂ０（ｒ，ｓ）＝ｇｃ０（ｒ，ｓ）＝ｇａ０（ｒ，ｓ）＝ｇａｂ
（ｒ，ｓ）＝ｇａｃ（ｒ，ｓ）＝ｇ００（ｒ，ｓ）＝ｇｂａ（ｒ，ｓ）＝ｇｃａ（ｒ，ｓ）＝ｇｂｃ（ｒ，ｓ）＝

ｇｃｂ（ｒ，ｓ）＝ｇｂｂ（ｒ，ｓ）＝ｇｃｃ（ｒ，ｓ）＝ｒ∧ｓ
并且

ｇ０ａ（ｒ，ｓ）＝ｇａａ（ｒ，ｓ）

＝

β１
β２
（ｒ∧ｓ）， ｒ∧ｓ≤β２

（β１－β２）＋（１－β２）（ｒ∧ｓ）
１－β２

，ｒ∧ｓ＞β
烅

烄

烆 ２

可验证，（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ））为模糊ＢＣＫ－代数，且模糊集Ｂ可

诱导出（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ））的模糊子代数。

４　模糊左、右简理想

设Ｕ＝｛（ｘ，Ｉｘ）｜ｘ∈Ｕ０｝是模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））

的模糊子空间，其中ＸＩ＝｛（ｘ，Ｉ）｜ｘ∈Ｘ｝，Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ），Ｕ０
Ｘ。现考虑模糊ＢＣＫ－代数的一些特殊模糊子空间。

定义９　模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊子空间Ｕ
叫做模糊左（右）简理想，如果对任意（ｘ，Ｉ）∈ＸＩ 和（ｙ，Ｉｙ∈
Ｕ），有（Ｘ，Ｉ）Ｆ，（ｙ，Ｉｙ））∈Ｕ（（ｙ，Ｉｙ）Ｆ（ｘ，Ｉ）∈Ｕ）。

定理８　Ｕ 为模糊 ＢＣＫ－代数的（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））模糊左
（右）简理想当且仅当：

（１）（Ｕ０，Ｆ）是普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的普通左（右）简理

想；

（２）对任意ｘ∈Ｘ及ｙ∈Ｕ０，有

ｆｘｙ（Ｉ◇Ｉｙ）＝ＩｘＦｙ（ｆｙｘ（Ｉｙ◇Ｉ）＝ＩｙＦｘ）

证明：仅考虑Ｕ 为模糊左简理想的证明，对于模糊右简

理想的证明是类似的。对任意（ｘ，Ｉ）∈ＸＩ 和（ｙ，Ｉｙ）∈Ｕ，有
（ｘ，Ｉ）Ｆ（ｙ，Ｉｙ）∈Ｕ，这等价于存在（ｚ，Ｉｚ）∈Ｕ 使得（ｘＦｙ，ｆｘｙ
（Ｉ◇Ｉｙ））＝（ｚ，ＩＺ）∈Ｕ，它等价于

（１）ｘＦｙ＝ｚ∈Ｕ０，ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｕ０；

（２）ｆｘｙ（Ｉ◇Ｉｙ）＝ＩＺ＝ＩｘＦｙ。

条件（１）表明（Ｕ０，Ｆ）为普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的普通左

简理想，条件（２）正是定理８（２）。

注：在经典模糊情况下，任意模糊左（右）约简理想都是模

糊子代数。但在现在的情况下，结论不真。

例２　设（Ｘ，Ｆ）是普通ＢＣＫ－代数。在模糊空间ＸＩ 上定

义一个一致模糊二元运算Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ），其中ｆｘｙ＝“· ”为Ｉ

上的普通乘法。考虑模糊子空间Ｕ＝｛（ｘ，［０，１３
］）｜ｘ∈Ｘ｝如

下：由于（Ｘ，Ｆ）是左、右简理想，且对任意ｘ，ｙ∈Ｘ，有

ｆｘｙ（Ｉ◇Ｉｙ）＝ｆｘｙ（Ｉ◇［０，
１
３
］）

＝［０，ｆｘｙ（１，
１
３
）］＝［０，１３

］＝ＩｘＦｙ

ｆｙｘ（Ｉｙ◇Ｉ）＝ｆｙｘ（［０，
１
３
］◇Ｉ）

＝［０，ｆｙｘ（
１
３
，１）］＝［０，１３

］＝ＩｙＦｘ

所以Ｕ 是模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊左、右简理想。

另一方面，对任意（ｘ，［０，１３
］），（ｙ，［０，１３

］）∈Ｕ，有

（ｘ，［０，１３
］）Ｆ（ｙ，［０，１３

］）

　＝（ｘＦｙ，ｆｘｙ（［０，
１
３
］◇［０，１３

］））

　＝（ｘＦｙ，［０，ｆｘｙ（
１
３
，１
３
）］）

　＝（ｘＦｙ，［０，１９
］）Ｕ

故（Ｕ，Ｆ）不是模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊子代数。

注：在例２中，将隶属函数换成ｆｘｙ（ｒ，ｓ）＝ｒ∧ｓ，ｘ，ｙ∈
Ｘ，则模糊ＢＣＫ－代数的模糊左（右）简理想也模糊子代数。

定理９　模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊左（右）简理
想Ｕ为模糊子代数的充分必要条件是：对任意ｘ，ｙ∈Ｕ０，有

ｆｘｙ（Ｉ◇Ｉｙ）＝ｆｘｙ（Ｉｘ◇Ｉｙ）
（ｆｙｘ（Ｉｙ◇Ｉ）＝ｆｘｙ（Ｉｙ◇Ｉｘ））

证明：因对于模糊右简理想与模糊左简理想的情况类似，

故仅考虑模糊左约简理想的情形。假设Ｕ 为模糊ＢＣＫ－代数
（（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ）））的模糊左简理想，并且任意ｘ，ｙ∈Ｕ０，有ｆｘｙ
（Ｉ◇Ｉｙ）＝ｆｘｙ（Ｉｘ◇Ｉｙ）。由定理８可得：

（１）（Ｕ０，Ｆ）是普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的普通左约简理想；
（２）对任意ｘ∈Ｘ及ｙ∈Ｕ０，有ｆｘｙ（Ｉ◇Ｉｙ）＝ＩｘＦｙ。

显然，由（１）可推知（Ｕ０，Ｆ）是普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的普
通子代数。依（２）与假定有ＩｘＦｙ＝ｆｘｙ（Ｉ◇Ｉｙ）＝ｆｘｙ（Ｉｘ◇Ｉｙ）对
任意ｘ，ｙ∈Ｕ０ 都成立。再由定理２知，Ｕ 是的（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））

模糊子代数。

反之，模糊左约简理想Ｕ 也是（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊子代
数，则对任意ｘ，ｙ∈Ｕ０，有ｆｘｙ（Ｉ◇Ｉｙ）＝ＩｘＦｙ＝ｆｘｙ（Ｉｘ◇Ｉｙ）。

设（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））是模糊ＢＣＫ－代数，且Ａ是Ｘ 的模糊子

集，Ｈ（Ａ），Ｈ（Ａ）和Ｈ０（Ａ）都是由Ａ诱导的模糊子空间。对
于这些模糊子空间，定理８和定理９可表示如下。

定理１０　（Ｈ（Ａ），Ｆ），（Ｈ（Ａ），Ｆ）和（Ｈ０（Ａ），Ｆ）是模糊

ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊左（右）简理想的充要条件是：
（１）（Ａ０，Ｆ）是普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的普通左（右）简理

想；

（２）对任意ｘ∈Ｘ及ｙ∈Ａ０，有

ｆｘｙ（１，Ａ（ｙ））＝Ａ（ｘＦｙ）
（ｆｙｘ（Ａ（ｙ），１）＝Ａ（ｙＦｘ））

定理１１　设（Ｈ（Ａ），Ｆ），（Ｈ（Ａ），Ｆ）和（Ｈ０（Ａ），Ｆ）是模

糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊左（右）简理想。那么（Ｈ
（Ａ）、Ｆ），（Ｈ（Ａ），Ｆ）和（Ｈ０（Ａ），Ｆ）为（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊
子代的充要条件是：对任意ｘ，ｙ∈Ａ０，有

ｆｘｙ（１，Ａ（ｙ））＝ｆｘｙ（Ａ（ｘ），Ａ（ｙ））
（ｆｙｘ（Ａ（ｙ），１）＝ｆｙｘ（Ａ（ｙ），Ａ（ｘ）））

下面讨论模糊左（右）约简理想与经典模糊左（右）简理想

的关系。为此，考虑一致模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ）），这里

Ｆ＝（Ｆ，ｆ）满足（Ｘ，Ｆ）为ＢＣＫ－代数，ｆ＝∧为从向量格Ｊ＝Ｉ◇
Ｉ到Ｉ上的取小函数。
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定理１２　对于Ｘ的任一模糊子集Ａ，如果能诱导一致模
糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊左（右）简理想 （Ｈ（Ａ），Ｆ）

（（Ｈ（Ａ），Ｆ）或（Ｈ０（Ａ），Ｆ）），则Ａ 是普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）

的一个经典模糊左（右）简理想。

证明：假设Ａ是Ｘ 的模糊子集，使得（Ｈ（Ａ），Ｆ）为由Ａ
诱导的（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊左简理想，其中Ｆ＝（Ｆ，∧）。由
定理１０（２）知，对任意ｘ∈Ｘ及ｙ∈Ａ０，有Ａ（ｘＦｙ）＝ｆｘｙ（１，Ａ
（ｙ））＝１∧Ａ（ｙ）＝Ａ（ｙ）。

又对所有ｙ∈Ｘ－Ａ０，Ａ（ｙ）＝０，故Ａ（ｘＦｙ）≥Ａ（ｙ）对所
有ｘ，ｙ∈Ｘ都成立。这表明Ａ是ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的一个经
典模糊左简理想。

注：定理１２之逆在一般情况下不真，即存在ＢＣＫ－代数
（Ｘ，Ｆ）的一个经典模糊左（右）简理想，使得由Ａ诱导的模糊
子空间（Ｈ（Ａ），Ｆ）不是一致模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的
模糊左（右）简理想。下例说明了这一点。

例３　设Ｘ＝｛０，ａ，ｂ｝，Ｘ上的二元运算Ｆ 由表２给出。

表２

Ｆ　 ０ ａ ｂ
０ ０ ０ ０
ａ ａ ０ ０
ｂ　 ｂ　 ｂ　 ０

则（Ｘ，Ｆ）为ＢＣＫ－代数。考虑一致模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，

Ｉ）），其中，Ｆ＝（Ｆ，ｆｘｙ）满足条件ｆｘｙ（ｒ，ｓ）＝ｒ∧ｓ。现考虑Ｘ

的一个模糊子集Ａ，定义如下：Ａ（０）＝１３
，Ａ（ａ）＝１５

，Ａ（ｂ）＝

０。容易验证，Ａ为（Ｘ，Ｆ）的一个经典模糊右简理想，并且Ａ
的支集Ａ０＝｛０，ａ｝是（Ｘ，Ｆ）的一个右简理想。由模糊子集Ａ

诱导的一个模糊子空间为Ｈ （Ａ）＝｛（０，［０，１３
］，（ａ，［０，

１
５
］）｝，其不是模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊右简理

想。这是因为ｆａｂ（Ａ（ａ），１）＝ｆａｂ（１５
，１）＝ １５≠Ａ

（０）＝Ａ

（ａＦｂ）。

定理１３　设（Ｙ，Ｆ）是ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的普通左（右）简
理想，则对于Ｘ的任一支集为Ｙ 的模糊子集Ａ，都存在一个
模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ）），使得由Ａ诱导的模糊子空间

Ｈ（Ａ）是模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊左（右）简理想。

证明：假设（Ｙ，Ｆ）是ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的普通左简理想，Ａ
是Ｘ的模糊子集且Ａ０＝Ｙ，则（Ａ０，Ｆ）是ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的
普通左简理想。现定义模糊空间ＸＩ 上的模糊二元运算Ｇ＝
（Ｇ，ｇｘｙ）如下：取Ｇ＝Ｆ且ｇｘｙ（ｒ，ｓ）＝ｘｙ（ｒ∧ｓ），其中ｘｙ满
足：若ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ａ０，则

ｘｙ（λ）＝

Ａ（ｘＦｙ）
Ａ（ｙ）λ

， λ＜Ａ（ｙ）

Ａ（ｘＦｙ）＋１－Ａ
（ｘＦｙ）

１－Ａ（ｙ）
（λ－Ａ（ｙ）），λ≥Ａ（ｙ

烅
烄

烆 ）

若ｘ∈Ｘ，ｙＡ０，则ｘｙ（λ）＝λ。

显然，ｘｙ（ｘ，ｙ∈Ｘ）是Ｊ上的连续函数，且ｇｘｙ（ｒ，ｓ）＝０
当且仅当ｒ＝０或者ｓ＝０。容易证明，（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ））是一个
模糊ＢＣＫ－代数。如果Ｈ（Ａ）是由Ａ 诱导的模糊ＢＣＫ－代数
（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））之模糊子空间，则对任意ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ａ０，有

ｇｘｙ（１，Ａ（ｙ））＝ｘｙ（Ａ（ｙ））＝Ａ（ｘＦｙ）

这表明（Ｈ（Ａ），Ｇ）是（ＸＩ，Ｆ，（０，Ｉ））的模糊左简理想。

推论３　ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的每个经典模糊左（右）简理想

Ａ都可诱导出关于某些模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｇ，（０，Ｉ））的模糊
左（右）简理想。

５　模糊同态

定义１０　假设（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））和（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，Ｉ））是两个

模糊ＢＣＫ－代数。从模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））到模糊

ＢＣＫ－代数（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，Ｉ））的模糊同态是一个在上隶属函数的
模糊函数：

Φ＝（Φ，φｘ）：（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））→（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，Ｉ））

使得

Φ（（ｘ１，Ｉ）Ｆ（ｘ２，Ｉ））＝Φ（（ｘ１，Ｉ）Ｇ　Φ（ｘ２，Ｉ）

从上述关系有

Φ（（ｘ１，Ｆｘ２，Ｉ）＝（Φ（ｘ１，Ｉ）Ｇ（Φ（ｘ２），Ｉ）
（Φ（ｘ１，Ｆｘ２），Ｉ）＝（Φ（ｘ１）ＧΦ（ｘ２），Ｉ）

因此Φ（ｘ１，Ｆｘ２）＝Φ（ｘ１）ＧΦ（ｘ２）。于是有如下定理。

定理１４　模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））和（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，

Ｉ））是同态的当且仅当普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）和（Ｙ，Ｇ）是同态

ＢＣＫ－代数。

注：用上述方法可以给出单态射、满态射、同构、自同态和

自同构的定义。称两个模糊ＢＣＫ－代数是模糊同构的，如果在

它们之间存在一个模糊同构映射。

定义１１　设Ｕ＝｛（ｘ，Δｘ）｜ｘ∈Ｕ０｝和Ｖ＝｛（ｙ，δｙ）｜ｙ∈
Ｖ０｝分别为模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））和（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，Ｉ））

的模糊子空间。模糊函数Φ＝（Φ，φｘ）：Ｘ→Ｙ 称做从模糊子代
数（Ｕ，Ｆ）到模糊子代数（Ｖ，Ｇ）的一个同态映射，如果对任意

ｘ１，ｘ２∈Ｕ０，有

Φ（（ｘ１，Δｘ１）Ｆ（ｘ２，Δｘ２））＝Φ（ｘ１，Δｘ１）ＧΦ（ｘ２，Δｘ２）

上面最后一个等式可以写成

Φ（ｘ１Ｆｘ２，ｆｘ１ｘ２（Δｘ１，Δｘ２））

　＝（Φ（ｘ１Ｆｘ２），φｘ１Ｆｘ２（ｆｘ１ｘ２（Δｘ１，Δｘ２）））

　＝（Φ（ｘ１），φｘ１（Δｘ１））Ｇ（Φ（ｘ２），φｘ２（Δｘ２））

　＝（（Φ（ｘ１）ＧΦ（ｘ２），ｇΦ（ｘ１）Φ（ｘ２）（φｘ１（Δｘ１），φｘ２（Δｘ２）））

因此，对任意ｘ１，ｘ２∈Ｕ０ 有Φ（ｘ１Ｆｘ２）＝Φ（ｘ１）ＧΦ（ｘ２），并且

φｘ１Ｆｘ２（ｆｘ１ｘ２（Δｘ１，Δｘ２））＝ｇΦ（ｘ１）Φ（ｘ２）（φｘ１（Δｘ１），φｘ２（Δｘ２）），从

而可得如下定理。

定理１５　模糊函数Φ＝（Φ，φｘ）：Ｘ→Ｙ 是模糊ＢＣＫ－代数
（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））的模糊子代数（Ｕ，Ｆ）到模糊ＢＣＫ－代数（ＹＩ，

Ｇ，（０Ｙ，Ｉ））的模糊子代数（Ｖ，Ｇ）间的一个同态映射的充要条
件是：

（１）Φ：Ｕ０→Ｖ０ 是普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的子代数（Ｕ０，Ｆ）

到普通ＢＣＫ－代数（Ｙ，Ｇ）的子代数（Ｖ０，Ｇ）间的一个同态映射；
（２）对 任 意 ｘ１，ｘ２ ∈Ｕ０，φｘ１Ｆｘ２ （ｆｘ１ｘ２ （Δｘ１，Δｘ２））＝

ｇΦ（ｘ１）Φ（ｘ２）（φｘ１（Δｘ１），φｘ２（Δｘ２））。

定理１６　设Φ＝（Φ，φｘ）：（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））→（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，

Ｉ））为模糊同态映射，并且（Ｕ，Ｆ）是模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，
（０Ｘ，Ｉ））的模糊子代数。如果对所有Φ（ｘ）＝Φ（ｘ′）有φｘ（Δｘ）＝

φｘ′（Δｘ′），则有序对（Φ（Ｕ）＝｛（Φ（ｘ），φｘ（Δｘ））｜ｘ∈Ｕ０｝，Ｇ）是
模糊ＢＣＫ－代数（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，Ｉ））的模糊子代数。

证明：对任意（ｗ，δｗ），（ｚ，δｚ）∈｛（Φ（ｘ），φｘ（Δｘ））｜ｘ∈
Ｕ０｝，存在ｘ，ｙ∈Ｕ０ 使得（Φ（ｘ），φｘ（Δｘ））＝（ｗ，δｗ），（Φ（ｙ），

φｙ（Δｙ））＝（ｚ，δｚ），即 Φ（ｘ）＝ｗ，φｘ（Δｘ）＝δｗ，Φ（ｙ）＝ｚ且

·４５·



φｙ（Δｙ）＝δｚ。注意到条件：对所有Φ（ｘ）＝Φ（ｘ′）有φｘ（Δｘ）＝

φｘ′（Δｘ′），上述适合条件ｘ与ｙ在Ｕ０ 可以任意选取。依定理

１５（１）有：

ｗＧｚ＝Φ（ｘ）ＧΦ（ｙ）＝Φ（ｘＦｙ）

因（Ｕ，Ｆ）是模糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））的模糊子代
数，且ｘ，ｙ∈Ｕ０，按定理２（１）有ｘＦｙ∈Ｕ０，故 Φ（ｘＦｙ）∈｛Φ
（ｕ）｜ｕ∈Ｕ０｝。据定理１５，对这样的ｘ，ｙ∈Ｕ０，有：

ｇｗｚ（δｗ，δｚ）＝ｇΦ（ｘ）Φ（ｙ）（φｘ（Δｘ），φｙ（Δｙ））

＝φｘＦｙ（ｆｘｙ（Δｘ，Δｙ））

由（Ｕ，Ｆ）为模糊子代数，据定理２（２）知，ｆｘｙ（Δｘ，Δｙ）＝

ΔｘＦｙ，所以ｇｗｚ（δｗ，δｚ）＝φｘＦｙ（ΔｘＦｙ）＝δｗＧｚ。

综上所述并结合定理２可知，结论成立。

定义１２　设 Ｘ 的模糊子集Ａ 能诱导模糊 ＢＣＫ－代数
（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））的模糊子代数，Ｙ 的模糊子集Ｂ 能诱导模糊

ＢＣＫ－代数（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，Ｉ））的模糊子代数。称模糊函数：Φ＝
（Φ，φｘ）：Ｘ→Ｙ 是从模糊子集Ａ 到模糊子集Ｂ 的一个同态映
射，Φ如果是从（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））的模糊子代数（Ｈ０（Ａ），Ｆ）到
（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，Ｉ））的模糊子代数（Ｈ０（Ｂ），Ｇ）的一个模糊同态映
射。

注：容易验证，如果Φ是从模糊子数（Ｈ０（Ａ），Ｆ）到模糊子
代数（Ｈ０（Ｂ），Ｇ）的一个模糊同态映射，则模糊同态映射Φ使得

（Ｈ（Ａ），Ｆ）同态于（Ｈ（Ｂ），Ｇ）、（Ｈ（Ａ），Ｆ）同态于（Ｈ（Ｂ），Ｇ）。

利用定义１２、定理１５和定理１６，可得如下形式。

定理１７　设 Ｘ 的模糊子集Ａ 能诱导模糊 ＢＣＫ－代数
（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））的模糊子代数，Ｙ 的模糊子集Ｂ 能诱导模糊

ＢＣＫ－代数（ＹＩ，Ｆ，（０Ｙ，Ｉ））的模糊子代数。模糊函数Φ＝（Φ，

φｘ）：Ｘ→Ｙ 是从模糊子集Ａ 到模糊子集Ｂ 的一个同态映射的
充分必要条件是：

（１）Φ：Ａ０→Ｂ０ 是普通ＢＣＫ－代数（Ｘ，Ｆ）的子代数（Ａ０，Ｆ）

到普通ＢＣＫ－代数（Ｙ，Ｇ）的子代数（Ｂ０，Ｇ）间的一个同态映射；
（２）对任意ｘ１，ｘ２∈Ａ０，有：

φｘ１Ｆｘ２（ｆｘ１ｘ２（Ａ（ｘ１），Ａ（ｘ２）））＝ｇΦ（ｘ１）Φ（ｘ２）（Ｂ（Φ（ｘ１）），

Ｂ（Φ（ｘ２））））

定理１８　设 Φ＝（Φ，φｘ）：（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））→（ＹＩ，Ｇ，（０Ｙ，

Ｉ））为模糊同态映射，并且（Ｘ，Ｆ）的模糊子集Ａ 能诱导出模
糊ＢＣＫ－代数（ＸＩ，Ｆ，（０Ｘ，Ｉ））的模糊子代数。如果对所有

Φ（ｘ）＝Φ（ｘ′）有φｘ（Ａ（ｘ））＝φｘ′（Ａ（ｘ′）），则（Ｙ，Ｇ）的模糊子
集Φ（Ａ）能诱导模糊ＢＣＫ－代数的模糊子代数。

类似地，可以讨论模糊左右简理想间的模糊同态问题。
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