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基于非负张量分解的人脸识别算法研究 
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(重庆大学数学与统计学院 重庆 401331) 

摘 要 人脸识别是生物特征识别中一个活跃的研究领域。非负张量分解作为非负矩阵分解的多线性推广，已被成 

功应用到人脸识别等领域。提出了基于非负张量分解的人脸识别算法。该方法无需将人脸矩阵向量化，从而保持了 

人脸矩阵的内部结构，即人脸 图像的整体结构，使人脸特征提取更精确。实验结果表 明，与经典的人脸识别算法如 

PCA和NMF相比，该算法提供了一种更好的脸部表示模式，提高了人脸识别的正确率。 
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Research of Face Recognition Algorithm Based on Nonnegative Tensor Factorization 

LIANG Qiu-xia HE Guang-hui CHEN Ru-li CHU Jian-pu 

(College of Mathematics and Statistics，Chongqing University，Chongqing 401331，China) 

Abstract Face recognition is an active research area of biometric identification．Nonnegative tensor factorization is the 

multiple linear extension of nonnegative matrix factorization，which has been successfully applied to face recognition and 

other fields．A face recognition algorithm based on nonnegative tensor factorization was proposed．This method need not 

transform a face matrix into a vector，thereby maintaining the interna1 structure of the human face matrix，thus maintai— 

ning the overall structure of the facial images and making the extraction of facial feature more accurate．The experimen- 

tal results show that，compared with the classical face recognition algorithms such as PCA and NMF，the face recogni— 

tion algorithm based on nonnegative matrix factorization provides better representation of face patterns and improves 

the accurate rate of face recognition． 
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1 引言 

近几十年来，人脸识别在生物特征识别研究领域取得了 

显著成果，大量人脸识别算法[】 被提出。目前最广泛使用的 

人脸识别方法是降维识别，就是先把高维人脸图像进行特征 

提取降至低维空间，在低维空间中进行人脸识别。常用的代 

表性的线性降维方法有主成分分析(PCA)、独立成分分析 

(ICA)、线性判别分析(LDA)等，这些方法都是根据特定的目 

标函数，通过线性映射到将高维人脸图像映射低维特征脸空 

间进行人脸识别。然而，人脸图像是一种高度非线性的数据， 

光照、表情、年龄等都会影响人脸结构。因此许多非线性降维 

算法被引入到人脸识别中，如等距映射(ISOMAP)、局部保持 

投影(LPP)、基于核方法的 PCA等。该类算法在一定程度上 

获取人脸的非线性特征，进一步提高人脸识别率。自从 Lee 

等人l_5 ]在《Nature))杂志上发表了非负矩阵分解(NMF)算法 

之后，NMFE ]就成了一种流行的处理非负数据的方法。由于 

人脸图像元素的非负性，NMF算法也可以应用到人脸识别领 

域。与经典的人脸识别算法相比，NMF避免了负元素的出 

现，从而能在一定程度上提高人脸识别率。 

无论是线性或非线性方法，还是 NMF算法，这些典型的 

人脸识别算法都会将二维的人脸图像数据降成一维向量进行 

处理，从而破坏了人脸图像原有的几何结构，且进行数据降维 

与特征提取时，信息在此过程中可能会丢失，也可能导致维数 

灾难和小样例情形的发生_8]。而张量表示在一定程度上可以 

避免上述缺点。张量是矩阵的推广，在信号处理、数据挖掘和 

模式识别等诸多领域中通常需要处理大量的多线性数据即张 

量数据。例如一幅灰度人脸图像可表示为二阶张量，灰度人 

脸图像集可表示为三阶张量。近年来，基于张量的数据处理 

方法已成为信息科学研究的一个热点。基于张量的两种分解 

模型——Tucker分解和 Parafac／Candecomp分解，研究人员 

提出了很多非负张量分解算法(NTF)。Welling 等人Ig 提出 

了正张量分解的不动点算法；Kim等人_10_提出了非负 Tucker 

张量分解乘性迭代算法。Tamir等人l_1I_从梯度角度提出了 

乘性迭代算法。刘亚男等人Il2_提出了基于反馈稀疏约束的 

非负张量分解算法。本文运用 NTF提出了基于非负张量分 

解的人脸识别算法，将 NTF算法应用于人脸图像，保持人脸 

图像的内部空间结构 ，即保留了脸部局部模式，从而提高人脸 

识别正确率 。 
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2 NMF算法 

NMF作为一种线性的非负数据分解技术首次被 Lee和 

Seung提出，随后他们对NMF算法的公式推导进行了详细阐 

述 。给定非负 nXm矩阵 和秩 r，NMF就是找到一个非 

负 nXr矩阵 w 和 rXm矩阵 H，使得 WH 的乘积近似于 ， 

即 ： 

V≈wH (1) 

其中，选择 r为一个远远小于 和 的数，这样矩阵 W 与矩 

阵H加起来的元素个数要比原始矩阵 少得多 

用向量形式重写式(1)，设矩阵 V的第 i列为 ，矩阵 H 

的第 i列为h ，则式 (1)可以写为： 

--~．Wkf (2) 

为了求逼近因子 W 和 H，可选择欧氏距离作为目标误差 

函数 ，公式为： 

E(W，H)：『『 —WH II。一∑[ 一(wH) ]。 (3) 

NMF算法的目标就是求使式 (3)误差最小的非负矩阵 

V 和 H 。 

文献[6]中用乘性迭代算法给出了目标函数的迭代公式： 

fW0=W0· 

lHo=Ho· 
根据式(2)可知，将矩阵w 的每一列wI看作人脸图像 

的基模块，则h 为对应每一个模块的权重系数，这样将每一个 

人脸图像基模块 w 乘以权重系数 ，会构成一个人脸图像 。 

所以与PCA中的特征脸相似，矩阵W 的每一列 wi也为非负 

矩阵分解的特征脸。 

Lee等人在文献E5]中对 NIVIF的特征脸进行过说明： 

NIVW 的特征脸描述的是人脸的模块图像 ，而 PCA的特征脸 

描述的是整幅人脸图像。这是因为在 NMF的过程中，系数 

矩阵h 为非负，不存在减去特征脸。另外文献E5]还指出： 

NIVW算法比PCA算法稀疏，即NMF算法是一种稀疏算法。 

PCA算法和NMF算法都是将每幅人脸图像表示成向量 

形式。这种处理方法会破坏人脸图像的空间内部结构，导致 

信息如局部图像结构(即空间冗余)的丢失[“]，也可能导致维 

数灾难。而且NMF算法的分解是不唯一的，文献[14]给出 

了保证 NMF算法分解唯一的一些法则，当然这些法则不包 

括分解因子中产生“鬼影”的不变部分，并且不能破坏基向量 

的稀疏性。下文引人的 NTF算法在一定程度上可以避免上 

述缺点。 

3 N1]P 

3．1 张量代数基本运算 

张 量 是 向 量 和 矩 阵 的 高 阶 推 广，N 阶 张 量 A ∈ 

R 1 z ” IN可以由N 个指标来表示，其中( ，iz，⋯，iN)元素 

为A(f1． ⋯， )。假设张量 A，BER l则2 。。 IN。 

N  

定义1 张量A的 模式矩阵化为矩阵A( )ERI．xj里 ， 
N ～ 1 

其中(Ac )) 一A 。⋯fN， 1+ 
； ≠ 

(ik—1) 
：  

m 。 

定义 2 张量 A 的 PAREFAC或 Kruska1分解为 A— 

⋯  
M

，其中U ERI" ，“ ”表示外积。 

定义 3 A B表示A 与B 的 Kronecker积，即 A的每 

个元素乘以B；A0B表示A 与B的Khatri-Bao积，即A与B 

对应的列的Kronecker积。 

3．2 NTF算法 

NTF算法作为 NMF算法的推广，首次被 Welling等 

人 提出，他们也给出了启发式的乘性更新算法(Multiplica— 

tive update rules)。人脸图像可以看作二阶张量，人脸图像集 

可看作三阶张量。 

对于给定 d Xd Xd。的张量A，其中dlXd2是像素， 

是图像数量，张量 A的元素为A ，，，其中 r一1，2，⋯，dl；s一 

1，2，⋯，d2；t一1，2，⋯，d3。采用张量的 Kruska1分解 (定义 
6 k 

2)将张量 A分解为A一∑“ 训 ，即 A ， 一 ∑ 

~,um wm．。其中U一[“ ，⋯， ]是d Xk的矩阵， =[ ，⋯， 

]是d。Xk的矩阵，w：[ ，⋯， ]是ds Xk的矩阵。 

此时根据定义3，若令(U0 ) =[X “， ]，则 X 

就是 c(At)，即 vec(At)是基 J=vec(u／vj)与系数 

的线性组合。 

类似于 NMF，为求逼近因子 和 H，在欧氏距离下的误 

差目标函数为 ： 

E一百1 I}A一妻 (5) 

非负张量分解就是求使得式(5)误差最小的非负张量U， 

V，W ，即 ： 

min÷ llA一∑ o 侧 
∥， ，t 一 (6) 

S．t． ， ，W ≥ O 

式(6)中由于 d<A，A)一2d(A，dA>，因此有： 
1 

÷d<A一∑ W ，A一∑∥ > 
m l m = l 

一<A--∑ w ，d[A一 口 叫 ]>(7) 

关于 求微分，并且记： A一∑ W ]一一 

( ) 叫j，，一寺II A一∑． o w 。则 

k 

df(u~)一<∑ 叫 ，d( ) 叫j>一 

(A，d(ui) Wj) (8) 

关于 的第i阶求微分 ，则： 

d厂(u1)一(∑ 叫 ，ei Wj>一 

<A，ei ~wJ> (9) 

其中，ei是 d Xd 的单位矩阵。 

于是有： 

薯一壹 ( m， >(叫m，叫 >一∑A沁 (1o) 
m 1 s·t 

应用梯度下降公式并且令参数 ： 

． 。j 

( )= ——— —一  (11) 

∑ < ，t，>( ， > 
m = 1 

则可得 NTF的更新规则： 

∑A ． 
掘 _r—— ———————一 

∑ ( ， >( ， > 
m = 1 

(12) 
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7-}∑A “{ 

一  _—— ————————一 

∑℃ < ， )( 。 > 
啪 一 l 

∑A ．，“； 
r· 

(13) 

(14) 

将上面的更新规则转换成矩阵形式得到算法 1，此算法 

的推导应用了梯度下降公式 。 

算法 1 NTF算法 

输入：张量 A，分解因子数 k，相对误差 E 

输出：满足使得 

l_A一∑u ⑧vmow ll 2-<￡的 

U．V，w，且非负 

过程：(I)随机初始化非负矩阵U，V，W； 

(II)固定 V，w．更新 U， 

U=U ，其中X=W~V； 

固定 U，w，更新 V， 

V=V ，其中 Y=WGU； 

固定 U，V，更新 w． 

w—w 淇 中z—V~W； 

循环(II)直至相对误差小于E。 

4 实验 

本文用 MATLAB分别对 ORI 和 CBCL人脸库进行实 

验 ，其中ORI 人脸库是由 4O个人 400幅 l12×92的人脸 图 

像组成，CBCI 人脸库由 2429幅 19 X 19的人脸 图像组成。 

NMF是将每幅图像 向量化后构成的 10304×400和 361 N 

2429的矩阵再分解，而非负张量分解是直接对 112×92×400 

和 19×19×2429的张量进行分解。本文实验条件为 PC机， 

CPU 2．0GHz，Windows8，Matlab7．0。实验的训练样本和待 

测样本是随机选取的，图 1给}tj了使用 ORI 人脸库时 NTF 

算法在不同情况下的运行时间。从图 1可以看出，随着实验 

条件的复杂化(迭代次数、训练样本数或特征维数的增加)，本 

文提出的基于 NTF的人脸识别方法的运行时间趋于稳定增 

长且增幅不大，说明此算法有较强的可伸缩性。 

图 1 NTF算法在不同情况下的运行时间 

实验时使用 NMF和 NTF两种算法对 CBCI 人脸库进 

行分解和特征提取。图 2是由 NMF算法产生的特征脸，可 

以清楚地看到特征脸上的“鬼影”结构和图像局部分解的复杂 

性。NTF算法产生的分解因子不仅是稀疏的，还是可分离 

的，即秩为一1的矩阵，这些因子表示成人脸结构特征时更清 

晰，即人脸的局部特征更尖锐，如图 3所示。如果将 NTF产 
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生的因子在相同位置的部分求和，闲子的和代表更高秩的部 

分分解 ．这样更有利于观察特征脸的结构，其中相同部位因子 

的和表示人脸结构的一部分。如眼睛、鼻子、嘴巴等，图 4所示 

的这些因子的和所代表的局部特征更能清楚地观察出来。 

图2 NMF特征脸(CtK'I 人脸库) 

图 3 NTF特征脸((、B IJ人脸库) 

图4 相同部位因子相加后的 NTF特征脸(CtK'I 人脸库) 

实验中又计算了 NTF算法产生的 5O个因子，并且利用 

它们进行人脸图像重构．得到的结果如图 5所示。由于 NMF 

算法的因子是一个满秩的矩阵。因此对于相同的图像 (CBCI 

人脸库中 l9×19的图像)，由 NMF算法得到的一个因子对 

应由 NTF算法得到的 19个因子。为了比较重构图像的保真 

度即复原效果 。实验计算由 NMF算法产生的 3个因子，并利 

用它们进行重构，得到的图像如图 6所示。显然图 6的复原 

效果没有图 5的效果好．这说明相同的条件下 NTF算法的效 

率更高。 

图5 NTF算法下的重构图像(CI~'I 人脸库) 

麓 辫 罐 

网 6 NMF算法下的重构图像(CLK'I 人脸库) 

5 实验结果分析 

利用 PCA、NMF算法和算法 l(NTF)在 ORI 人脸库和 

CtR2L人脸库上验证 NTF算法的有效性。为了控制实验条 

件，所有的图像都通过人T裁剪成相同的尺寸。实验分别在 

不同的迭代次数、不同的训练样本数、不同的维度下对样本的 

识别率进行 比较，结果如图 7一图 9所示。实验在不同的迭 

代次数下取 一50。 

由图 7可知。在不同的人脸库下对比相同的识别率，NTF 

算法所需要的迭代次数相对较少。且在相同的迭代次数下， 

NTF算法的识别率较高，这与在相同条件下 NTF算法的效 

率更高相对应。图 8显示了随着训练样本数的增加．各个算 

法的识别率都呈现升高的趋势，但 NTF算法的增长趋势更加 

明显。图9也说明在不同的特征维数下 NTF算法的效果最 

好。 
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图 7 

Tralning sample number 

图8 训练样本数变化时的识别率(ORL人脸库) 

Dimensionality 

图9 维度变化时的识别率(ORL人脸库) 

图1O展示的是 NTF在不同的分类器(欧氏距离和余弦 

距离)下的识别结果，利用余弦距离分类时NTF的识别率相 

对较好，这是因为相比欧氏距离，余弦距离更加注重向量在方 

向上的差异，它的相似度度量不会受指标刻度的影响。 

Dimensionality 

图 10 NTF算法在不同分类器下的识别率(ORL人脸库) 

由于本实验的训练样本和待测样本都是随机选取的，因 

此实验时可能会出现个别识别率不稳定的情况，如图 7一图 

10中识别率偶尔会有下降，但本文算法识别率的整体趋势还 

是稳步上升且高于经典人脸识别算法。图 11显示了4种人 

脸识别方法 、NMF、I№ (线性非负矩阵分解)、NTF的 

等错误率 的比较，其中等错误率是基于特征维数绘制的。 

图ll表明使用NTF进行人脸识别时算法整体效能最高。 

图 ll 不同特征维数下各算法的等错误率(ORL人脸库) 

结束语 本文提出了一种基于非负张量分解的人脸识别 

方法 ，此方法能保持人脸图像的空间内部结构，保存人脸局部 

信息，更有利于图像的复原。实验也从不同的迭代次数、训练 

样本数和特征维数等方面表明NTF算法的效率比NMF或 

PCA算法更高，能较好地表示人脸脸部局部模式，具有较高 

的识别率。并且不同的分类器对此算法的影响也不同。该方 

法在一定程度上提高了人脸识别率，然而，由于时间限制 ，该 

方法的研究还有许多不足和需要改进之处，如在人脸识别中 

多个人脸图像构成张量时，没有考虑图像本身可能存在的稀 

疏特性。而在图像处理中，很多图像都具有稀疏性，或者它们 

在适当的线性变换(如傅里叶变换、小波变换)下是稀疏的。 

用稀疏逼近代替原始图像可以降低图像处理成本，提高图像 

识别效率。因此将图像稀疏性作为一个约束项添加到非负张 

量分解的目标函数(见式(5))中是合理的。因而研究基于系 

数约束的非负张量分解人脸识别算法将是下一步研究的工 

作；并且该算法的时间复杂度在实验条件复杂化时有所提高， 

如何降低时间复杂度也需要我们进一步研究。 
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