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基于二维凸壳的平面点集 Delaunay三角网算法 

毕硕本 陈东祺 颜 坚 郭 忆 

(南京信息工程大学遥感学院 南京21OO44) (南京信息工程大学计算机与软件学院 南京21OO44) 

摘 要 提 出了一种基于并行二维凸壳算法的平面点集的 Delaunay三 角网生成算法。该算法基于颜坚等在文献 

[2o3中提出的并行二维凸壳算法，在构建凸壳时记录被替换的边和被删除的点，形成一个初始三角网；再在初始三角 

网的各个三角形内部，采用逐点插入法构建局部的Delaunay三角网；最后，对各个局部 Delaunay三角网的边界边进行 

局部优化，得到原点集的 Delaunay三角网。文中给出了算法的正确性说明，实验结果也表明该算法稳定高效。 
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Abstract This paper proposed a planar Delaunay triangulation algorithm based on parallel 2D convex hull algorithm． 

The proposed algorithm is based on the parallel 2D convex hull algorithm proposed in literature[2o3 by Jian Yan，etc． 

It constructs an initial triangulation by recording the grown edges and the removed points during the convex hull buil- 

ding，then constructs partial Delaunay triangulation through point by point method inside each triangle of the initial tri— 

angulation，finally locally optimizes the boundary edges of the local Delaunay triangulations to get the Delaunay triangu— 

lation of the whole origin set．The correctness of the algorithm was discussed．And the experiment results shoW that the 

algorithm is efficient and stable． 
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1 引言 

凸壳和Delaunay三角网都是计算几何领域的基本几何 

结构。点集的 Delaunay三角网的边界就是该点集的凸壳。 

Delaunay三角网生成算法可以分为间接和直接两种。第 
一 类间接算法先生成 Delaunay三角网的等价 Voronoi图，再 

连接图中共边的顶点形成 Delaunay三角网；第二类间接算法 

则生成更高维的凸壳，再通过投影转换为 Delaunay三角网。 

直接算法没有生成 Voronoi图或凸壳的中间过程，而是直接 

生成点集的 Delaunay三角网。直接算法又可以分为静态生 

成算法和实时生成算法 ，静态生成算法又包括生长法、分治法 

等，实时生成算法允许向现有的 Delaunay三角网中实时地增 

加或删除点 ，逐点插入法是生成 Delaunay三角网的主要实时 

算法。 

Delaunay三角网生长法的核心思想是在点集中任取一 

点，找到与它最近的一点连接成一条线段 ，然后找到离这条线 

段最近的点连成三角形 ，从这个三角形的 3条边出发，各 自寻 

找离它们最近的点连成三角形，依次扩展，直到所有的离散点 

都构造完为止。三角网生长法的各种实现算法多在搜寻第三 

点的策略上做文章，比较有代表性 的有 Brassel和 Reif[ ， 

McCullagh和 Ross[ 等。吴佳奇等I3]提出了一种基于生长法 

的“弧带搜索排除”方法，通过一系列的圆弧将离散点区域划 

分成几个弧带，构网时只在当前弧带内搜索第三点。 

分治算法思想由 Shamos和 Hoey于 1975年提出[43。分 

治算 法最初 是被 Lewis和 Robinson加 以改进并 引入 到 

Delaunay三角网构网中的[5]。而后 Lee和 Schachter改进和 

完善了分治算法，在此基础上提出了分割一归并算法[6]，其核 

心思想是把离散点集划分成两个相互独立的子集，然后每一 

个子集分别生成各 自的 Delaunay三角网，最后将两者合并为 

一 个完整的 Delaunay三角网。谢增广[7]对分治算法 的退化 

情况做了特殊处理。李小丽等[8]对点集进行格网划分，构建 

块内子网，再对块进行合并 ，实现了 Delaunay三角网的分割 

归并算法。刘永和等[。 引入通用算子的概念，简化了分治算 

法的子网合并过程。 

逐点插入算法于 1977年 由 Lawson提出[1 ，随后 Lee、 

Bowyer等[11]众多学者对其进行了改进，其核心思想是先生 

成一个足以把所有点包围进来的超三角形，随后逐个地将点 

插入到这个大的超三角形中。在插入的过程中，采用 Lawson 
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提出的局部优化过程(Local Optimization Procedure，LOP)进 

行优化 ，以保证最终生成的是Delaunay三角网。李水乡等_】 ] 

采用邻接单元搜索、双向链表存储、随机方向搜索、邻接旋转、 

几何量继承等技术，实现了一种快速 Delaunay逐点插入算 

法 。 

近年来，计算平面点集 Delaunay三角网的改进算法层出 

不穷。Loftier和 Snoeyink[”]通过对模糊点集预处理后，在线 

性时间复杂度内求出了其 Delaunay三角网；Lo[“]提出了三 

维Delaunay三角网的并行生成算法；Meng Qi等和Rupesh 

Nasre等[15,16]分别在图形处理器(Graphics Processing Unit， 

GPU)上实现了并行的二维 Delaunay算法；李根等Ll ]对平面 

上的散乱点进行分块 ，建立子块索引二叉树，利用 Graham扫 

描技术较快地生成了 Delaunay三角网。 

鲍蕊娜等[】。]对 点集 进行预处理，通过 凸壳生成构建 

Delaunay三角网，该算法构网速度更快，并能够在生成网的过 

程中对共线进行处理；陈学工等[1g]提出了一种基于最优凸壳 

技术的 Delaunay三角网剖分算法，该算法不但避免了所有交 

点的测试，而且使得新加入点与凸壳边的平均比较次数不大 

于 4，从而实现高效的三角剖分。而本文提出的基于二维凸 

壳的Delaunay三角网算法则是基于颜坚等[2。_提出的并行二 

维凸壳算法，通过初始三角网将点集划分为若干个三角形区 

域进行分治求解，是一种改进的分治建网算法。结果表明，基 

于二维凸壳的Delaunay三角网生成算法更稳定、高效。 

2 算法理论依据 

Delaunay三角网实际上是 Voronoi图的直线对偶图，其 

中每个三角形的外接圆不包含点集中的其他任何点。图 1描 

述了Voronoi图与 Delaunay三角网的对应关系，其中实线为 

Delaunay三角网，虚线为 Voronoi图。 

图 1 Voronoi图与 Delaunay三角网示意图 

Delaunay三角网具有如下性质： 

①唯一性：任意点集的 Delaunay三角网是唯一的； 

②空外接圆性质：任意一个 Delaunay三角形的外接圆都 

不包含点集中的其它任意点； 

③最大最小角性质：在给定点集的三角划分 中，Delaunay 

三角网的最小三角形内角是最大的。 

2．1 局部优化算法 

Lawson提出了局部优化过程方法_2 ，即由任何剖分准 

则得到的三角网经过 LOP优化，即可确保成为 Delaunay三 

角网。LOP算法的具体步骤如下： 

(1)将具有公共边的两个三角形拼接成一个凸四边形； 

(2)以空外接圆准则检查其中一个三角形，判断四边形的 
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第四个顶点是否在该三角形的外接圆的内部； 

(3)如果(2)判断结果为是，则从 Delaunay三角网中删除 

该条公共边 ，并加入四边形的另一条对角线 。 

下面提出2个定理，它们是本文算法的理论支撑。由于 

下述定理均可通过代数运算得出证明，本文不再赘述其证明 

过程。 

定理 1 对于凸四边形 ABCD(见 图 2)，如果点 D在 

△ABC的外接圆外(内)，则点 B在AACD的外接圆外(内)。 

图2 定理 1示意图 

定理 2 连接凸四边形 ABCD 的对角线(AC或 BD)形 

成三角网，对该三角网进行 LOP优化后所得三角网为 Delau 

nay三角网(见图 3)。 

图 3 定理 2不意图 

2．2 Delaunay三角网插入点算法 

在插值过程中，需要在已生成的Delaunay三角网的给定 

三角形内插人新点，生成新的 Delaunay三角网。假设待插入 

内点的三角形为AABC，插入的新点为 P，则插入点算法步骤 

为： 

(1)分别连接点 P和点A、B、C，删除原来的AABC，加入 

3个新生成的三角形△ABP、△PBC、APCA； 

(2)分别对边 AB、BC、CA相对于点 P进行迭代 LOP优 

化。 

新插入点 P后，边AB相对于点P的迭代 LOP优化算法 

步骤为： 

(1)如果 AB不是原点集的凸壳边界上的边，则设点 Q为 

与△ABP相邻于边AB的三角形的第三个顶点；否则，迭代 

LOP优化完毕； 

(2)对四边形 APBQ进行 L0P优化，如果在优化过程中 

交换了对角线，则迭代地对边 AQ、QB相对于点 P进行迭代 

LOP优化；否则，迭代 LOP优化完毕。 

3 算法描述 

3．1 核心思想 

首先，对平面点集进行凸壳生长。在生长过程中，不删除 

被替换的边，这样在边被生长后，原来边与新生成的两条边就 

形成了一个三角形。当凸壳生长完成时，就形成一个初始三 

角网。该初始三角网实际上是对原点集凸壳的一个三角剖 



分。由于在凸壳生长过程 中，已经对所有非凸壳点进行了位 

置判断，因此容易得到初始三角网中每个三角形内部的所有 

非凸壳点。然后在各个三角形 内部，采用逐点插入法构建局 

部的 Delaunay三角网。最后，在整个三角网中，对各个局部 

Delaunay三角网的边界边进行局部优化(L0P)，便可得到原 

点集的 Delaunay三角网。 

3．2 生成初始三角网 

初始三角网通过记录点集凸壳生长过程中产生的三角形 

和被删除的点集数据而得到。 

(1)初始凸壳。在寻找点集的初始不完全凸壳点序列时， 

找到 3个或 4个凸壳点，形成一个三角形或四边形作为点集 

的初始凸壳，并找出了所有在初始凸壳内部的点。当初始凸 

壳为三角形时，将找到的点作为该三角形的内点集；当初始凸 

壳为四边形时，连接其一条对角线 ，将其划分为两个共边的三 

角形，对找到的点根据其与对角线的位置关系分为两个子集 ， 

分别作为两个三角形的内点集。 

(2)边的生长。在对有向边进行迭代生长时，找到的新的 

凸壳点与生长边组合为一个新的三角形。对原生长边的外点 

集合分类后 ，除两条新生边的外点集外，其余点在新生三角形 

的内部 ，将它们作为新生三角形的内点集。 

这样，在点集凸壳的求解过程中，临时产生的凸壳边和内 

部的点不会被删除。最终的凸壳是由若干相邻的三角形拼接 

而成的三角网，其中每个三角形包含了原点集中所有在其内 

部而未加入三角网的点。 

3．3 局部 Delaunay三角网生成 

局部 Delaunay三角网的生成即是求初始三角网中各三 

角形及其内部点集的Delaunay三角网。图4示出初始三角 

网中的一个三角形 T及其所有内点。设 C为 T的内点集合， 

将 T当作一个只含有一个三角形的 Delaunay三角网，则局部 

Delaunay三角网生成过程为：从 C中随机取出一点P，找出T 

中包含 P的三角形 T ，连接 P和 T 的 3个顶点并对 丁1的 3 

条边相对于点 P进行 LOP优化；重复，直至 c为空。最终， 

形成如图 5所示的局部 Delaunay三角网。 

图4 Delaunay三角形及其内部点示意图 

图 5 局部 Delaunay三角网图 

3．4 局部网拼接 

局部 Delaunay三角网生成完成后，初始三角网变成由图 

5所示的若干 Delaunay三角 网拼接成 的三角网，对其进行 

LOP优化即可得到原点集的 Delaunay三角网。局部网的拼 

接即是要对所有出现在初始三角网中的边进行 LOP优化，从 

而完成整个三角网的LOP优化。 

设 、 为两个相邻的局部Delaunay三角网，E为它们 

的公共边界，A、B为E的两个端点，在两个局部 Delaunay三 

角网中以E为边的三角形的第三个顶点分别为 P-、P。，如图 

6所示 。对边 E进行 LOP优化的具体步骤为： 

(1)将 rf1、丁2拼接为一个三角网； 

(2)对边 E相对于点 P 进行 L0P优化，如果交换 了对 

角线，就找到以 P A、P B为边 的两个新三角形的顶点 Q 、 

Q2； 

(3)对边 P A、P B分别相对于点 Qt、 执行第(2)步的 

操作； 

(4)迭代执行(2)、(3)两步，直到 LOP优化过程不再交换 

对角线。 

A 

图 6 局部网拼接示意图 

B 

4 算法分析 

4．1 算法正确性 

从 3个方面说 明基于二维凸壳的 Delaunay三角网算法 

的正确性 ： 

(1)通过初始三角网和局部三角网生成所得的是原点集 

的一个三角剖分； 

(2)对这个三角网进行 LOP优化，必然得到其 Delaunay 

三角剖分； 

(3)局部网中狭长三角形集中在局部网的边界处，因此局 

部网拼接过程中的 LOP过程迭代次数少，收敛速度快。 

4．2 算法复杂度 

根据二维凸壳算法的复杂度分析，本算法在构建初始三 

角网时的复杂度为 O(nlogn)。生成局部三角网时，最多向初 

始三角网中插入 个点；每插入一个点，都要在局部 Delaunay 

网中对其进行 LOP优化，由于最多有 logn个局部网，因此复 

杂度为O(nloglogn)。在进行局部 Delaunay三角网的拼接时， 

需要对最 多 logn条边 界进 行 LOP优化 ，时间复 杂度为 

0((1ogn)。)。基于二维凸壳的 Delaunay三角网生成算法的总 

时间复杂度为O(nlogn)。 

5 实验分析 

为验证算法的效率与分析相吻合，通过实验对其进行了 

效率分析，并以相同复杂度的分治建网算法作为参考。利用 
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MATLAB随机数发生器生成平面上各不重复的固定数量的 

随机点集作为实验样本数据，各算法的平均执行时间如图 7 

所示。 
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图 7 Delaunay三角网生成算法执行时间对比图 

在图 7中，DCDT表示分治算法，它是生成 Delaunay三 

角网的算法之一，并被广泛应用，其在文献[22]中被证明具有 

一 定的代表性；CHDT表示基于二维凸壳的 I)elaunay三角网 

算法。根据 Delaunay三角网的唯一性，对于给定的点集，无 

论采用什么样的算法生成的 Delaunay三角网都是一样的。 

由此可见，基于凸壳的 Delaunay建 网算法效率高 于分治算 

法。这一方面说明了本文提出的改进型二维凸壳算法是高效 

的，尤其是当数据量越来越大时，DCDT由于需要占用的计算 

机内存也随之变大，这也导致与 CHDT差距越来越大；另一 

方面说明了利用多核处理器进行并行计算的优越性。测试所 

用 Delaunay三角网算法的复杂度是相同的，因此图中曲线的 

变化趋势基本相同。但在曲线的起始处，并未呈现出算法应 

有复杂度的变化趋势，这有可能是由于实验环境导致的误差。 

结束语 本文提出了基于并行二维凸壳算法的Delaunay 

三角网生成算法。在并行求解平面点集的凸壳的过程中，记 

录被生长的边和被删除的点，生成初始三角网；按初始三角网 

对未加入网络的点集空间划分 ，得到若干个包含内点集合的 

局部三角形；对于各个局部三角形，利用逐点插入法将其所有 

内点插入到网络中，形成局部 Delaunay三角网；最终对整个 

网络进行 LOP优化，得到原点集的Delaunay三角网。算法 

充分利用并行二维凸壳算法的并行计算优势，减少了计算时 

间。理论 和实验结果表 明，本文 提出的基于二 维凸壳 的 

Delaunay三角网算法稳定可靠，且执行效率相对较高，适合于 

海量点集的求解。本文提出的理论和思想可以应用到三维和 

更多维的情况，通过实验更好地验证算法本身的理论复杂度 

也是下一步的研究 目标。 
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