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摘 要 考虑一类学习问题，问题的 目标函数可表示为大量组函数的平均，并且假设每一个组件函数都是光滑的。在 

众多机器学习方法中，在线学习操作流程简洁、收敛速度快，而且可以实现模型的 自动更新，为大数据的学习提供了有 

利的工具。针对这类问题，提 出了一种基于随机谱梯度下降(Stochastic Spectra1 Gradient Descent，SzGD)的在线学习 

方法。该方法利用 Rayleigh商收集 目标函数的二阶信息来构造 Hessian阵逆的近似。SzGD方法可以看作是谱梯度 

方法从确定性优化到随机优化的延伸。算法每次迭代所产生的搜索方向具有下降性，且现有结论表明算法收敛。在 

LIBSVM数据库上的初步实验表明 S2 GD方法是可行的、有效的。 
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Abstract We considered a type of learning problems whose objective functions can be formulated as an average of a 

large number of component functions，and assumed that each component function is smooth．Among many machine 

learning methods，online learning provides a favorable tool for big data learning，not only due to its simple operation and 

fast convergence rate，but also for its ability to automatically update mode1．To solve such problems，we developed a sto— 

chastie spectral gradient descent(SzGD)method，which employs the Rayleigh quotient to collect second-order informa— 

tion to construct Hessian inverse approximations．S2 GD can be viewed as an approach that extends the spectral gradient 

method working in determ inistic setting to stochastic setting．At each iteration，the generated search direction guaran— 

tees descent property．The existing conclusion indicates that the Sz GD method is of convergence．Preliminary experi— 

mental results on LIBSVM data sets are reported to demonstrate the feasibility and effectiveness of our approach． 

Keywords Online learning，Stochastic optimization，Convex optimization，Stochastic gradient，Spectral gradient 

1 引言 

目前，机器学习是处理大数据强有力的工具之一，其基本 

思想是通过数据构建统计模型，进而对数据进行预测和分析。 

学习的目标可以看成是在联合概率分布P( )未知、所有可用 

信息均包含在训练集： 

{Z1一(xl，y1)，⋯ ，Zn一( ， )} (1) 

中的情况下，寻找期望风险函数 F(叫)的最小值Ⅲ，F(叫)的 

一 般形式可表示成： 
r △ 

F(叫)一t厂(硼；z)dP( )(一E 厂(硼； )) (2) 
J 

其中，叫是优化变量(通常称为权向量)，-厂(训；2)是损失 函数， 

用来预测错误的程度。因为联合分布 P(2)未知，所以不能直 

接极小化期望风险函数。也正是因为不知道联合概率分布， 

所以才需要学习。正如文献[2]所言，一方面，根据期望风险 

最小学习模型，需要用到联合概率分布；另一方面，联合分布 

又是未知的，所以该学习是一个病态问题。为了在 P(z)未知 

的情况下最小化式(2)，常用的处理方法是把E 厂(叫；z)替换 

为经验风险函数 ： 
1  ̂

F(叫)一 ∑ (叫)(兰E 厂(叫； )) (3) 
i一 1 

其中， (叫)兰厂(叫；Zi)一f(wl(五，Yi))，然后用使经验风险 

最小的叫逼近使期望风险最小的叫。。式(3)包含许多种学 

习问题，如基于 zz范数逻辑斯特回归的二分类问题。在此类 
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问题中， (叫)：log(1+exp(一 叫))+ II W II。／2，其中 

(∞，y )是与二分类问题相关联的训练样本， >O是正则化参 

数，控制正则项 ll W 的强度。在这里，正则化技术也可以 

理解为结构风险最小化。因为当样本容量很小时，经验风险 

最小化学习的效果未必会很好，可能会产生过拟合的现象。 

结构风险最小化策略的提出是为了防止过拟合现象的产生。 

不难看出，结构风险就是在经验风险的基础上加上了表示模 

型复杂度的正则项。结构风险小的模型往往对训练数据以及 

未知的数据有较好的预测效果。 

随机梯度下降方法(Stochastic Gradient Decent，SGD)是 

解决学习问题(3)的最简单也是最流行的方法之一l_3 ]，其算 

法流程如算法 1所示。 

算法 1 随机梯度下降算法 

输入： l， l 

输出：w 

1．Fort一 1，2，⋯ ，T Do 

2．从{1，⋯’n}中随机选择 i 

3．根据式(4)更新 w 

4．END For 

在 t时刻，SGD的迭代形式可表示为 ： 

Wt+l一砌一 ^( ) (4) 
、。—— [一  

sgdr 

其中，穆是学习步长，样本索引 i 是从集合{1，⋯， }中随机 

选取的。与批梯度下降(Batch Gradient Decent，BGD)方法相 

比”，由于SGD方法的迭代成本与n无关，因此该方法可以大 

幅度地减少每步所需的计算量。1951年，Robbins和 Mon— 

r0[ 证明了当珏满足条件 

∑ 一。。，∑ <。。 (5) 
t ’ t 

时，式(3)可以收敛到最优解 W 一argminF(叫)。一个常用 
叫  

的学习步长为： 

穆一 (6) 
a T  

其中，r／0是初始步长；a是调优参数，控制步长减少的速度。 

该步长公式可以同时满足式 (5)中的两个条件。关于 的其 

他的选择方法可以查阅文献E7ZI的第 6节。在一定条件下，式 

(4)定义的 SGD方法可以达到次线性 的收敛速度 ，即满足 

E[Rm]一F(叫 )=O(1／t)。而具有常数步长的BGD方法可 

以达到线性收敛。为了提高 SGD方法的收敛速度，研究者们 

提出了一些加速的方法[8 。对于光滑的强凸函数而言，这 

些方法可以达到线性收敛。文献E8]提出了一种随机方差减 

少 的 梯 度 方 法 (Stochastic Variance Reduced Gradient， 

SVRG)，该方法不要求存储梯度值。Konehny和Richtdrik[。] 

提出了一种半随机梯度下降方法(Semi-stochastic Gradient 

Descent，S2GD)，并指 出 SVRG是 S2GD的一 种特殊情况。 

Le Roux等人[10]提出了一种开创性的方法，即随机平均梯度 

方法(Stochastic Average Gradient，SAG)。SAG方法可以看 

作是增量聚合梯度方法 (Incremental Aggregated Gradient， 

IAG)[“ 的随机形式，其迭代形式如下： 

+l： 一卫 ∑P； (7) 

一  

’ 玉

。 

可以看出，相对于SGD而言，SAG重新使用了先前迭代 

得到的梯度信息，这有助于加速解的收敛。以上所提方法都 

是一阶的 SGD方法，为提升传统 SGD的性能，研究者引入拟 

牛顿策略，提出了二阶的 SGD方法 6]。遵循改进传统 

SGD方法的趋势，提出了一种基于随机谱梯度的学习方法。 

为了清楚地描述本文工作 ，下面介绍一些相关知识。 

2 相关知识 

2．1 牛顿法 

考虑如下确定性优化问题 

argmin F(叫) (8) 

牛顿法求解问题(8)的思想是构造函数 F在 W 处的二 

阶近似，并将其极小化。假设 F二次连续可微，在 附近用 

二次 Taylor展开近似 F。 

F( +s)≈F(砌)+ F(哪) s+÷sTV F( )s (9) 

( ) 

其中， 一甜一 ，Q( )是 F( )的二次近似。极小化 Q (5)得 

砌+1一砌一[ F(m)] vF(z~)，称为牛顿法迭代公式。 

如果记 — 。F(砌)，那么 一～H F(砌 )称为牛顿方 

向 。牛顿法成功的关键是利用了Hessian阵提供的曲率信 

息。但是，当 不正定时，算法产生的方向不能保证是下降 

方向。特别地 ，当 H，奇异时，牛顿方向可能不存在。此外， 

对于大规模优化问题 ，计算 Hessian阵并求其逆矩阵的工作 

量大，甚至难以求得，这就导致只能利用目标函数一阶导数信 

息的方法。拟牛顿法就是这样一类方法，它利用目标函数值 

和一阶导数信息，构造目标函数的曲率近似，而不需要明显形 

成 Hessian阵，在一定的条件下具有较快的收敛速度。拟牛 

顿法的基本思想是用 H 的某个近似B，取代 H 。矩阵B，应 

具有如下 3个特点：1)在某种意义下有 B ≈Ht，使算法产生 

的方向(拟牛顿方向)是牛顿方向的近似，以保证算法有较快 

的收敛速度；2)对所有的t，B 对称正定，从而使算法产生的 

方向是函数F在W 处的下降方向；3)B 是容易计算的。 

2．2 拟牛顿法 

设 F二次连续可微，在 Wt附近的二次近似为 

1 

F(叫)≈F( )+ F( ) (叫一 )+÷ (训一砌) 
6 

H，(砌一 ) 

对上式两边求导 ，得vF(w)≈ F( )+H，(硼一Wt)。 

为表达方便，令 叫一Wt，St—l="CUt—Wt—l， —l= F(Wt)一 

~F(wt一1)，于是有 H,s一≈ 一1。从而要求近似矩阵Bf对 

于上面的近似式成立，即要求B 满足方程B 一 = 一 ，该方 

求解问题(2)的批梯度下降方法的迭代形式是： +1一wt—rbVF(wD Wt一 善 ( ) 由于计算V Ff( )需要计算 个函数的梯度 
值，因此当 非常大时批梯度下降类方法可能会失去原有的优势。 

满足VF(w~)Td <O的 d 称为下降方向。如果 Hessian阵 正定，那么 d产 一H VF(w,)是函数 F在W 处的下降方向。 
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程称为拟牛顿方程。常用的拟牛顿校正公式有对称秩一校正 

(SR1校正)和对称秩二校正(SR2校正)[”]，常见的两个校正 

公式是 

B 一(卜一 )且一l(J一享气 )+ (10) 
yt-1 St--l 。 一1 一1 Yt-1 5t--1 

Bt~Bt--+ 
1 St-- 1

一  

1舞 St-- ⋯ s Dt1 1 、 
其中，式 (10)称 为 DFP(Davidon-Fletcher-Powel1)校正，式 

(11)为 BFGS(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)校正，两者 

都属于 SR2校正的范畴。DFP公式与 BFGS公式 的加权线 

性组合可构成一类新的校正公式： 

B，一(1一西)BV +~B,sins 

如果 一 1yt一 ／(sH H，一lY ) yt一 ，那么该线性组合 

为 SR1校正。然而，当矩阵 B，稠密或者问题的维度较大时， 

这种标准的拟牛顿方法可能会失效 。换句话说，迭代过程中 

主要的计算量在于每一次迭代都要存储一个较大的矩阵。因 

此，需要一个无需矩阵存储的方法。为此，可以用一个对角矩 

阵来代替 Bf，即B『=hi，其中 >0，J是单位矩阵。于是，拟 

牛顿条件可写成Ms一 ； 一 ，两端同时乘以 ，有 

屉 (12) 

类似地，在方程两端同时乘以 ，有 

= (13) 
st-1 yt一1 

如果 Yt一 >0，那么矩阵 B 一 J是正定的，保证了当前方 

向 一一B vF(w,)一一 F( )是函数 F在 硼 处的 

下降方向。式(12)和式(13)最早是 由 Barzilai和 Borwein提 

出L】 ，其基本思想是利用迭代当前点以及前一点的信息来确 

定步长因子届。注意到yt一1一[I F(砌一l+ H)d6}]&一 ， 

故式(12)可以看成是如下形式的Rayleigh商。 

1[1 F( 1+0 St--1)dO]s,-1 

ll _l 

而式(13)~U是如下形式的 Rayleigh商。 

s l[(} F(℃ !+0 s 1) ) I F( 一1+Os 1)d St--l 

l[1 F( 1+Os 1)d 1 

因此，该方法也称为谱梯度方法。由于具有简单、有效、存储 

需求少等特点 ，该方法已经在大规模优化领域得到了很多应 

用[19 22]。下面给出随机谱梯度下降方法。 

3 随机谱梯度下降方法 

在 ￡时刻，求解问题(3)转化为求解如下优化问题 ： 

argmin (叫) (14) 

其中， (叫)表示 ，(训；(z ， ))，样本(丑，Y )是从训练集中 

随机选取的。根据 2．2节的分析，将变量之差和梯度之差定 

义如下： 

Aw,一议 一趾I—l (15) 

= ( )一 一l( 一1) (16) 

受文献[1O]中平均梯度思想的启发，给出一个有限平均 

权向量的策略，即通过先前的迭代来计算变量之差 。具 

体而言，保持 的形式不变，将 重新定义如下： 

Aw,一 一 一l (17) 

(∑叫 
．
) 

其中，Wt一 ，m—f—M+1，M ：NiE忆参数，且 1≤M≤ 

t。如果 M一1，式(17)将退化为式(15)。从而，S2GD的迭代 

形式可以表示为： 

Wt+l= 一Bf sf (18) 

其中，B一 ，，届一 (或 )，A 表示在 时刻 

得到的随机梯度 ，可以由式(4)中的sgd,或者式(7)中的sag,计 

算得到。随机谱梯度下降方法的流程如算法 2所示。 

算法 2 S2GD 

输入：初始步长 ，参数 r，M，索引 i ～UFI，⋯，n]，步长计算函数 S 

(Aw ，agt)。置 t— l 

1．B．一  I 
r+t 

2．gt-,~--sgdt 

3．Fort一 2。⋯ ，T D0 

4．w十 w—Bt gt 

5．gt一 

6．由式(17)和式(16)计算 Aw 和 △g 

7．If△wTAg。>O Then 

8．B 一 S(△wt，△g ) 

9．Else 

10．Bl一 I 

11．EndIf 

12．End For 

步长计算函数 S(Aw,， ) 

输入：Awt，△g ，阈值参数 0<8<1，岛一> >O 

Function 1 

ll Aw ll 

Aw~Agt 

Function 2 

△w △g 

· pI一 

Function 3 

3 一 
II Aw t II 2

，132- 

△w △ 

· 。 ≠。。 > T “ 

5．pt—pl 

6．Else 

7．既"-13~ 

8．EndIf 

9． "~--min( ，max(~t， 。 )) 

10 一 

11．Bt"--6 I 

注 1：如果 t,wT船 >O，那么算法产生的方向一Bf s 是 

下降方向。然而，并不能保证这个条件一直成立，克服该缺点 

的一个方法就是限制 届的最终取值 min{ ，max{／~， }}， 

其中 >O足够大，而 >O足够小。该策略可以保证 

一 B，s 在每一步都是下降方向。 

注 2：为了保证算法 s2GD的收敛性，对 进行了限制 ， 

使其满足条件(5)。 

注3：SzGD采用的是最基本的谱梯度公式，为了增强算 

法的性能，可以采用一些改进的谱梯度公式[19,20]。 
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4 数值实验 

本节通过实验来验证所提方法的有效性，对比方法有 

SGD，SAG，S2GD+F1，S2GD+F2和 S2GD+F3”。实验运行 

环境为 Windows 7&Matlab R2013a。 

4．1 问题、数据集描述及算法参数设置 

考虑二分类问题， 表示样本 的个数 ，d表示特征的个 

数 ，目标函数取为 z2一logistic回归，于是问题(3)可写成 
1 

argrninF(叫)：一 ∑ (叫) 
∈ ” 

(19) 

(硼)一log(1+exp(--ylxirw))+鲁 ll训ll 

其中， Re， ∈{一1，+1}是对应于 丑 的标签， >O是正 

则化参数。实验选取 LIBSVM 数据库中的 2组数据进行分 

析，数据的具体描述如表 1所列。s2GD算法中的参数设置 

为．po一1，r一10。，M=2， =10一， 一10 ， 一O．85。 

表 1 实验数据集描述 

4．2 实验方法与结果 

在实验过程中，我们对每个数据集的样本采取随机抽取 

的方式，并给出不同正则化参数取值下的实验结果。 

l 
酗  

l 

l 

Numher of Iterations(×looo) 

(a) 

Number of Iterations(×looo) 

(b) 

图 1 =10 时算法在数据集上遍历 1次各方法的测试误差趋势 

图1为 一10 时5种方法在两个数据集上遍历一次得 

到的测试错误率比较图，横坐标表示迭代次数，纵坐标表示测 

试误差。图 2为 一10 时 5种方法在两个数据集上遍历 5 

次得到的测试错误率比较图。从两幅图中不难看出，5种方 

法的收敛速度(这里指测试误差趋于平稳的速度)都很快。在 

a9a数据集上，S2GD+F1，S2GD+F2和 S2GD+F3方法的正 

确率均高于其余两种方法，其中 S2GD+F3表现最好；而在 

gisette数据集上，测试错误率最低的也是s2GD+F3方法。 

l 
童 

Num~r of Iterations(×50OO) 

(b) 

图2 =10 时算法在数据集上遍历 5次各方法的测试误差趋势 

表2给出了 一10 时算法在两个数据集上运行 1次得 

到的结果，包括算法运行所需的时间(Time)、算法终止时的 

目标函数值(Fur1)和测试错误率(Err．)。表 3列出了当 一 

1O-3时算法在两个数据集上运行 5次的结果。不难看出，在 

数据集a9a上S2GD的3个方法的终止目标函数值和测试错 

误率均优于SGD和 SAG方法。而在 gisette数据集上的测试 

结果表明S2GD+F2和 S2GD+F3的测试错误率也优于 SGD 

和 SAG。此外 ，我们发现算法在数据集上遍历 1次和 5次所 

得到的结果相差不大。因此，我们猜测对于较大规模的样本， 

进行 1次或少数几次随机遍历即可。 

表 2 一10叫时算法在数据集上遍历 1次的结果 

)s2GD+F1，s2GD+F2和 S2GD+F3分别表示步长函数 S(Awt，△gt)中取 Function 1，Function 2和 Function 3 

· 50 · 



表 3 一10 时算法在数据集上遍历 5次的结果 

结束语 本文给出了一个基于随机谱梯度的在线学习框 

架，从优化的角度设计了3种学习算法 ，其结构简单且易于实 

施，并通过实验验证了算法的有效性。从算法的设计角度看 ， 

所提方法可用于非光滑优化，如基于 1范数的学习问题。 
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