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一 种新的决策粗糙集启发式属性约简算法 
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摘 要 属性约简是粗糙集理论中最重要的研究内容之一。在决策粗糙集中，学者提出了多种属性约简的定义，其中 

包括保持所有对象正决策不变的约简定义。针对该约简定义，为了高效地获取约简集，设计了一种启发式函数——决 

策重要度，这种启发式函数根据每个属性正决策对象集合的大小来定义其重要性，正决策对象集合越大表示重要性越 

高，由此构造了基于决策重要度的启发式属性约简算法。该算法的优点是通过对属性决策重要度的排序，确定了一个 

搜索方向，避免了属性的组合计算，减少了计算量，能够找出一个较小的约简集。实验结果表明，该算法是有效的，能 

够得到较好的约简效果。 
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New Heuristic Algorithm for Attribute Reduction in Decision-theoretic Rough Set 
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Abstract Attribute reduction is one of the most important research contents in rough set theory．Scholars have pro— 

posed various definitions for attribute reduction in decision-theoretic rough set，including the definition of keep the posi— 

tive decisions of all objects unchanged．Directing at the positive decision definition，in order tO efficiently obtain the re— 

duction set，designed a heuristic function is designed，that is important degree of decision-making．This heuristic function 

defines the decision important degree of every attribute according to the size of positive decision objects set．The bigger 

the size of positive decision objects set，the greater the improtance，thus constructs heuristic attribute reduction algo— 

rithm based on the decision important degree．The advantage of this algorithm is that it determines the search direction 

according tO the sorting of attribute decision important degree，avoids the calculation of attribute combination，and can 

reduce the amount of calculation and find out a smaller reduction set．The experimental results show that the algorithm 

is effective and can obtain a good reduction effect． 
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1 引言 

粗糙集理论(Rough set theory，RS)是 1982年由波兰数 

学家 Pawlak提出的，是一种处理不精确(imprecise)、不一致 

(inconsistent)、不完整(incomplete)等各种不完备信息的有效 

的数据分析理论 ，其主要优点之一就是不需要先验知识。目 

前经典 Pawlak粗糙集在智能领域的机器学习、数据挖掘、决 

策支持和模式识别与分类等方面得到了广泛的应用 ，推动了 

人工智能的迅速发展。然而，由于经典粗糙集的上近似集和 

下近似集严格的包含关系和现实数据的不完备不一致性，导 

致 Pawlak粗糙集缺乏容错能力。为了扩展粗糙集模型，Yao 

等学者在粗糙集中引入了贝叶斯理论并于 2O世纪 9O年代初 

提 出 了 决 策 粗 糙 集 理 论 (Decision-theoretic rough set， 

DTRS)[ 
。 它通过阈值增加了模型的容错能力，并且讨论 了 

根据贝叶斯风险进行决策的过程。 

基于启发式的约简在经典粗糙集中有较多的研究。苗等 

在文献E2]、沈玮等人在文献[3]以及施化吉等人在文献[4]中 

都从信息的角度，对决策表的属性重要性给出度量 ，在此基础 

上提出基于互信息的启发式约简算法。但该启发式算法对于 

求取相对约简是不完备的，即最后求得的相对约简中仍有冗 

余属性存在的可能。文献Es]提出了把可辨识矩阵和互信息 

相结合的启发式约简算法，先由可辨识矩阵计算出属性的核， 

以最大化相对互信息为原则，向核属性中增加新属性，直到得 

到一个约简集。但是 ，决策粗糙集不存在属性核 ，所以这种启 

发式的算法具有局限性，只适合用在经典粗糙集中，而不适合 

用在决策粗糙集中而且使用可辨识矩阵浪费存储空间。张燕 

在文献[6]中提出了基于边界域率的启发式属性约简算法，但 

是该算法只适用于相容决策表，对于不相容决策表需要经过 
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预处理才可以求约简集 ，而且该算法的约简率较低，并且对于 

样本数量大的样本约简效果明显，而对于样本数量小的样本 

来说约简效果不明显。文献[7—9]是保持正域非减的约简，其 

中文献[7]提出以正域对所有样本数量的比值为属性重要度 

的启发式约简算法，由于在决策粗糙集中，正域的单调性已不 

再保持，因此基于正域的约简在可解释性上也存在一定的问 

题 。 

综上所述，由于在决策粗糙集模型中的上下近似集的定 

义中引入了概率包含关系，其正域的单调性特征不再保持 ，导 

致属性约简的定义和性质较经典粗糙集中属性约简有较大差 

异。已有的启发式函数基本都是根据正域的大小作为控制约 

简的条件 ，由于正域的单调性不保持，因此导致求得的约简仍 

有冗余属性存在的可能。文献[1O]对几种属性约简之间的定 

义进行了研究 ，指出了保持所有对象的正决策不变的约简呈 

现稳定性，但是并没有给出具体的算法和实验分析证明其约 

简效果。因此本文针对正决策保持的约简定义，探讨了其单 

调性 ，为了减少属性的搜索空间，提出新的启发式函数，并提 

出一个基于启发函数的正决策保持的属性约简算法。 

2 决策粗糙集理论相关的基本概念 

本节主要定义粗糙集理论中的一些基本概念，详细介绍 

请参考文献[1，13]。 

一 个信息表知识表达系统 S可以表示为：S=(【，，R，V， 

厂)。其中，U是对象的集合，也称为论域，R—CU D是属性集 

合，子集 C和D分别为条件属性集合结果属性集，V= U 
aC-A 

表示属性值的集合，、，Ⅱ是属性a的值域；f：U×R— 是一个 

信息函数，表示u中每个对象z的属性值。在不引起混淆的 

情况下，S一(【，，R，V，厂)一般简记为(己，，R)。 

对于每个属性子集 B R，定义一个不可分辨二元关系 

IND(B)，即 IND(B)一{( ， )l(．72， )EU×U，V6EB， 

f(x，6)一，( ，6))。显然 ，IND(B)是一个等价关系，且构成 

u的一个划分，简记为U／B或 7[e；令[ ] 一{ }Vb E B， 

f(x，6)一，( ，6))，[ ]B是 U／B以z为代表元的等价类 ；条 

件属性集 C导出的U上的划分记为 兀c={C ，C2，⋯， )，决 

策属性 D导出的 【，上的划分 。一(D ，D2，⋯， }。通过等 

价关系，可以描述U上的任何一个子集。 

定义 1 Eli 设子集 X U，那么 X关于属性集 B的上近 

似和下近似定义为 ： 

aprB(X)一{-zlxEU^[ ]nX≠ } 

aprB(x)一{ lxEU八[ ] x} 

基于上近似和下近似 ，下面引入正域 POSB(X)、负域 

NEGB(X)和边界域 BNDB(X)的定义： 

POS,(X)一apr8(X) 

NEGB(X)一Uma声 (X) 

BNDB(X)一n加 (X)--cLp~B(X) 

接下来引入决策粗糙集中的相关概念，详细介绍见参考 

文献[1]。 

当对象 ．77属于 X时，令 PP， 和 BP代表将一个对象相 

应划分到集合 POS (X)，NEG (X)和 B N (X)中时的损失 

函数。反之，当 不属于x时， 尸~， 和 代表采取相应 

动作时的损失函数。通常损失函数满足 ≤ B尸≤2NP和 

≤ ≤ 。 

一  二 
“ ( PN～ )十(2BP--,~pp) 

一  二 

( ~尸--~pp)+(；tpN— ) 

D一 二 

( ～ )+( ~P--,：tBp) 

在 O< a<l时，贝叶斯决策过程可以表示为： 

(P)如果 P(x1[A])≥d，则：rE P0s (x) 

(』＼，)如果 P(Xl[A])≤ ，则 xE NEG (x) 

(B)如果 口<P(XI[A])<a，则 ∈BND (X) 

一 个等价类[z]A E兀A属于决策类 D 的条件概率定义 

为： 

加  )一 

那么，基于条件属性集 A的划分在 丌力下的正区域、边界域和 

负区域定义为： 

POS( 棚(兀Dl兀̂)一{zEUlP(D盯m ([ ]A)l[ ]A)≥d} 

BNn (兀D f )一{xEUI~ P(Dn砒([ )l[ ) } 

NEG(。．p(7cD l亿4)一{xEUl P(D ([z]A)l[ ]A)≤卢) 

其中 ( a rgm ax{ I LXJ
a 

}，表示等价类被戈IJ 
∈ n f 

分到具有最大概率的决策类。 

可以看出，在决策粗糙集模型中，论域U可以通过阈值a 

和|9划分为 3个区域，即总体决策类正域、总体决策类负域、 

总体决策类边界域。从语义上看，这 3个区域可 以对应 3种 

规则类型及三支决策语义，即正域决策、负域决策、边界域决 

策，具体描述如下。 

若在■]n的描述下，X 发生 的概率大于 阈值 a，则将 

[-z] 划分到 X的正域中，执行正域决策。 

若在[z]̂ 的描述下，X发生 的概率介于 阈值 a和 之 

间，则将[z]n划分到x的边界域中，此时决策依据不足，暂 

不决策，需收集更多信息以便做出正确决策。 

若在 ]n的描述下 ，X发 生的概 率小于阈值 口，则将 

[z] 划分到X的负域中，执行负域决策。 

3 一种新的启发式函数 

3．1 决策粗糙集中的属性约简 

在 Pawlak粗糙集模型中，正区域大小随着属性增多而增 

大，具有单调性特征 ；而决策粗糙集中，a正域 已经不再具备 

严格的单调性特征。由于属性约简是决策粗糙集最重要的研 

究内容之一 ，目前学者提出了保持概率正区域不变的约简E 、 

保持分类质量不变的约简 ]和保持局部最大概率正区域的 

约简l1 等多种属性约简模型。 

但是保持概率正区域不变的约简和保持分类质量不变的 

约简随着属性个数的减少经常出现跳跃性 ，使约简具有不稳 

定性，即约去某些属性后是决策表的约简，再约去一个属性后 

不是原决策表的约简，但是继续约简又可以得到原决策表的 

约简。 
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Yao等人在文献il1]中提出了正域约简的定义，其具体描 

述如定义 2所示。 

定义2 设 S一{U，CUD，f，V}为一个决策表，口∈[O， 

1]，若属性子集 B c满足以下两个条件： 

(1)正域非减性 ，fPOS~B(D)f≥ lPOS~c(D)f； 

(2)属性 独 立性，对任 意 a E B，l POS"B )(D)I< 

l PQ (D)l。 

则称属性子集B为属性全集c的一个决策粗糙集a一正域约 

简。 

文献[1O]指出，当概率正区域中对象增多时，其代价也越 

大。从实际应用来说，由于放宽了条件，将原来不符合条件的 

对象变成符合条件的对象，必定付出一定的代价。因此，我们 

需要提出新的约简概念。 

3．2 基于正决策的约简 

Zhao等人[1叩提出了保持所有对象正决策不变的约简， 

该约简方法能够保证一个属性如果不可以约简，那么在整个 

约简过程中都是不可约简的，所以使约简具有稳定性，使约简 

随着属性个数的减少不会出现跳跃现象。本文就是根据保持 

所有对象正决策不变的理论，提出新的启发式函数，继而提出 

新的启发式属性约简算法。 

对于任意一个等价类Ix] E兀A，令 D 代表所有对 

象的正决策对象的集合 ，是当阈值大于或等于 时，对应的决 

策类的集合。则其描述如下l_1 ： 

Dms(棚 ([z]A)一{Di∈IgD lP(D川： ]A)≥口} 

定义 3I1叼 给定决策表 S，属性子集 A C，若 A满足以 

下两个条件： 

(1)VxEU，Dms( ， ( ]A)一Dins( ( ]c) 

(2)V口∈U，DR (。．口)(Ix]A一{ ))≠ Dms( ， (Ex]A) 

则称属性子集 B为属性全集 C的一个正决策约简(记为 

R D )。 

其中，Dms c棚 ([ ]c)代表属性全集 C所决定的正决策对 

象的集合，作为U的一个约简集 A，应该与属性全集具有相 

同的正决策对象的集合。定义 3中的条件(1)能够保证 A是 

一 个约简，但不能保证 A是一个最小的约简。条件(2)检查 

A中的所有属性 ，删除了冗余属性 ，能够保证得到一个最小的 

约简。 

正决策保持的约简的特点是比较的是决策类中的对象集 

合。由于同～决策类中对象类别都是一样的，能够保证快速 

找到和属性全集具有同样分类能力的约简集。而正区域非减 

的约简，比较的是正区域中的对象 ，由于不一致对象的存在， 

会导致最终约简集的分类正确率有所下降。 

定理 1 。] 给定决策表 S，V EU，aEC，若 D膦( 

([ ]c㈤)≠ Dvos( )([z]c)，则VB~C--{a}，均有 Dms(棚 

(Ex]B)≠ D默‰ ([ c)。 

定理 1表明，保持所有对象的正决策不变的属性约简方 

法能够保证～个属性若不可约简，则在整个约简过程中都是 

不可约简的，从而保证约简具有稳定性。 

3．3 启发函数的定义 

启发式约简算法一般是先根据启发函数确定一个搜索方 
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向，以此来达到减少计算量并找出一个约简集的目的。针对 

决策粗糙集，正域不再随着属性的增加而增大，因此不适合以 

正域为终止往约简集中增加属性的条件，所以需要提出新的 

启发搜索的终止条件，即保持正决策不变。同时，也有必要提 

出新的启发式函数作为判断属性重要性的依据。 

由Dms ， ([ ]。)一{Di∈ o l P(Di l Ix] )≥a)可知，如 

果 n在约简集 中，那么以 n对样本进行等价类划分得到的 

[ ] 中各个对象的决策属性取值相等的可能性较大，也就是 

说Ix]。与某个决策类 D 的交集较大，也就意味着属性 a对 

于决策的影响比较大。这说明了属性a的正决策对象集合的 

大小可以作为。对决策影响的大小，成为属性重要度的判定 

方法，用于构造启发式函数。 

定义4 给定决策表S，aE(O．5，1]为条件概率阈值，a∈ 

C为单 个属 性，则 属性 n的 决策 重要 度定 义 为 = 

告 。其意义是条件属性。对于决策属性的所 IU l 

有正决策对象集合的大小在整个论域中的比例 ，比例越大，说 

明属性 a的正决策对象的个数越多，属性 a的决策重要度也 

越大，同时也说明了 n的分类能力强。 

本文以此决策重要度函数作为启发式函数 ，应用于构造 

属性约简算法。用此决策重要度作为启发函数的优点是决策 

重要度在约简算法中有较小的时间复杂度 ，计算所有属性的 

决策重要度的时间复杂度为 0(1Cl lUl。)，而在其他的约简算 

法中计算启发信息的时间复杂度基本上会达到0(1CI lUI。)。 

4 一种新的决策粗糙集约简算法 

下面给出以属性的决策重要度为启发函数的保持所有对 

象正决策不变的启发式属性约简算法。该算法首先计算所有 

条件属性的 决策重要度，然后按照决策重要度从大到小排 

序；依次将决策重要度较大的条件属性加入到约简集R中， 

直到集合尺满足定义 3中的条件(1)为止；逐一检查 R中的 

每一个条件属性 C是否满足条件 Dms( ([ ]R })： 

Dvos c棚 ([z=}R)，若满足，则从R中删去C。其中计算等价类 

本文使用的是文献[12]的高效算法，添加属性和删除冗余属 

性使用的是文献[14]中的算法框架。 

以决策重要度为启发函数的保持所有对象正决策不变的 

启发式属性约简算法如算法 1所示。 

算法 1 

输入：一个决策表 S，概率包含度阈值 a 

输出：该决策表的一个约简 R 

(1)计算 C中每个属性 的决策重要度 一 ； 

(2)将属性按照决策重要度由大到小排列，令为 Rank； 

(3)令初始约简集 R为Rank中的第一个属性 a，将 a从Rank中删除， 

Rank=Rank--(a／； 

(4)在 DRjs(。．8)([x]R)≠DP(】s( ，p)([x]c)时 ，重复如下循环： 

令 a为Rank中第一个属性，将 a并人 R，R=RU{a)；同时将 a从 

Rank中删除； 

(5)对所有的cER，进行如下循环：若 Dins(刚)([x]R一{ ))一Dins( ) 

([x]R)，则 R—R一{c)； 



(6)输出该决策表的一个保持所有对象正决策不变的约简 R。 

第 (1)步中计算所有属性的决策重要度的时间复杂度是 

0(Jc}IUl )，其中lCI表示属性的个数，lul表示论域的个 

数 ；在第(4)步中，往约简集R中添加属性 ，需要计算约简集R 

的正决策对象集合，时间复杂度为 0(1Rl JCl lUl )，其中lRl 

代表约简集中属性的个数；第(5)步和第(4)步的时间复杂度是 

一 样的。所以，总的来说，该算法的时间复杂度是 0(1Rj ICl 

lU} )。 

为了验证算法 1的有效性 ，将算法 1与文献[7]中的关于 

保持正域非减的约简算法结果进行了比较。实验中令 a=0．6。 

考虑决策表 S一(U，CU D)，其中，U一{ ， z，⋯，z。}， 

C一{口1，口2，⋯，n6}，D一{d)，女口表 1所歹0。 

表 l 决策表 

计算论域 U在属性集 {d)下的划分为 a／{d}一 ({,271， 

2}，{ 3，z4， 5}，{z6，z7， 8，z9}}，论域 U在属性集 C上的 

戈0分为 a／{C}一{{ 1)，{z2， 6，z8}，{z3}，{ 4)，{ 5，z9}， 

{．z )}，则可求出在属性集 C上的Dx3sc ([ ]c)一{ ， 。， 

-z3，-z4， 5，z6，z7， 8， 9)。 

下面分别计算 U对属性 口1，口2，n3，＆4，a5，n6的划分分别 

为： 

U／{口1}一{{ 1，-z2， 4，z6， 8)，{z3，z5，z7，z9)} 

U／{以2}一{{z1， 3， 4}，{z2， 5，．sT6，z7， 8，X9}} 

U／{a3)一{{zl， 3，z4， 5，z7，z9)，{z2， 6，X8}} 

U／{n4}一{{ l，z3， 5，z7， 9)，{ 2， 4， 6，X8}} 

U／{口5}一{{ 1， 2，z6，z7，z8}，{ 3，X4，z5，379}} 

U／{以6}一{{X1，z2，35"4， 5，z6，X8， 9}，{z3， 7}} 

则可求出每个属性的正决策对象的集合分别为： 

D砌s( )(Ix]。1)一D 

Dms( ，口)([-z] 2)一{ 3，,274， 5，z6，51'7， 8， 9} 

D；~3s(。，∞(Ix]Ⅱ3)一{5176，X7，z8，X9) 

Dpas(枷)(Ix] 4)一D 

Dnas(。，口)(Ix]。5)=={ 3，-z4，X5， 6，z7， 8，z9} 

Dpos(棚)([z]。6)一D 

根据决策重要度排序的结果是：n2，n5，a3，al，124，126。 

根据算法 1得到的决策表 1约简集为{nz，ns}。 

然而，根据文献[7]中的保持正域非减的算法得到的决策 

表 1的约简为{n }。由此可 以看出，本文算法得到的约简集 

明显优于文献[7]得到的约简集，因为直观上就可以看出以单 

个属性 。 作为约简集是不合理的。 

根据得到的约简分别重新对决策表 1的 9条记录进行分 

类 ，用本文算法 1的得到的约简集可以正确分类 7条记录，文 

献[7]得到的约简集只正确分类 6条记录。由这个例子也可 

以看出本文算法得到的约简集更好。 

5 实验分析 

在决策粗糙集的启发式约简中，按照决策重要度逐渐往 

约简集 R中增加属性，避免了属性的组合爆炸问题，极大地 

减少了计算量；并且在删除冗余属性时，总共只进行了l R1次 

比较来剔除冗余属性，而不是检查 R的所有子集 ，因为 R的 

非空子集有 2。R。个，如果 lRl大，那个针对非空子集的计算量 

也是很大的。本文算法在寻找一个较大的约简集 R以及删 

除冗余属性的过程中，都避免了对超出最小属性约简个数的 

随机组合情况的搜索。所以算法的求解速度较快 ，能够得到 

极小约简集。 

为了充分验证该算法的有效性，选取了 UCI数据库中的 

4个数据集 Dermatology，Zoo，Mushroom，Soybean来进行实 

验，令阈值 a为 0．8。使用该文中提到的决策重要度为启发 

式函数和文献[7]中提到的属性重要度为启发函数的算法相 

比较，此处把使用决策重要度的启发式约简算法称为算法 1， 

把使用属性重要度的启发式约简算法称为算法 2，得出比较 

结果如表 2和表 3所列(由于属性已经按照重要度排序，因此 

算法进行属性搜索的顺序就固定了，故对于同一个数据集 ，从 

理论上来说无论运行多少次，得到的结果都是固定的。对这 

些数据进行过超过 5O次实验，同一个数据集约简后的结果都 

不变)。 

表 2 不同数据集的约简结果 

表 3 不同算法的时间比较 

对表 2进行分析 ，可以发现： 

(1)x,l-于同一组数据，本文中使用决策重要度为启发函数 

进行属性约简的算法 1得到的约简集中的属性个数要少于算 

法 2，说明本文中启发算法能够得到较小的约简集； 

(2)对于不同的数据集，无论样本个数的大小，属性个数 

的多少 ，本文算法都能得到较理想的约简结果。 

对表 3进行分析，可知： 

(1)对于同一个数据集，算法 1所用的时间少于算法 2； 

对于不同的数据集，算法 1所用的时间都比较少。 

(2)两个算法在求等价类时的时间复杂度一样 ；采取的启 

发算法不同，所以本文算法 1在局部求取约简 R时 ，时间复 

杂度较小一点。两个算法的运行环境完全一样，经过多次实 

验结果的比较，本文算法在速度上有优势，数据集越大优势越 

明显。 

下面将对所有对象 的正决策的单调性给出数据实验分 

析。数据使用上面的 Dermatology，Zoo，Mushroom，令阈值 a 
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为 0．8，结果如图 1一图 3所示。 

1 3 5 7 9 n l3 l5 l7 l9 23 25 27 29 3l 站 36 

属性个数 

图 1 数据集 Dermatology不同属性个数时正决策对象个数 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 12 13 14 lfi 16 

属性个数 

图 2 数据集 Zoo不同属性个数时正决策对象个数 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 12 1314 15 161718 1g∞ 舡 22 

属性个数 

图 3 数据集 Mushroom不同属性个数时正决策对象个数 

由图 1一图 3可知，正决策对象个数随属性个数的增加 

逐渐增大(非减)，具有单调性特征。保持所有对象正决策类 

不变的属性约简方法相当于将所有概率正区域看成 Pawlak 

模型的正区域，其他两个概率区域看成边界域，使约简具有稳 

定性。 

综合上述分析可知，本文算法得到的约简集较小，求得一 

个约简集所花费的时间较少，所以本文算法的约简效果较好 ， 

且对于大数据集也比较适合。 

结束语 本文深入分析了决策粗糙集的属性约简问题， 

首先提出新的启发函数 ，对属性的重要性给出度量 ；然后基于 

此启发函数设计了新的决策粗糙集属性约简算法。本文算法 

的优点是能够得到一个完备的极小的约简集 ，即约简集中不 

存在冗余属性；另外算法的时间复杂度低，能够显著提高求解 

约简集的效率，在针对大规模数据和高维数据约简方面能够 

得到较好的效果，有很强的实用性。通过 UCI标准数据集实 

验验证表明，本文算法具有较好的约简效果，但还需要进一步 

研究算法对大规模非完备数据的处理能力。 
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