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摘 要 网络结构中的k团挖掘是各种基于网络的应用的基础问题之一。针对大规模网络 k团挖掘效率低的问题， 

提 出了一种高效的大规模网络 k团挖掘算法。首先，将寻找最大密度的 k团问题进一步转化为寻找超过给定密度值 

k团的问题。然后 ，以网络中的顶点和 k一1团顶点为两类顶点构建二部图，并证明应用二部 图可以在多项式时间内 

求解k团问题。在稀疏网络中，提出的算法的时间和空间复杂度分别为o(d)和0( )。实验表明，提出的算法与目 

前最优的算法相比能更准确地挖掘大规模网络中的k团，并且具有更高的运行效率。此外，提出的算法可应用于不完 

全 网络 中的 k团挖掘 。 
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Efficient k-Clique Mining Algorithm in Large-scale Networks 

CHAI Xu-qing DONG Yong-liang 
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Abstract k-clique mining in networks is a basis for most network-based applications．Concerning the problem of lOW ef— 

fieiency for mining k-cliques，this paper proposed an efficient k-clique mining algorithm for large-scale networks．First— 

ly，the problem of finding k-clique with mammal density is transformed to the problem of finding a k-clique Whose densi— 

ty is larger than a given density value．Next，a bipartite network，whose left nodes are nodes in the original network and 

right nodes are k一1 cliques。is constructed，and the k-cliques problem can be solved within polynomial time applying it． 

In sparse networks，the time and space complexities of the proposed algorithm are o(d)and 0( )respectively．The 

experiments show that，the proposed algorithm is more accurate and efficient than the best algorithm at present．Moreo— 

ver，the proposed algorithm can be also applied to mine k-cliques in incomplete networks． 
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互联网的快速发展催生了大量复杂的基于网络结构的数 

据_1]，如用户在社交网络中的连接关系或者交互行为、用户在 

内容分享网站中对内容的评价、电子商务中用户对商品的购 

买历史记录以及网页的超链接结构等。通过对这些网络结构 

数据(简称网络)进行分析，可以发现隐藏在网络背后的用户 

行为信息，从而为用户提供更优质的服务_2]。例如，通过分析 

社交网络中用户的交互行为可以发现网络中具有相似行为的 

用户团体，从而指导用户未来的交互行为_3棚；通过分析电子 

商务中用户的交易记录可以进一步分析用户的长期和短期偏 

好，从而进行商品的个性化推荐l_5 ]。 

网络中的社团挖掘又称为聚类分析，是一种无监督 的机 

器学习方法。研究人员根据具体的应用需求对社团进行定 

义，给出社团挖掘 的 目标函数，并试 图找到最优 的挖掘方 

法 7]。在具体的社团分析应用中，社团的定义与目标函数往 

往是联系在一起的。当给定某社团的定义时，社团挖掘的 目 

标是发现最符合该定义的那些社团。由于网络结构可以用网 

络的邻接矩阵表示，因此传统的基于高维向量的聚类方法都 

可以应用于网络的社团挖掘l_8 。此外，在网络结构中，还可 

以通 过密 集 子 图来 定 义 节点 的社 团 结 构，如 k团 (k- 

Clique)[11-13]、k核(k-Core)[14]等。 

在网络中，k团密集子图是一种重要的社团挖掘方法。 

当 一2时，该问题简化为经典的密集子图问题[1 ]，即找到 

图中顶点集合V的子集s ，使得经 S诱导的子图的平均 

度最大。当 点>2时，k团密集子图问题可以描述为l_1 ：对于 

每个顶点子集 S V，将 S诱导为 C (S)个 k团，并且最大化 

C (S)／lSI。当k为常数时，k团密集子图问题可以在多项式 

时间内解决；当志一3时，文献El13中算法的空间复杂度是线 

性的，时间复杂度约为 0(( m + 。)log( ))，其 中 为网 

络中顶点的个数，m为边的个数。 

文献[11]中提出的算法虽然可以在多项式时间内解决 k 

团密集子图挖掘问题，但是算法的效率不高，很难扩展到大规 

模的网络应用中。为了提高大规模网络中 k团挖掘的性能， 

本文提出了一种高效的k团挖掘算法。在将寻找最大密度的 

k团问题进一步转化为寻找超过给定密度值的 k团的问题 

后，构建了一个二部图网络，并基于该二部图网络进行最大割 

的计算。证明了算法的正确性，并分析了算法的时间和空间 

复杂性。 
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1 k团挖掘算法 

1．1 问题描述 

在无向的网络中，k团是一个具有 k个顶点和k( 一1)／2 

条边的无向网络。在无向的网络 G一(V，E)中，V和 E分别 

表示顶点和边的集合，f f和fEf分别表示顶点和边的个数。 

令 fk( )为 G中顶点 EV所属的 k团的个数， 为G 中所 

有 k团的集合，那么 f f一 ∑ ( )／k。 

定义 1(k团密度) 给定无向网络 G一(V，E)，对于任何 

顶点子集 S V，它的 k团密度为 

(S)一 (S)／1Sl，愚≥2 (1) 

其中，Ck(S)为 S在G中诱导得到的 k团的个数。 

对于给定的无向网络，k团挖掘问题是在 网络中寻找密 

度最大的 k团。该问题可描述为： 

问题 1 给定无向网络 G一(V，E)，寻找顶点子集 S 

V，使得 VS V，满足 一 (S )≥ (S)，即 

S— ar
v
g
s三

m

v

a (S) (2) 

通过对问题 1进行分析，可以将该问题进一步分解为如 

下的子问题。 

问题 2 给定无向网络 G一(V，E)及常数 D，存在顶点子 

集 S V满足 (S)≥D吗? 

于是，当 k为固定的常数时，通过对问题 2进行 O(1ogn) 

次迭代就可以找到问题 1所示的密度最大的k团结构。 

1．2 二部图构建与 k团挖掘 

给定无向网络 G一( ，E)和密度阈值D，以及源节点 S和 

目标节点 t，通过如下方法构建一个二部图。令二部图的左侧 

节点集合为 ，右侧节点集合为 k一1团集合 一 ，二部图的 

边通过如下方式添加： 

1)对于 VvEV，添加一条从 S到 的边，并令其权重为 

( )； 

2)对于V vEV，以及 V cE ，如果 和 c可以构成一 

个 k团，那么在它们之间加一条权重为1的边； 

3)对于VvEV，以及 V CE 一 ，如果 是 c中的一个顶 

点 ，那么在 和C之间加一条权重为。。的边 ； 

4)对于V cE 一 ，添加一条从 c到 t的边 ，并且令权重为 

kD。 

按照上述步骤 ，可以得到如图 1所示的二部图示意图。 

图 1 二部图构建不 葸图 

在图1中，k一1团的个数为l 一 l—t，S和t分别为源节 

点和目标节点。为了便于下文描述，令A=V，B— 一 。在 

二部图的构建过程中，步骤 3)加入了权重为。。的边，这可以 

保证：当一个k一1团在图的割的左侧时，k一1团所包含的顶 

点也在割的左侧。根据上述步骤得到二部图后，可以得到如 

下的定理。 

定理 1 当k为常数(忌= (1))时，应用上述方法得到的 

网络可以在多项式时间内求解 k团问题。 
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证明：首先按照上述方法构建一个网络 Ho，然后计算从 

s(sES)到 t(tE丁)的最小割。对于 志一 (1)，易知上述 4个步 

骤都可以在多项式时间内完成。由于s一{S)，丁一V(Ho)＼s 

(符号＼表示集合的差)是有效的割，因此 S—t的割的上界为 

c 。令 A1一SnA，Bl—SnB，A2一TnA，B2一丁nB。步骤 

3)产生的边使得 k团可以包含 A 中的所有顶点 ，然而包含 

这些边会增大割的权重 ，那么可以得出 A 诱导的 k一1团的 

集合就是 B 。在计算 5一t的最小割时，主要包括 3种情况 ：第 
一 种情况是步骤 1)中的边 ，即 ∑ ( )；第二种情况是步骤 

yEA2 

4)中的边 ，即kD1 A1 l；第三种情况是在 k团下的边。 

在第三种情况下，定义 (1≤ ≤ )为原图G中包含A 

中 个顶点的k团的个数 ，于是有 c 一Ck(A )。对于每个包 

含A 中 (1 ≤k--1)个顶点的k团 ，由于从 vEA 到c∈ 

一  共有 条边(由步骤 2)生成)，因此 S—t的割的代价为 。 

所以， ￡的最小割的值为 
k一 1 

val 一 ∑ ( )+志DIA l+∑ (3) 
∈A2 J一 1 

k 

由于 ∑ 一 ∑ ( )一kc 一 ∑ ( )，可 以得 到 
J一 1 vEA1 ∈A2 

val 一kck+kDlA1 l—kck(A )。于是可以得到如下结论： 

U ，使得 (U)>D当且仅当存在一个最小割，并且该 

最小割的值小于是 。当最小割存在时，A 就是其对应的顶 

点集合。 

1．3 算法复杂性分析 

在上述构建的网络 H。中，仅仅那些能构成 k团的 k一1 

团对算法的时间和空间复杂度有影响。由于每个 k团当中包 

含 k个 k一1团，因此 lBl—O(kck)，于是 HD的顶点和边的个 

数分别为 ： 

l (HD)l=0( +是 ) (4) 

IE(HD)l O(n+∑ ( )4-( 一1)kc )一O(n+k。Ck) 
∈ 

(5) 

式(5)表明算法的空间复杂度为 O(n+k C )。算法的时 

间复杂度取决于k团搜索算法和最大流算法。在k团搜索算 

法中，文献[17]所述的算法列出 的时间复杂度为 O(kma 

(G) 。)，其中 口(G)为图的荫度 。在最大流算法中，本文采用 

文献[183所述的算法，该算法的时间复杂度为 O(m 

log U)，其中U为与最小割相对应的最大流值。所 以当 k为 

固定值时，本文采用的算法的时问复杂度为O(kma(G)卜 + 

( + ) )。 

在实际的应用中，当k取值很小(是《”<m)时，网络中包 

含的 k团个数 远远大于m 和 ，z，即 <m《 。此外，网络 

往往是稀疏的，网络的荫度也很小 ，那么 k团搜索算法的效率 

也很高。所以，在稀疏的网络中，k团挖掘问题的时间和空间 

复杂度近似为 O(c1)和0(ck)。 

1．4 近似采样算法 

在准确的算法中，k团挖掘问题的时间和空间复杂度近 

似为O(c1)和O(ck)，当网络中的C 很大时，计算量仍然非常 

大。为此 ，本文对原网络进行采样，从而得到一个较小的网 

络，使得以适当的概率进行采样后得到的 k团仍然保持原网 

络的最大密度。 

在图 1所示的二部网络中，采用随机游走的方式对网络 

进行采样，然后应用得到的结果对网络中的k团进行近似计 

算。随机游走采样的基本思想如下： 
· 以节点 s为初始点开始随机游走； 



 

· 以1／ 的概率随机选择一条出边，并走向该边的另一 

个定点 ； 
· 以 ]／k的概率随机选择一个 k一1团 C； 

· 从 C点走向终点 t，完成一次采样； 

· 重复上述过程若干次，得到多个从 S到t的路径。 

在每一次采样结束后，依据^( )+DlA J-[-jc(~J 计算 

￡的值，重复若干次后，用总和来近似估计式(3)的 的最小 

割的值。 

2 实验结果与分析 

2．1 实验环境与数据集 

实验平台采用单服务器节点，该节点包含一个 Intel Xeon 

2．83GHz CPU、6144kB高速缓存和 50GB内存。运行的操作 

系统为 Ubuntu 10．04，网络流计算工具采用 HIPR-3．7”。实 

验采用的数据集为公开的数据集 SNAPz’，本文选取了其 中 

soc-Epi-nionsl和 Web-Google两 个 网 络数 据 集。soc-Epi— 

nionsl为有向的用户与用户之间的信任关系网络，Web- 

Google为有向的网页之问的超链接网络。本文将这两个网 

络无向化，即用一条无向边代替任意两个节点间的一条或者 

两条有向边。表 1列出这两个数据集的基本统计信息，其中 

和m分别为网络节点和边的个数，k一3和 k 4分别表示 

网络中 3团和 4团的个数。 

表 1 数据集统计信息 

实验采用如下准确率计算方法对算法的性能进行评估： 
， C 、 

准确率一 (6) 

其中， (S)表示顶点集合 S在给定图中的 k团密度 (见定义 

1)， 为给定图中所有 k团的最大密度值(见问题 1)。 

2．2 实验结果分析 

在实验中，本文将提出的算法与文献El13中的算法进行 

了对比，主要对比了算法的准确率和运行时间。 

首先，实验对比了两种算法的准确率，分别选取了k一3 

和志一4两种情况，实验结果见表 2。对比两个数据集下的实 

验结果发现 ，soc-Epinionsl数据集下算 法的准确率要高于 

Web-Google数据集下算法的准确率，这是由于soc-Epinionsl 

数据集的网络密度要大于 Web-Google数据集的网络密度。 

对比 一3和k一4两种 k团下的结果发现，当 k增大时，算法 

的准确率降低，这是因为同一网络中 k=4时的4团个数要少 

于k=3时的3团个数，因而准确率降低了。对比本文提出的 

方法与文献[11]中的方法可知，本文方法的准确率要高于文 

献[11]的方法。 

表 2 准确率对比 

尼=3和 k=4两种情况，实验结果见表 3。由于 soc-Epi- 

nionsl数据集的网络规模远远小于 Web-Google数据集的网 

络规模，因此算法 的运行时间也较短。当 k从 k一3变化为 

五=4时，文献[11]的方法在 soc-Epinionsl和 web-Google数 

据集下的时间分别增加到原来的 5．8倍和 3．5倍 ，而本文方 

法的时间则分别增加到原来的 4．6倍和 2．7倍，这说明本文 

方法在挖掘较大的 k团时具有更好的可扩展性。此外 ，在同 

一 实验设置下，本文方法所需的时间要远远少于文献El13中 

算法所需的运行时问。 

表 3 运行时间对比(s) 

最后 ，通过实验进一步评估本文方法在不完全网络下的 

k团挖掘性能。通过固定的采样概率 P对 soc-Epinionsl数据 

集中的边进行采样 ，这样每次可以得到原网络比例为 P的不 

完全网络。在不完全网络中，应用本文提出的方法分析 k团 

挖掘问题，观察算法的准确率和运行效率。由于每次采样会 

得到不同的不完全网络，因此每组实验重复 1O次并取结果的 

平均值。在准确率评估中，应用原网络的最优值作为准确值。 

在运行时间的评估中，用原网络所需的运行时间作为基准值 ， 

观察算法在不同采样概率下的加速 比。图 2一图 4分别为 

志一3、k=4和 k一5这 3种情况下的实验结果。当网络的采 

样概率 P不断增大时，算法的平均准确率不断提高，加速比 

不断减小，这与预想的结果是一样的。在图 2中(七一3时)， 

当P增大到0．3后，算法的平均准确率和加速比都变化得比 

较平缓 ，这说明随着网络不完全性的提高(P的减小)，虽然不 

能获得较好的加速比，但是算法的准确率却保持得很好。在 

图 4中(愚一5时)，随着网络不完全性的提高(p的减tb)，加速 

比近似呈线性提高，并且算法在 >O．3以上时都保持着很 

好的准确率。当k=4时，算法的加速比变化和准确率变化都 

在 尼一3和 忌一5之间。通过这 3幅图可以得出，当 k的值较 

大时，算法对不完全网络不仅尽可能地保持着准确率，还有着 

较高的运算效率。 

图 2 不完全网络测试结果(soc-Epinionsl， 一3) 

接下来将通过实验对比两种方法的运行时间，仍然选取 图3 不完全网络测试结果(soc_Epini0ns1， =4) 

”http：／／ avglab．corn／andrew／soft．html 

http：／／snap．stanford．edu／data／inde html 
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图4 不完全网络测试结果(soc-Epinionsl， 一5) 

结束语 本文研究了大规模网络中的 k团挖掘问题，k 

团挖掘是各种基于网络应用的基础问题之一。将寻找最大密 

度的 k团问题进一步转化为寻找超过给定密度值的 k团的问 

题。接下来，以网络中的顶点和 k一1团顶点为两类顶点构建 

二部图，并在该二部图中寻找网络的最大割。在稀疏网络中， 

本文提出的算法的时间和空间复杂度分别为 O( )和 O(q)， 

因而可应用于大规模稀疏网络的k团挖掘。通过与文献[11] 

中的算法进行对比发现，提出的算法能更准确地挖掘大规模 

网络中的 k团，并且具有更高的运行效率。此外通过实验发 

现，本文提出的算法可应用于不完全网络中的 k团挖掘，并且 

在k较大时具有较高的准确率和性能加速比。在未来的研究 

工作中，将进一步研究 k团挖掘问题的并行性，并在主流的分 

布式和并行系统中进行测试。 
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