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一 种松弛的优化均衡流式图划分算法研究 

殷晓波 罗 恩。 

(安徽理工大学计算机科学与工程学院 淮南232001) (中南大学信息科学与工程学院 长沙410083) 

摘 要 在大规模 图数据的分布式处理中，往往需要将图数据进行划分并放置在不同的节点上。如果数据划分得不 

均衡，那么部分节点可能会成为分布式系统的瓶颈。为了提高图数据划分的均衡性，并且有效地应对图数据的快速更 

新，提 出了一种松弛的优化均衡流式图划分算法。首先，定义了一种同时包含划分内部代价和划分之间的割的代价的 

目标函数作为图划分的整体框架。然后，在图划分框架的基础上通过最大化和最小化两种优化函数分析了均衡图划 

分问题，并给出了二者之间的关系。最后 ，针对流式图数据，提 出一种贪婪的图最优 k划分算法。该划分算法以最大 

化优化函数为基础，通过最大化顶点放置产生的 目标函数增加值进行节点划分块的选取。实验表明，提 出的图划分算 

法与相关算法相比，不仅均衡性好，而且通信开销小，在基于该算法进行 图划分时上层应用的计算性能得到了明显的 

提高。 
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Relaxed Optimal Balanced Streaming Graph Partitioning Algorithm 
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Abstract During the distributed processing of large scale graph data，it usually needs to partition the whole graph into 

different nodes．If the partition isn’t balanced，some of the nodes may be the hottleneck of the distributed system．In or— 

der to achieve a balanced partition and handle the quick updates of graph efficiently，this paper proposed a relaxed opti— 

mal balanced streaming graph partitioning algorithm．Firstly，we defined an objective function including COSTS of both in— 

ter-partitions and intra-partition as the general graph partition framework．Secondly，we analyzed the graph partition 

problem according to a maximal and a minimal optimization functions based within the proposed framework，and gave 

their relationships．Finally，we proposed a greedy optimal graph k-partitions algorithm upon the streaming graph．The 

experiments show that，the proposed graph partitioning algorithm have better balance and  lower communication cost 

than related works，and upper applications upon this algorithm have better performance． 
Keywords Graph，Balanced graph partitioning，Distributed computing，Heuristic algorithm 

随着互联网技术的发展，各种在线服务所要处理的图数 

据规模越来越大，例如 Facebook的用户已突破 1o亿并且用 

户间的好友关系已经超过 1400亿个_1]。面对如此大规模的 

图数据，服务提供商往往将整个图数据划分为若干个小的划 

分，采用分布式系统对小的划分数据进行可扩展计算并将计 

算结果进行整合[ 。为了保证分布式系统的性能，各个划分 

之间的数据量要保持平衡从而充分提高分布式系统的加速 

比。此外，不同的划分往往分布在不同的处理节点上，为了使 

不同处理节点之间的通信量尽可能小，要满足各个数据划分 

之间占用的总的图数据的边数最小化。 

现有的分布式图数据处理系统(如 PregelIs]、Pegasus~ ] 

和 GraphLab[5])在对图数据进行划分时往往对图的节点采用 

哈希进行划分，即将图的每个节点随机均匀地划分到k个划 

分上。这种方法可以保证不同划分之间的节点数平衡 ，然而 

却忽视了图数据的整体结构。当将整个图随机划分为k个数 

据块时，图中边的割所占的边总数为图中边总数的 1—1／k。 

由于现实应用中的图往往是稀疏的，因此需要一种有效的均 

衡图划分方法_6]。均衡的图划分问题是最小化划分过程中割 

所占的边的数量。在理论计算机科学中，均衡图划分问题是 

NP难问题，已有的近似算法如文献[7—9]。 

在大规模图数据的处理中，面临的另外一个挑战是动态 

图的高效处理。在线社会网络中每天都有新的用户加入和离 

开，以及用户间好友关系的变化I】 。此外，由消息转发构成 

的图往往也是动态的l_1 。面对规模如此大的图数据，图划分 

问题已然十分困难，再加上图数据的动态变化，使得均衡图划 

分问题变得十分棘手。动态图中的均衡图划分问题又称为流 

式图划分[1 。当节点或边进入或离开时，节点或边的放置必 

须进行实时计算，因而需要高效的流式图划分算法。现有的 
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图划分方法大致可以分为严格的数学方法和启发式方法两 

类。严格的数据方法I1 ]通过对问题进行分析找出近似解，这 

种方法没有好的可扩展性，不能应用于大规模图数据的处理。 

启发式方法[12,14-i6~效率高并且可扩展性好，在实际中往往被 

采用。 

本文研究了流式图数据下的均衡 k划分算法 ，定义了一 

种同时包含划分内部代价和划分之问的割的代价的目标函数 

作为图划分的整体框架，在该框架的基础上通过最大化和最 

小化两种优化函数分析了均衡图划分问题 ，并给出了二者之 

间的关系，提出了一种针对流式图数据贪婪的图最优 k划分 

算法。 

1 图划分模型 

G=(V，E)为无向图，图中节点和边的数量分别为 l l— 

m和fE J ”。对于顶点的子集 S ，令 e(S，S)为两个端点 

都在 S中的边的集合， (S，V、S)为图中割(S，V＼S)穿过的边 

的集合。对于节点 ，令 ts( )为三角( ，叫，z)的个数，其中 

叫，zES。令 Si(i∈{1，⋯，k})为顶点集合，那么图 G的顶点 
k 

划分P一(S ，Sz，⋯，Sk)满足 S n Sj—O(i≠_ )，并且 U S— 

。 令Oe(P)为 G中横跨不同划分的边的集合，那么有8e(P)一 
k 

U P(S，V、s )。 

1．1 图划分框架 

对于每一个划分 s ，它的大小 d(s )可 以通过如下 3种 

情况进行计算：(a)内部边的数量 l e(S ，Si)f；(b)边的数量 

l e(S ，S )l+I e(S ，v、S )l；(c)顶点的数量f S }。 

本文提出一种同时包含划分内部代价和顶点划分之间的 

割的代价的目标函数作为图的划分框架，该目标函数包含划 

分之间的代价 COUT：N 一 +和划分内部的代价 CIN：N 一 

+，这两个代价函数在整数范围内都是增函数。给定图的 

划分 P=(s ，Sz，⋯，Sk)，那么全局代价目标函数为 

．厂(P)一ff】 (1 e(S1，V、S1)f，⋯，l 8( ，V、 )f)+ 

CIN( (S】)，⋯ ， ( )) (1) 

计算划分之间代价 COUT(I e(S ，v＼s ){，⋯，l e(Sk，V＼ 

Sk)f)时，如果每个划分坐落在不同的计算节点上，那么不同 

划分之间的通信将成为网络的瓶颈。为了便于分析，假设图 

的划分 P穿过的每条边的代价为固定的常数，那么 rOUT与割 

的边数成正 比。在计算 划分 内部 的代价 C ( (S )，⋯， 
k 

口( ))时，令 C =∑f( (Si))，其中代价函数f( )为 的凸 

的增函数，并且 c(O)一0。由于需要对各个划分之间的代价 

进行平衡 ，因此当各个划分内部的代价取相同的值时总的代 

价是最小的。于是，上述图划分问题可以进行如下定义。 

定义 1(图的最优 k划分) 给定图 G=( ，E)，寻找顶点 

集合 V的划分 P 一(S ，⋯， )，使得 VP，l P l—k都有 

厂(P )≥ 厂(P)。 

当图数据以流的形式到达时，图的扩张方式包括边的随 

机到达、深度优先和宽度优先 3种方式。当新的边或者顶点 

到达时，流式图划分算法确定如何对新到来的顶点进行放置， 

并且保证已经放置好的顶点不再移动。 

1．2 均衡图划分 

均衡图划分问题是图的最优 是划分的一个特例。在均衡 

图划分中，划分之间的代价等于割所穿过的边的数量，划分内 

部的代价为每个划分的顶点数量 。于是 ，定义 1转化为如下 
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优化问题： 

lS ≤ ，ViE ”，愚} 

rain Jae(P)f 
P (S1，⋯ ，sk) 

本文的思想是对式(1)中的约束条件进行松弛化，令 }S l一 

}，Vi∈{l，⋯，忌)，此时ClN(P)达到最小值，并且在目标函 

数上加入松弛变量 CIN(P)。于是 ，式 (2)所示的优化问题可 

转化为： 

min IOe(P)l+CIN(P) (3) 
P= (s1+⋯ ， 

为了使不同划分的内部代价之间保持均衡，那么函数c，~一 

∑r(J S J)中的代价函数c( )是一个超模的增函数，即当0≤ 

≤z时，c(x+1)--c(x)≥c(．)，+1)--c(y)。本文选取 f(z)一 

a 作为代价函数，其中参数口>O，y≥1。通过对参数7的选 

取，该代价函数可以控制目标函数中划分块大小的不均衡性。 

在 y=1的极端情况下，该代价函数等价于被划分所穿过的边 

的数量，因此忽略了数据块大小产生的不均衡性。当y逐渐 

增大时，工的指数大于 1，那么 32的变化将带来越来越大的代 

价，因而导致代价在不同划分之间产生更大的不均衡性。在 

参数 a的选取上 ，本文令 a=mkr ／ ，那么式(3)所示的优化 

函数进一步转化为： 

． L
Ee(Si,V~Si)

mln +{壹( ) (4) 一 十了厶 一 ， L4 J 
P ‘s ，⋯ ，Sk1 fH R i 1 n 

根据图的模块化理论[1 ，图的最优 k划分同样可以看作 

一 个等价的关于边的最大化问题。给定图G一( ，E)和s 

、厂，将函数 h：2v— 定义为 

(̂S)=}e(S，S)l—f(1S1) (5) 

其中对于所有的口∈V满足h(D)一矗({ })==O。给定点≥1以 

及 V上的划分P一(s ，s9，⋯， )，定义目标函数为 

g(P)一Z
．

h(S ) (6) 

那么对于所有满足 lPl一＆的划分 P，图 G的k划分问题可以 

转化为最大化函数g(P)。通过进一步推导，可得 

(P)=∑(1e(S ，S )l--c(1S J)) 

=m一(∑}e(S ，v、S )l-c(fS f)) 

一优一-厂(P) (7) 

当代价函数c( )一az 的参数 >O并且 )，：2时，通过 

最大化 g(P)可以得到如下的优化 目标函数： 

叁(I e(Si,Si)l一声( S2iS
b i 1 

。1
／
) (8) 

P=(s1．⋯， ) 一 ＼ Z 

其中户一2 。如果图 G为满足概率为P的 Erd6s—R6nyi随机 

图，那么式(8)中的每一项为该划分块中定点数的期望值与真 

实值之间的差 ”]。 

1．3 流式图划分算法 

在流式图数据中，本文提出一种贪婪的图最优 k划分算 

法对顶点的划分进行放置，该算法的基本思想如下：在式(8) 

定义的最大化目标函数中，当新的顶点到达时，通过放置顶点 

使得目标函数的增加值最大。如果当前的顶点划分为P= 

(S ，S。，⋯，Sk)，那么新到达的顶点 73在满足如下条件时被放 

置在划分块S ：对于所有的 ∈{1，⋯，k}，有 

g(Sl，⋯，S U 72，⋯，S，⋯，Sk)≥g(S1，⋯，S ，⋯，S U ， 
⋯

，S ) (9) 



 

令 豫 ( ，Si)：g(Sl，⋯，S U 7．d，⋯，SJ，⋯，Sk)～g(S1， 

⋯ ，Sk)，那么上述贪婪的图最优愚划分算法就是对每一个到 

达的节点 口找到一个划分块 S ，使得 V ∈{1，⋯，k)，船(V， 

S )≥姐( ，Sj)。 

下面进～步分析如何均衡边的割和顶点的个数来优化 目 

标函数。如果令 &(z)=c(z+1)--c(x)，N( )表示顶点 7．3的 

邻居节点集合，那么可得： 

谗(u，S )=lN( )nS I一&(i S 1) (10) 

其中，IN( )nS I表示划分 s 中 的邻居节点要尽可能多， 
一 ＆(1 S l)表示将 加入到 S 中时产生的代价要尽可能小 。 

当代价函数 c( )一口z 时，可得 ( )一 。如果令 

)，=1，那么式(1O)所示的贪婪规则变为 豫( ，S )一1 N(口)n 

S I—a，其含义为将顶点加入到含有邻居节点数最多的划分 

块中，该贪婪规则将导致划分块间的顶点数严重失衡__1 。当 

代价函数 c( )一z ／2时，式(10)所示的贪婪规则变为 船 ( ， 

Si)一fN( )nSi I～fS f=fSi＼』＼r( )f，其含义为将顶点加入 

到含有最少数量非邻居的划分块中[1 。 

2 实验结果与分析 

2．1 数据准备与评价指标 

为了验证本文提出的算法 的性能，实验采用了公 开的 

LiveJournal数据集和合成数据集两种。LiveJournal数据集 

的详细信息参见文献E2o]。由于真实的图数据往往服从幂率 

分布，本文采用文献[17]所示的算法生成一系列不同规模的 

图数据。 

为了对图划分算法的代价进行度量 ，本文定义了 和p 

两个指标用于衡量划分结果。 为划分 P的割所穿过的边占 

图中所有边的比例，P为规范化的最大负载量，它们的计算公 

式分别为： 

：  磐 一划  (11) 边的总数 m 

p： (12) 
’ ／ 

由于划分块的最大负载量为n，并且至少存在一个划分 

块含有 n／k及以上数 目的顶点，因此 ≥ 1。 

2．2 图划分代价测试 

在该组实验中，通过合成数据集对本文提出的算法的参 

数 y进行评估。在选取合适的参数后将本文提 出的算法与 

METIS图划分算法L1 的代价进行了对比。 

在本文算法的参数评估中，将 )，的取值从 1增大到4，并 

且每次增加 0．25。图 1和图 2分别为代价评价指标 和p随 

着 )，的变化图。在图 1中， 随着)，的增加不断增大 ，当 )，增 

加到 1．25后，lD的增加变缓 ；在图 2中，ID随着 y的增加不断 

减小，当 y增加到 1．25后 ，p的减小变缓。因此 ，在后续的实 

验中，我们取参数 )，一1．5。 

图 1 本文算法中A随着 y的变化 

图 2 本文算法中p随着’，的变化 

在选取参数 y：1．5后 ，通过实验对 比了本文算法和 

METIS算法的 和p。我们随机生成了6个大规模图数据， 

每个图的节点规模都在六百万以上。对于不同的图数据，分 

别将节点划分为 2 个数据块(m=2，⋯，7)，实验结果见表 1。 

从表 1中可以看出，不论 m取何值，本文算法的 值都低于 

METIS算法，并且p值都高于METIS算法。这表明本文算 

法与 METIS算法相比较具有更低的划分代价和更好的负载 

均衡性。 

表 1 算法关于合成数据集的性能比较 

2．3 整体性能测试 

在算法的整体性能测试中，我们在 LiveJournal数据集上 

分别采用本文提出的图划分算法和传统的Hash划分算法计 

算了所有节点的PageRank值。 

首先，观察了两种方法在划分个数分别为4、8和16这 3 

种情况下的运行时间和产生的通信开销，结果见表 2。在该 

组实验中，仍然采用参数 y一1．5。从表 2可以看出，在采用 

了本文提出的图划分算法后，在计算 LiveJournal数据集中节 

点的 PageRank值时所需的运行时间和通信开销都大大降低 

了。接下来，在本文提出的图划分算法中，分别取不同边的数 

量的图数据，通过观察计算 PageRank值所需的时间变化来 

衡量该算法的可扩展性。从图 3所示的实验结果可知，当待 

划分的图中包含的边的数量增加时，算法的运行时间近似呈 

线性趋势增长，这表明该划分算法具有很好的可扩展性。 

表 2 算法关于 LiveJournal数据集的性能比较 

图3 采用本文算法计算PageRank值时运行时间随边的规模变化 

结束语 大规模图数据的均衡划分是图数据分布式处理 

存在的必要前提。如果数据划分得不均衡 ，那么部分节点可 

能会成为分布式系统的瓶颈。针对流式图数据的海量性和快 
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速变化性，本文提出了一种松弛的优化均衡流式图划分算法。 

首先，定义了一种同时包含划分内部代价和划分之间的割的 

代价的目标函数作为图划分的整体框架；接下来，在图划分框 

架的基础上通过最大化和最小化两种优化函数分析了均衡图 

划分问题 ，并给出了二者之间的关系；最后，针对流式图数据， 

提出了一种贪婪的图最优 k划分算法。实验表明，本文提出 

的图划分算法与相关算法相比较不仅均衡性好，而且通信开 

销小，在基于该算法进行图划分时上层应用的计算性能得到 

了明显的提高。 
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