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摘 要 提出了一种基于双支持向量回归机的增量学习算法。将获取到的新样本加入训练数据集后，该算法无需在 

整个新的数据集上重新训练双支持向量回归机 ，而是充分利用增量前的计算信息，从而大大减少了模型更新中逆矩阵 

的计算量，提高了算法的执行效率。在人工数据集、时间序列预测和UCI数据集上的数值实验表明，该算法快速有 

效 。 
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Abstract This paper proposed an inerementallearning algorithm based on twin support vector regression．When a new 

sample is added to the training set，our algorithm makes full use of old computing information instead of training all the 

new training set，SO it greatly simplifies the calculation of inverse matrix and improves the execution efficiency．Experi— 

mental results on artificia1 datasets，time series and UCI datasets show that our algorithm has remarkable improvement 

of generalization performance with short training time． 
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1 引言 

支持向量机(SVM)是 Vapnik基于统计学习理论提出的 

一 种新的机器学习方法 ，已成功地应用到多种领域[1-3]。通过 

最大化边界实现结构风险最小化，具有 良好的学习性能和泛 

化能力。对于支持向量回归问题，许多学者进行了研究，已经 

提出了一些解决方法，如多核线性规划支持向量回归机_4]，最 

ebb--乘支持向量回归机[5](LS-SVR)等。 

双支持向量回归机(TSⅥ )借鉴于双支持向量机_6](TS— 

VM)思想，TSVM通过求解两个形如 SVM 的问题来构建两 

个非平行超平面，将一个大的二次规划问题转化为两个小的 

二次规划问题 ，能将训练时间约减到原 SVM 的 1／4。TSvM 

提出后，许多学者对TSVM做了进一步的研究，如文献[7]提 

出了TSvM输出的概率模型，使得分类器输出为校准的后验 

概率，文献E83提出了一种最小二乘递归投影双支持向量机， 

该方法通过添加正则化项使得优化问题正定，可以获得更好 

的泛化性能，将不等式约束转化为等式约束，避免了求解二次 

规划问题，提高了训练速度。基于同样的思想，TSVR也是寻 

找两个非平行超平面，实验结果证明_9]，TSVR在泛化性能和 

训练时间上都具有极大的优势。因此，TSVR也迅速成为支 

持向量机领域的研究热点，如文献[1O]提出了一种e双支持 

向量机(ETSVR)，其通过添加正则化项 lI II +b 来实现结 

构风险最小化，同样，文献[11]中也采用了这种方法。 

由于数据更新使旧的模型失效 ，从而无法满足现实世界 

的需求，因此研究增量学习算法具有极大的现实意义，并且取 

得了一定的成果_】 。增量学习算法具有显著的优越性，首 

先，无需保存历史训练数据，从而可以节省存储空间；其次，在 

新的训练中充分利用了历史的训练结果 ，可以减少后续训练 

的时间，提高效率；最后，增量学习可以很好地解决渐变问题。 

本文结合双支持向量回归机与增量学习的优点，提出了 

一 种基于双支持向量回归机的增量学习算法。在双支持向量 

回归机的训练过程中，计算量主要集中在矩阵的求逆上。每 

当有新的训练样本加人时，训练样本集发生变化 ，旧样本集训 

练出的回归模型已无法准确地描述新样本集的信息，回归模 

型需要更新。相应地，回归模型的更新导致需要重新计算矩 

阵的逆，计算复杂度高，内存占用量大，训练效率低，其原因在 

于完全忽略了以前的计算结果。实际上，在旧样本集上训练 

旧的回归模型时，已经计算过矩阵的逆 ，考虑到如果可以充分 

利用以前的计算结果，将大大地提高回归模型的训练效率，降 

低内存的占用量。基于以上思想，本文对双支持向量回归机 

的增量学习进行了深入研究，提出的增量学习方法充分利用 

了以前的计算结果，无需对新样本集重新训练，使得新增样本 
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后矩阵逆的计算量大大降低 ，提高了模型的训练速度。 

2 双支持向量回归机 

考虑下面的回归问题：设训练样本集(A，y)，其中A是 

m* 的矩阵，第 i行代表第 i个训练样本， ：1，2，⋯，m，y一 

( 1； z．．．·； )为输出样本值，其中y ∈R，求回归函数 一 

，( )。 

TSVR的思想是寻找下界 回归函数：_厂1一 z+bl和上 

界回归函数： = z+6z，其中，∞1∈Rn，∞2∈ ，bl∈R和 

b。∈R，即 TSVR得到两个非平行超平面。引入 e_不敏感损 

失函数来增加双支持 向量回归机 的推广能力，e-不敏感损失 

函数是指当样本点 Al的预测值 f(A )与观测值 y 之差不超 

过e时，则认为此预测值是无损失的，因此对目标函数来说存 

在一个无任何损失值的区域，即￡_带。因此，标准线性 TSVR 

解决两个二次规划问题 ： 

Min÷ ll II。+c 
1,bI 厶 

S．t．Y一( 1+eb1)≤晚1一 (1) 

O 

M n寺l J ll。+cze 叩 

S．t．(A +ebz)--Y~ee2--7I (2) 

O 

其中'f1，C2>0'￡l，￡z为不敏感损失函数， ，呀为松弛变量，P 

为相应维数的单位向量。 

对于非线性情况，引入核函数 K，下界回归函数和上界回 

归函数变为 ，】一 K(x ，A )+61和 厂2一-- 2TK( ，A )+ 

62。标准非线性TSVR解决两个二次规划问题： 

Min÷ Il∞l lI +c1eT 
1’D1 

s．t．y--(K(A，A )(u1+eb1)≤ 1--~ (3) 

0 

Min÷ ll~-o2 II +f28 叩 
⋯ D1 

S．t．(K(A，A ) +ebz)--Y~ee2一刁 (4) 

O 

通过拉格朗日乘子法和极值条件将原始的两个二次规划 

问题转变成其对偶问题，通过对偶问题的求解，得到回归函数 

A和，2，将A和，2合并得到最终的回归函数，一÷(，1+ 

，2)。 

3 基于双支持向量机的增量学习算法 

为了进行双支持向量回归机的增量学习，首先给出一个 

引理。 

引理 1[ 设A∈ 是非奇异矩阵，“，vE 是任意 

向量，若 1+ A “≠0，则A+“ 非奇异，且其逆矩阵可表 

示为： 

(A+“vT) 一A 一 (5) 
l1_ ‘A  “ 

考虑到拉格朗日支持向量 回归机的优越性，将此方法引 

入TSVR，添加正则化项÷(1l∞Il。+ ) ，最大化间隔由原 

来的，z维空间变为7／+1维空间，使 TSVR更加合理；将松弛 

变量由 1一范数变为 2一范数的平方，从而省去了非负约束。最 

后，将不等式约束转化为等式约束。将使用以上方法矫正的 

TSVR记为 LTSVR。 

3．1 线性双支持向量回归机的增量学习算法 

本节采用线性 LTSVR来进行增量学习。线性 LTSVR 

模型如下： 

Min÷(1l ll + )+导 
1-b1 (6) 

S．t．y一(A 1+eb1)一 1一 

M 
，

in @ (1l cuz l} +6；)一．c z T~
b (7) ⋯  r7、 

S．t．(A(￡J2+eb2)--Y--eel一 

与式(1)、式(2)相 比，式(6)、式(7)转化为等式约束的可 

微强凸函数的最小化问题，省去了迭代求解的繁琐步骤，通过 

求解线性方程得到最优化问题的解。 

消除松弛变量，得： 

Min÷(1l ll + )+ lI y一(A 1+幻1)一踞1 Il。 
⋯ 口1 

(8) 

Min÷(1l∞2 ll +6；)+等ll(AoJ2+eb2)--Y--e~．2 ll 
∞ 0'00 

(9) 

令G=I-A P]，，一y一踞1， 一y+ 2，“1一[ ，b1]， 2一 

[ ，6z]，则上式表示为： 

MinL。( 。)一 “2 1- Cl I『，一 ll (1o) 

Min L。(“ )一告“l+号Il C,u 一h Il (11) 

采用最优性条件，可知 ： 

一Ul--C1GT(f—Gu (12) 

．

O Lz
一“2+C2GT(Gu2-- )一0 (13) 

求解上式得： 

1一(卜卜c1( G)-1(c1( _厂) (14) 

“2一(卜卜C2GTG)一 (c2GT̂ ) (15) 

假设新增样本点( + ，ym+1)，令 g一[ + ，P]，Q—J+ 

CiG G， 一1，2，则线性 LTSVR变为： 

MinL (“ )一 1
“{+号II[f；ym+ 一￡ ]一[G；g]“ ll 

(16) 

Min L2(uz)一 1
“l+号Il[G；g]“2一[h；ym+1+e2]ll 

(17) 

由最优性条件及引理 1求解，得： 

“1=(I+c1GTG+c1 g) (c1 GT厂+c1 ( +1--E1)) 

一 (Ol+c1 g) (cl GT厂+c1 ( +1一￡1)) 

一( 一再Q11瓣ClgTgQl1)(f1GTf+ClgT(ym+l--e1)) 

(18) 

“2一(H’c2GTG+c2g g) (c2GT̂+c2gT( +1+￡2)) 

一(Q +c2 g) (c2GT +f2g ( +1+￡2)) 

一( 一丁O_．2-- 1c gg Tg O~-1)(f GTh+C
2 ( + +e2)) 

(19) 
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从式(18)、式(19)可以看出，每加入一个新的样本点 

(xm+，，ym+ )，在计算U 和“2时，可以利用以前的计算结果 

(即Q『 )来完成当前计算，从而大大减少了计算量。 

综上所述，线性 LTSVR的增量学习算法流程如下： 

设初始样本集为(A，y)，其中A是m* 的矩阵，共 m个 

样本，y一( 1； 2；⋯； )为输出样本值。 

Step 1：初始化参数 C1和 c2，e1和 ￡2。 

Step 2：使用式(14)和式(15)计算得到参数 “1和 “2，并 

保存计算结果 ，用于增量学习。 

Step 3：新增样本( +1， +1)，使用式(18)和式(19)计算 

参数 U-和 “z，并相应地更新 Q『 。 

Step 4：以后新增样本均使用 Step 3中方法计算参数 U 

和 “2。 

3．2 非线性双支持向量回归机的增量学习算法 

对于非线性 LTSVR模型，引入核函数 K，其模型变为： 

i6n专(1I Il +躇)+ (2o) 1， f yf1、 
s．t．y一(K(A，A )cc’1+eb1)一睢l— 

i? 1(1l 092
b l】 + )+号矿 (21) Ⅲ⋯ ’’ r91、 

s．t．(K(A，A ) +ebz)一y一饨l一 

消除松弛变量 ，得： 

Min÷(1l cc，1 ll + )+百Cl II y一(K(A，A )cc，1+ 1)一 
1 'D1 

l II。 (22) 

Min÷(II ccJ2 ll + )+昔 ll(K(A，A ) Web2)--y-- 
撕 '00 

瞎2 lI (23) 

令G一[K(A，A )P]，，一y一癌1， 一y+饨2，“1一[c￡，『， 

b ]，“z一[ ， ]，则上式表示为： 

MinL (“ )一告“}+号ll，一 ll (24) 

Min L2(“2)一专 +号ll Gu2一 ll (25) 

采用最优性条件，可知 ： 

3L1
~IA1--ClGT(f—Gu1)=0 (26) 

dL-2一 M
2+f2 Gr(Gu2--h)一O (27) 

求解上式得： 

“1一(I+c1GVG)一 (f1GTf) (28) 

M2一(I+c2GTG)一 (f2GTh) (29) 

假设新增样本点( +1， +1)，令g：[K( +l，A )， ]， 

Q=I+c GrG， ：1，2，则非线性 LTSVR变为： 

Min L。(“ )一÷ {+{}lI[f；Ym十 一e ]--[G；g]u1 ll 

(30) 

MinL2(“ )=告“；+ 争1l[G；g] 2--Eh；ym+1+e2]II 
u2 

(31) 

由最优性条件及引理1求解，得： 

“1=(H-c1 GrG+c1 g) (clGT，+c1g ( +1一s1)) 

一 (Q1+c1 g)一 (c1GT，+clg ( +1一e1)) 

= (Qi-lm瓣 )(ClGTf+C1gT(ym+1--E1)) 
(32) 
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2：(I+c2G G+c2g g)一 (c2G +c2g (3 +1+e2)) 

=(Q +c2g g) (c2GT +c2 ( +1+￡2)) 

一(Q 一0

l

_．2

十

-

：

c

c

2

2

g

g TgQ 

g

~-
．

i

)(C2Grh+C2gT(ym+1+￡2)) 

(33) 

综上所述，非线性 LTSVR的增量学习算法流程如下： 

设初始样本集为(A，y)，其中A是m* 的矩阵，共m个 

样本，y一( 1； 2；⋯；ym)为输出样本值。 

Step 1：初始化参数 C1和 C2，￡1和e2，核函数 K。 

Step 2：使用式(28)和式(29)计算得到参数 Ul和 ，并 

保存计算结果Q『 ，用于增量学习。 

Step 3：新增样本( + ，ym+ )，首先使用核函数K将样 

本点映射到高维空间，然后使用式(32)和式(33)计算参数U 

和 ，并相应地更新 Q．- 。 

Step 4：以后新增样本均使用 Step 3中方法计算参数 U- 

和 “2。 

3．3 计算复杂度分析 

设初始样本集为(A，y)，其中A是m*n的矩阵，共 个 

样本，y=( 1； I．．·；Ym)为输出样本值，令G=EA P]。 

考虑到计算机做乘法的复杂度远高于加法 ，因此以下关 

于时间复杂度的分析只考虑算法所需做乘法的次数。假设新 

增样本( + ，Ym+。)，令g一[ +-，e]。若不进行增量学习， 

即在新的样本集上重新训练双支持向量 回归机，则需计算矩 

阵表达式(J+c1GTG+cl g)-。。令 M—J+clGTG+clg g， 

则其时间复杂度主要由3部分组成：C GTG、C gTg和M-。。 

其中 ClGTG需要做( +1)m+m(n+1)。次乘法，C1gTg需要 

做( +1)+( +1) 次乘法，对于 ，由于矩阵求逆有不同 

的方法，但一般情况下，其乘法次数不小于( +1)。。若进行 

增量训练，Qi- 已知，则需计算Q 一譬 ，其大约 
需要做 2( +1)+4(n+1) +( +1)。次乘法。比较两种不 

同的计算方法，则一般情况下，前者比后者大约需要多做 

(m一1)( 一1)+(m一3)( +1) 次乘法。因此，增量学习可 

以有效地减少训练时间。 

4 数值实验与分析 

本节进行仿真实验来验证算法的有效性及优势。为了克 

服参数寻优的困难，在本文实验中，令 C 一Cz一2 ，指数 i在 

[一1o，10]的范围内寻找最优值，￡ 一ez—O．01。核函数采用 

RBF核函数exp(— 等 )，文献[17]给出了参数 的极 

限性质，当 >0且过小时，可对所有训练样本正确分类，这很 

容易造成“过学习”的情况；当 过大时，其推广能力或对新样 

本的正确分类能力为零 ；因此，参数不宜过大，也不宜过小，在 

本文实验中，参数 在E1，10-]范围内寻找最优值。 

本文将从回归性能和训练时间两个方面考察 ETSVR、 

LTSVR和ILTSVR 3种算法的优劣。实验数据包括两个人 

工数据集、一个时间序列和5个UCI数据集。实验的性能评 

价准则为：SSE一∑( — )；其中，y 为准确值，y 为回归函 

数值。 

4．1 人工数据集 

(1)仿真目标函数为： =X 。通过以下方法获得训练 

样本集 ： 



 



表 2 Mackey-Glass最优参数值及 SSE值 

卑步 多步 

I TSVR I rSVR EITSVR L，TSVR IUrSVR 

i 10 10 —5 10 10 

d 1 1 1 1 1 

SSE 0．002 0．002 0．003 0．042 0．042 

从图 5、图 6和表 2可以看出，ETSVR、LTSⅥ 和 ILTS- 

VR对 Mackey-Glass时间序列的预测结果旗鼓相当，都达到 

了较好的预测效果，对于SSE值，LTSVR和ILTSVR略小于 

ETSVR。 

下面对 比三者的训练时间，将训练数据分成 9份，做 9次 

训练，第 次训练样本为前7／份样本，实验结果如图 7、图8所 

示 。 

霹  
苗  

蝤 
5  

训练样本数 

图 7 单步预测训练时间 

训练样本数 

图8 多步预测训练时间 

从图 7和图 8可以看出，在 Mackey-Glass时间序列预测 

的实验 中，LTSVR 和 ILTSVR的训 练时 间同样 大大少于 

ETSVR的训练时间，且随着训练样本增加，ILTSVR训练时 

间逐渐少于 LTSVR，且增长缓慢。 

4．3 UCI数据集 

为了进一步验证本文算法的有效性，从 UCI机器学习标 

准数据库中选取了5个数据集进行实验，随机选取每个样本 

集中 1O％的样本作为测试数据。wine、COIL、Housing采用 

线性 LTSCR，MPG、Parkinson采用非线性 LTSVR，核函数采 

用 RBF函数。训练前数据采用下式做归一化处理： 

一 —

x  i--

= =

m

=

ea

=

n

=

t
,

；
xi)

，i= 1，2，⋯ ，优 

~／ r(zf)十C 

其中，mean(x )为均值，var(x )为方差，C为常数，用于防止 

除以零的现象发生。 

5个数据集基本属性及实验结果如表 3、表4所列。 

从表 4可 以看 出，在 5个 UCI数 据集上 ，LTsVR 和 

ILTSVR的SSE值较小，回归效果良好。同样，ETSVR也可 

以获得良好的结果。 

表 3 数据集基本属性 

数据集 ! 些 旦! ! 
4898 392 5875 5822 506 

12 8 26 86 14 

样本数 

维数 
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表 4 UCI数据集最优参数值及 SSE值 

对比训练时间，将训练数据分成 9份，做 9次训练，第 

次训练样本为前 份样本。以Parkinson和COIL为例，其他 

3个数据集训练时间图走势大体相同。从图 9和图1O可以 

看出，ETSVR训练时间较长 ，增长速度较快 ；LTSVR训练时 

间少于 ETSVR，增长速度相对平缓；ILTSVR训练时间最短， 

增长速度最缓慢。因此 ，相 比 ETSVR，LTSVR与 ILTSVR 

的执行效率更高，可以有效地节省训练时间，且随着训练样本 

的增加，ILTSVR在训练时间上的优势会进一步凸显出来。 

图9 Parkinson数据集训练时间 

图 10 COIL数据集训练时间 

结束语 本文提出了基于双支持向量回归机的增量学习 

算法，算法结合了双支持向量回归机与增量学习的优势，在保 

证预测精度的前提下，可以大大缩短算法的计算时间。实验 

结果表明，算法快速有效。 

随着训练样本的不断增加，样本集的规模会越来越大，导 

致计算量增大，训练效率降低。为了提高算法的执行效率，必 

须有效地缩减训练样本集的规模，因此下一步的研究工作是 

设计出高效删除冗余样本的方法，从而进一步满足实际应用 

的需求。 
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