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摘　要　一个无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）的顶点子集ＤＶ 是控制集，当且仅当任意一个顶点ｖ∈Ｖ－Ｄ至少与一个顶点ｕ∈Ｄ
相邻。图Ｇ中的顶点数最少的控制集称为最小控制集，带权控制集问题是求解给定的顶点带权的无向图Ｇ的权最小
的控制集。结合强弦图的性质，给出基于局部比值法的线性时间算法来求解强弦图带非负权的控制集问题，同时给出
了算法复杂度的证明。
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１　引言

本文讨论的图为无向连通图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），其中Ｖ 为顶点
集；Ｅ为边集，即不同顶点构成的无序对。如果ＳＶ，Ｓ的顶
点导出子图Ｇ［Ｓ］定义为Ｇ（Ｓ）＝（Ｓ，Ｅ（Ｓ）），当Ｅ（Ｓ）＝｛｛ｘ，

ｙ｝∈Ｅ｜ｘ，ｙ∈Ｓ｝。一个无向图称为弦图，当图中任意长度大
于３的圈都至少包含一个弦，即不存在一个导出ｋ（ｋ≥４）圈。
一个无向图是弦图当且仅当它有一个完美消除序列。文献
［１］对完美消除序列做了详细的定义。所谓完美消除序列，就
是一个有ｎ个顶点的无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），存在一个∝：｛１，

２，…，ｎ｝Ｖ 的双射，即有一个顶点序∝：｛ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉｎ｝，按
这个顶点序删除图Ｇ中的ｖｉ 点那么图的余下部分原来与ｖｉ
相邻的所有点都能构成一个团。一个图存在一个强消除序列
［ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ］，那么这个图为强弦图。强消除序列应该满足
以下两个条件［２］：

１）如果ｉ＜ｊ＜ｋ且ｖｉｖｊ，ｖｉｖｋ∈Ｅ，则ｖｊｖｋ∈Ｅ；

２）如果ｉ＜ｊ＜ｋ＜ｌ且ｖｉｖｋ，ｖｉｖｌ，ｖｊｖｋ∈Ｅ，则ｖｊｖｌ∈Ｅ。
根据条件１）可以找出一个完美消除序列。因此每一个

强消除序列都是一个完美消除序列，且每一个强弦图都是弦
图。判定一个图是否是强弦图是线性时间的，对于一个有ｎ
个顶点和ｍ 条边的图Ｇ，判定这个图是强弦图并找出一个时
间复杂度为Ｏ（ｎ＋ｍ）的强消除序列［３］。

一个无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）有一个控制集ＤＶ 当且仅当任
意一个顶点ｖ∈Ｖ－Ｄ至少与一个顶点ｕ∈Ｄ相邻，即ｖ被ｕ
控制。图Ｇ中的顶点数最少的控制集被称为最小控制集，其
顶点个数被称为控制数γ（Ｇ）。带权控制集问题是求解给定
顶点带权的无向图Ｇ的权最小的控制集，一般情况下要求权
值非负。给定一个无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）的最小带权控制集实例
（Ｇ，ω），ω为一个顶点集到非负实数的一个映射，ω：Ｖ→ＲＲ＋表

示每个顶点有一个非负的权值ω（ｖ）。为方便表述：（ｕ，ｖ）∈Ｅ
表示ｕ与ｖ两个点相邻。对于一个顶点ｕ∈Ｖ，ｖ的所有相邻
点表示为Ｎ（ｖ）＝｛ｕ∈Ｖ｜（ｕ，ｖ）∈Ｅ｝，即ｖ的开邻域，Ｎ［ｖ］＝
Ｎ（ｖ）∪｛ｖ｝即ｖ的闭邻域。若一个集合Ｄ（ＤＶ）是一个控
制集，那么最小权控制集可以用一个整数线性规划进行描述：

Ｍｉｎｉｍｉｚｅ∑
ｎ

ｉ＝１
ω（ｖｉ）ｘｉ



Ｓｕｂｊｅｃｔ　ｔｏ ∑
ｖｊ∈Ｎ

［ｖｉ］
ｘｉ∈｛０，１｝

ｘｊ≥１，ｖｉ∈Ｖ

图的控制集问题是图论的重要理论问题之一。最小权控
制集问题和最小权独立控制集问题对于强弦图来说存在多项

式时间算法［４，８］，而这些问题对于弦图来说都是 ＮＰ－ｈａｒｄ［５－６］

的。强弦图的各种控制集算法得到了广泛的研究［７－１４］，同时

Ｆａｂｅｒ还给出了基于松弛对偶方法强弦图的线性时间算
法［１０］。本文给出基于局部比值法的强弦图带权控制集问题
的线性时间算法。

２　强弦图带权控制集问题的线性时间算法

局部比值法在近似算法早期就已经出现，Ｇａｒｅｙ的装箱

问题［１５］、Ｇａｖｒｉｌ的无权顶点覆盖问题［１６］、Ｒｏｓｅｎｋｒａｎｔｚ的商旅

问题［１７］都采用了类似的想法。１９８１年，ＢａｒＹｅｈｕｄａ和 Ｅ－
ｖｅｎ［１８］在研究顶点覆盖和集合覆盖问题时，明确提出了局部

比值法。由于局部比值法是近似算法的一种有效的方法，因
此应用非常广泛。局部比值法通常需要为所求解的问题创建
一个权函数，在这个权函数下求解出可行解。

引理１［１９］　假设求最小值问题ｍｉｎ｛ｃ（ｘ）｜ｘ∈Ｒ｝的权函
数ｃ（·）可分解为ｃ（·）＝ｃ１（·）＋ｃ２（·）。若ｘ∈Ω是关于
权函数ｃ１（·）和ｃ２（·）的一个ｒ－近似解，则ｘ也是关于权函
数ｃ（·）的一个ｒ－近似解。当ｒ＝１时，ｘ就是精确解。

算法根据强弦图的强消除序列ｖ１，…，ｖｎ，从ｖ１ 到ｖｎ 遍
历进行局部比值及减权操作，然后在从最后得到的权为０的
顶点中选择一些点作为最小带权控制集。本文结合强弦图的
性质，给出基于局部比值法的线性时间算法来求解强弦图带
非负权的控制集问题，该算法可在线性时间内得到精确解。

为了阐述方便，先对一些变量定义进行说明：集合Ｄ 用
于保存最小控制集；Ｇ［Ｎ［ｖｉ］］表示ｖｉ 的闭邻域的点的导出
子图；集合 保存Ｇ［Ｎ［ｖｉ］］；Ｇ［·］表示 中某一个导出子
图。

算法的具体说明如下：首先按图的强消除序列循环遍历
所有顶点，每遍历一个顶点就查出这个顶点闭邻域的最小权
值，然后将这个顶点闭邻域的所有点的权值减去这个最小权
值，同时将Ｇ［Ｎ［ｖｉ］］保存在 中。以此循环会得到一个有若
干顶点权值为０的图及列表 。接着按强消除序列的逆序查
找可以用的权值为０的点放到控制集Ｄ 中。查找要求是这
个０不能同时出现在两个以上的Ｇ［·］中。

算法１（强弦图带权控制集问题的线性时间算法）　
１．输入：一个含ｎ个点的带权强弦图的问题实例（Ｇ，ｗ），其中强消除

序列为ｖ１，…，ｖｎ
２．ｍｉｎＶａｌｕｅ＝０；

３．Ｄ←；

４． ←；

５．ｆｏｒ　ｉ１＝１，…，ｎ　ｄｏ

６．　ｍｉｎＶａｌｕｅ＝Ｎ［ｖｉ１］中的最小权值；

７．ｉｆ　ｍｉｎＶａｌｕｅ＞０ｔｈｅｎ

８．　　ｗｉ＝ｗｉ－ｍｉｎＶａｌｕｅ，ｖｉ∈Ｎ［ｖｉ１］；

９．　　ａｄｄ　Ｇ［Ｎ［ｖｉ１］］ｔｏ ；

１０．　ｅｎｄ　ｉｆ

１１．ｅｎｄ　ｆｏｒ

１２．ｆｏｒ　ｉ＝ｎ，…，１ｄｏ

１３．　　ｉｆ　ｗｉ＝０且存在一个Ｇ［Ｎ［·］］∈ ，使得｜Ｇ［Ｎ［·］］∩（Ｄ∪
｛ｖｉ｝｜≥２ｔｈｅｎ

１４．　ｃｏｎｔｉｎｕｅ；

１５．ｅｌｓｅ

１６．　ａｄｄ　ｖｉｔｏ　Ｄ；

１７．ｅｎｄ　ｉｆ

１８．ｅｎｄ　ｆｏｒ

１９．输出：Ｄ

定理１　算法１可在线性时间内求解强弦图最小带权控
制集的精确解。

证明：首先通过算法１中第１－１１行可将目标函数进行
如下分解：

∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
　 ∑
ｖｊ∈Ｎ

［ｖｉ］
δｉｘｊ＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｗｎ＋１
ｉ ｘｉ

其中ｗ１
ｉ＝ｗｉ；

ｗｊ＋１ｉ ＝
ｗｊｉ， ｖｉＮ［ｖｊ］

ｗｊｉ－δｊ， ｖｉ∈Ｎ［ｖｊ｛ ］

δｊ＋１＝ ｍｉｎ
ｖｉ∈Ｎ［ｖｊ＋１

］
ｗｊ＋１ｉ ，ｊ≤ｎ（ｗｊ１ｉ ≥ｗ

ｊ２
ｉ ，ｊ＜ｊ２）

则有ｗｊｉ 表示程序运行到第５行中ｉ＝ｊ时ｗｉ的值。显然，对

ｉ，ｊ都有ｗｊｉ≥０，因此对ｉ有δｉ≥０。
设ｔ＝｛ｉ｜δｉ＞０｝，Ｔ＝｛ｖｉ｜ｉ∈ｔ｝。现构造如下ｎ＋１个顶

点赋权图：Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ＋１，对ｉ有ＧｉＧ。

ｉ≤ｎ时，ｇ（Ｇｉ，ｖｊ）＝
０， ｖｊＮ［ｖｉ］

δｉ， ｖｊ∈Ｎ［ｖｉ｛ ］

ｉ＝ｎ＋１时，ｇ（Ｇｉ，ｖｊ）＝ｗｎ＋１
ｊ ，即ｇ（Ｇｉ，ｖｊ）表示Ｇｉ 中定

点ｖｊ 的权值。
记ｆｉ（Ｄ）为控制集Ｄ在Ｇｉ 中的顶点权之和，ｆ（Ｄ）为控

制集Ｄ在Ｇ 中的顶点权之和，则有

ｆｉ（Ｄ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｇ（Ｇｉ，ｖｊ）ｘｊ＝ ∑

ｖｊ∈Ｎ
［ｖｉ］
δｉｘｊ，ｉ≤ｎ

则有ｆ（Ｄ）＝∑
ｎ＋１

ｉ＝１
ｆｉ（Ｄ）。记 Ｍｉ 为Ｇｉ 的最小控制集的最小权

值。

因此对Ｇ的一个权最小控制集Ｄ，有ｆ（Ｄ）≥∑
ｎ

ｉ＝１
Ｍｉ。

由引理１得，若某一控制集Ｄ同时是Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ＋１的
的权最小控制集，则Ｄ为Ｇ 的权最小控制集。
首先ｉ＝１，…，ｎ，Ｍｉ＝δｉ且Ｍｎ＋１＝０，控制集Ｄ为Ｇｉ（ｉ＝

１，…，ｎ）权最小控制集ｉ∈ｔ有｜Ｎ［ｖｉ］∩Ｄ｜＜２。
以下将证明算法１中第１２－１９行得到的集合Ｄ 为Ｇｉ

（ｉ＝１，…，ｎ）权最小控制集。
首先证Ｄ为Ｇｉ（ｉ＝１，…，ｎ）的控制集。因为ＧｉＧ，所

以，该问题等价于证Ｄ为Ｇ 的控制集。
由算法中第１－１１行得，对ｖｉ，ｖｊ∈Ｎ［ｖｉ］有ｗｎ＋１

ｊ ＝

０（这里的ｖｊ 特指ｗｉｊ＝δｉ的ｖｊ）。
记ｔｉ＝｛ｊ｜ｖｊ∈Ｎ［ｖｉ］且ｊ∈ｔ｝；
证明ｈ∈ｔｊ 有ｈ≤ｉ。

因为对ｖｈ′∈Ｎ［ｖｊ］，ｈ′＞ｉ有ｗｉ＋１ｊ ＝００≤ｗｈ′ｊ ≤ｗｉ＋１ｊ ＝

０ｗｈ′ｊ ＝０δｈ′＝０ｈ′ｔ，从而得证。

因为ｖｉ 和ｖｊ 相邻，对ｖｉ，①若ｖｊ∈Ｄ，则ｖｉ 被控制；

②ｖｊＤ。
由算法１中第１３－１５行得：

因为ｖｊＤ，所以Ｇ［Ｎ［ｖｍ］］∈ ，从而有ｖｊ′∈Ｄ，ｊ′＞
ｊ，使得ｖｊ，ｖｊ′∈Ｇ［Ｎ［ｖｍ］］ｊ′＞ｊ，ｈ∈ｔ，有ｖｊ′ｖｈ∈Ｅ（Ｇ），

ｖｊｖｈ∈Ｅ（Ｇ）。
因为ｊ′＞ｊ，ｈ≤ｉ，ｖｈｖｊ′，ｖｈｖｊ∈Ｅ（Ｇ），ｖｉｖｊ∈Ｅ（Ｇ），如图１

所示。
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图１　ｖｉ，ｖｊ，ｖｈ，ｖｊ′关系图

由强弦图的定义得ｖｉｖｊ′∈Ｅ（Ｇ），所以ｖｉ 也被控制。因
此，Ｄ为控制集。
再由算法１中第１３－１５行得：不存在ｉ∈ｔ，有｜Ｎ［ｖｉ］∩

Ｄ｜≥２，因此Ｄ为Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ 的权最小控制集，显然Ｄ 为

Ｇｎ＋１的权最小控制集。

３　算法分析及示例

为了能更详细地说明算法的运行过程，以顶点数为８的
带非负权强弦图为例进行阐述。算法运行过程为两个步骤。
第一步为局部比值顶点的权循环遍历减少的过程，如图２所
示。

图２　顶点权值遍历减少过程图

图２中顶点圆圈内部数字为顶点的序号，序号｛１，２，３，４，

５，６，７，８｝也是此强弦图的强消除序列，顶点圆圈外部为顶点
的权值。顶点局部比值由顶点序号从小到大进行。

（１）ｖ１ 与ｖ３，ｖ４，ｖ６ 顶点相邻，那么从ｖ１ 的闭邻域Ｎ［ｖ１］
中（即ｖ１，ｖ３，ｖ４，ｖ６）找最小权值，这个最小权值为１。然后用
这个最小权值１减去Ｎ［ｖ１］中所有点的权值，结果如图２（ｂ）
所示。同时，需要将Ｎ［ｖ１］顶点的导出子图Ｇ［Ｎ［ｖ１］］保存在
列表 中。

（２）ｖ２ 的闭邻域Ｎ［ｖ２］中的权值最小，也就是图２（ｂ）中

ｖ２，ｖ３，ｖ４ 和ｖ６ 的最小权值，这时为１。然后用这个最小权值

１减去Ｎ［ｖ２］中所有点的权值，结果如图２（ｃ）所示。同时，再
将Ｎ［ｖ２］顶点的导出子图Ｇ［Ｎ［ｖ２］］保存在列表 中。

（３）ｖ３ 的闭邻域Ｎ［ｖ３］中的权值最小，也就是图２（ｃ）中

ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４ 和ｖ６，ｖ７ 的最小权值，因为这时最小权值为０，所
以不需要用这个０减Ｎ［ｖ３］中所有点的权值，也不用将Ｇ［Ｎ
［ｖ３］］保存在 中。依次类推，得到图２（ｉ）状态。通过循环局
部比值减少闭邻域中的权值后，发现图２（ｉ）的权值为０的点
为ｖ１，ｖ３，ｖ５ 和ｖ６，ｖ７。同时，保存在列表 中的闭邻域的导出
子图包括：Ｇ［Ｎ［ｖ１］］，Ｇ［Ｎ［ｖ２］］，Ｇ［Ｎ［ｖ５］］。

图３（ａ）为Ｇ［Ｎ［ｖ１］］，图３（ｂ）为Ｇ［Ｎ［ｖ２］］，图３（ｃ）为

Ｇ［Ｎ［ｖ５］］。图３中标记的权值均为局部比值最后的结果值。
根据 中保存的导出子图产生的时机，可以推论出所有０权
值点都在 中保存的导出子图中。

图３　保存在 中的顶点导出子图

接下来解释算法的第二部分即如何选控制集，此时按顶
点序号从大到小遍历，即强消除序列的逆序进行。控制集

Ｄ为空，且只有Ｇ［Ｎ［ｖ１］］，Ｇ［Ｎ［ｖ２］］，Ｇ［Ｎ［ｖ５］］保存在列表
中。通过循环找到第一个权值为０的点ｖ７，｜Ｇ［Ｎ［ｖ５］］∩
（Ｄ∪｛ｖ７｝）｜＝１（见图３（ｃ））、｜Ｇ［Ｎ［ｖ２］］∩（Ｄ∪｛ｖ７｝）｜＝０
（见图３（ｂ））和｜Ｇ［Ｎ［ｖ１］］∩（Ｄ∪｛ｖ７｝）｜＝０（见图３（ａ））都满
足小于２的条件，于是Ｄ＝｛ｖ７｝。然后找到ｖ６ 权值为０，因为

｜Ｇ［Ｎ［ｖ５］］∩（Ｄ∪｛ｖ６｝）｜＝２（见图３（ｃ）），不满足条件，则跳
过ｖ６；同理跳过ｖ５；再找到ｖ３ 的权值为０，因为｜Ｇ［Ｎ［ｖ５］］∩
（Ｄ∪｛ｖ３｝）｜＝１、｜Ｇ［Ｎ［ｖ２］］∩（Ｄ∪｛ｖ３｝）｜＝１和｜Ｇ［Ｎ［ｖ１］］∩
（Ｄ∪｛ｖ３｝）｜＝１都满足条件，所以将ｖ３ 加入控制集中，所以

Ｄ＝｛ｖ７，ｖ３｝；程序查找到ｖ１ 的权值为０，因为｜Ｇ［Ｎ［ｖ１］］∩
（Ｄ∪｛ｖ１｝）｜＝２，不满足条件，程序跳过ｖ２ 直到程序结束。最
后得到最小权控制集为Ｄ＝｛ｖ７，ｖ３｝，控制集的权为３。当然
本例还有其他最有控制集权也为３，比如Ｄ＝｛ｖ６｝，因为本算
法只考虑最小权值，所以并不需要考虑控制集顶点数最小的
情况。

通过程序的两次循环，第一次顶点序从小到大进行局部
比值，Ｎ［ｖ＿ｉ］中所有的顶点权值都减去本闭邻域中的最小权
值；第二次顶点序从大到小，从每一个保存在列表 的

Ｇ［Ｎ［ｖ１］］中只选出一个权为０的顶点即可找到最小带权控
制集Ｄ。
结束语　局部比值法起源于近似算法，在强弦图性质的

支持下，其近似性能比ｒ＝１，因此可以获得精确解。设输入
图的顶点数为ｎ，算法１的第２－４行在常数时间Ｏ（１）内初始
化变量，第５－１１行在Ｏ（ｎ）时间内将图的权值分解，第１２－
１８行在线性时间Ｏ（ｎ）内挑选满足第１３行要求的权值为０的
顶点子集，该顶点子集将作为最小控制集返回。因此，算法总
的运行时间复杂度为Ｏ（ｎ）。对于一个给定的图，可以利用文
献［３］的算法在Ｏ（ｎ＋ｍ）的时间复杂度判定是否为强弦图，
同时找出此图的强消除序列。然后再利用本文基于局部比值
法的线性时间算法即可计算出非负权图的最小带权控制集。
本算法较基于松弛对偶方法强弦图的线性时间算法更易于理

解和操作。
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２，３
定义罚函数优化：

ｍｉｎ
ｘ，ｙ
　Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍ）＝（∑

３

ｉ＝１
ｙｉ－Ｍ）２＋Ｍ２（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３－２）２＋

Ｍ２∑
３

ｉ＝１
［ｘ２ｉ（１－ｙｉ）２＋（ｙ２ｉ－ｙｉ）２］

使用 Ｍａｔｌａｂ计算结果如下：

第１步　设一个初始点（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（２０，２０，２０），（ｙ１，

ｙ２，ｙ３）＝（２０，２０，２０），Ｍ１＝－１０，Ｎ＝１０，计算ｍｉｎ
ｘ，ｙ
　Ｆ（ｘ，ｙ，

Ｍ１），得近似解（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（１．９９７４，０．０００８，０．０００８），（ｙ１，

ｙ２，ｙ３）＝（０．９７８１，－０．０８５１，－０．０８５１）。

第２步　设Ｍ２＝－１００，计算ｍｉｎ
ｘ，ｙ
　Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍ２），得近似解

（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（２．００００，０．００００，０．００００），（ｙ１，ｙ２，ｙ３）＝
（０．９９９８，－０．００１０，－０．００１０）。

第３步　设Ｍ２＝－１０００，计算ｍｉｎ
ｘ，ｙ
　Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍ３），得近似

解（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（２．００００，０．００００，０．００００），（ｙ１，ｙ２，ｙ３）＝
（１．００００，０．００００，０．００００）。

结束语　本文提出了压缩感知问题的一种新的等价表示

和一个对应的目标罚函数算法，证明了该算法的收敛性。该

目标罚函数具有２阶光滑，可以使用超线性收敛算法计算无

约束罚优化问题，如牛顿算法。

该算法的计算有效性在实际压缩感知问题中的应用和改

进是下一步的研究内容，另外可以在新的等价表示问题上提出

新的罚函数和算法以研究。本文的思路为研究压缩感知问题

开辟了一个新的途径，为研究稀疏优化问题提供了新的思路。
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