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摘　要　首先定义了压缩感知优化问题的一个等价表示问题，证明了这个等价表示问题的最优解也是压缩感知优化
问题的最优解。然后定义了它的一个具有２阶以上的光滑性的目标罚函数，给出了一个迭代求解算法，证明了所提算
法的收敛性定理。定理表明，可以通过求解目标罚函数来获得压缩感知优化问题的近似最优解，该方法为研究和解决
实际的压缩感知问题提供了一个新的工具。
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１　引言

压缩感知理论源于信号处理和图像处理研究，目前在信
号、图像、定位、故障诊断、大数据分析等领域有广泛应用。

Ｃａｎｄèｓ和Ｔａｏ为解决信号压缩问题提出了压缩感知优化问
题的正则化表示，这一思想被广泛地应用于随后的压缩感知
问题的研究中［２－４］。压缩感知问题也推动了稀疏优化的广泛
研究［５－６］。正则化思想是将压缩感知优化问题从０模转化成

１模或ｐ模范数问题，因为０模问题无法直接求解（ＮＰ－ｈａｒｄ问
题），正则化方法提供了一种解决压缩感知问题的重要途径。

近年来，压缩感知问题的求解方法大多局限在正则化表
示这一思路上，主要思路有如下几种：１）利用罚函数的正则化
表示，如文献［７－８］；２）利用ｐ模构造新的正则表示，如文献
［９－１０］；３）利用光滑逼近０模函数的正则表示，这样可以提高

１模表示的光滑性，采用收敛更快的算法，如文献［１１－１２］。还
有其它表示方法。
研究者针对不同的正则表示法提出了不同的算法，有关

压缩感知优化算法主要有活动集方法、迭代投影算子法、凸规
划法、交替方向法和增广拉格拉日法等［２－５］。这些算法用于解
决不同的压缩感知问题，ｐ（０＜ｐ≤１）模正则化表示由于受到
光滑性限制，除了采用进化计算方法外，在设计算法时需要考
虑光滑化问题。由于ｐ模问题仅在一定条件下可以得到０模
问题的最优解，因此ｐ模问题在应用时不一定有效，需要寻

找更好的求解方法。为此，本文提出了一种压缩感知０模问
题的新表示，它等价于０模问题，同时提出了一种目标罚函数
方法来求解这种新的问题。
罚函数是求解约束优化的一种重要方法，它是将约束优

化问题转化成无约束优化题的方法，对于简化约束优化问题
起到关键作用。其由于使用简单、便于掌握，受到许多工程优
化研究者和应用者的青睐。压缩感知的ｐ模问题的正则化
表示本质上可以看做是一种精确罚函数的形式。罚函数有２
次、低阶、精确等多种形式，Ｍｅｎｇ等于２０１３年发展了一种新
的精确目标罚函数求解约束优化问题方法［１３］，Ｚｈｅｎｇ等于

２０１６年提出了一种Ｍ 目标罚函数来求解不等式约束优化问
题［１４］，特别是大Ｍ 罚参数进行求解时比传统的罚函数方法
具有更好的稳定性。鉴于此思想，本文在提出一个０模等价
新问题的基础上，定义一种 Ｍ 目标罚函数优化问题，并给出
了相应的求解算法，在不需要文献［１４］证明算法收敛的条件
下，证明了所提出的算法收敛性。本文的创新点：１）给出了一
种新的０模问题等价表示；２）提出了一种求解压缩感知问题
的目标罚函数方法，通过求解无约束罚函数问题得到原来压
缩感知优化问题的近似解。本文为解决压缩感知问题供给了
一种新的思路和方法。

２　等价表示及其目标罚函数方法

设变量ｘ∈Ｒｎ，ｍ×ｎ矩阵Ａ，向量ｂ∈Ｒｍ，Ｐ０压缩感知问题：



ｍｉｎ
ｘ
　‖ｘ‖０，ｓ．ｔ．Ａｘ＝ｂ

学术界几乎都采用如下表示（正则化Ｐ１ 问题）［２］：

ｍｉｎ
ｘ
‖Ａｘ－ｂ‖＋λ‖ｘ‖１

或者（正则化Ｐｐ 问题）

ｍｉｎ
ｘ
‖Ａｘ－ｂ‖＋λ‖ｘ‖ｐ

其中，参数λ，ｐ＞０。
下面给出问题Ｐ０ 的另一种优化问题Ｄ０ 表示：

ｍｉｎ
ｘ，ｙ
ｆ（ｘ，ｙ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ

ｓ．ｔ．Ａｘ＝ｂ，ｘｉ（１－ｙｉ）＝０

ｙ２ｉ－ｙｉ＝０，ｉ＝１，２，…，ｎ
定理１　 （１）若问题Ｄ０ 存在可行解，则问题Ｐ０ 也存在

可行解。
（２）若（ｘ＊，ｙ＊）是问题Ｄ０ 的最优解，则ｘ＊是问题Ｐ０ 的

最优解，且‖ｘ＊‖０＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｙ＊ｉ 。

证明：（１）显然成立。（２）假如ｘ＊不是问题Ｐ０ 的最优解，
则存在一个ｘ′（Ａｘ′＝ｂ）使得：

‖ｘ′‖０＜‖ｘ＊‖０
ｘ′非零元素个数小于ｘ＊非零元素个数，对于ｉ＝１，２，…，

ｎ，若ｘｉ′≠０，设ｙｉ′＝１，否则ｙｉ′＝０；若ｘ＊ｉ ≠０，设ｙ＊ｉ ＝１，否
则ｙ＊ｉ ＝０，显然有：

ｆ（ｘ′，ｙ′）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ′＜ｆ（ｘ＊，ｙ＊）＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｙ＊ｉ

ｘｉ′（１－ｙｉ′）＝０，ｙｉ′２－ｙｉ′＝０，ｉ＝１，２，…，ｎ。（ｘ＊，ｙ＊）不
是问题Ｄ０ 的最优解。矛盾。
定理１说明通过求解问题Ｄ０ 的最优解可以得到压缩感

知问题Ｐ０ 的最优解。反之，若ｘ＊ 是问题Ｐ０ 的最优解，且

ｘ＊ｉ ≠０，令ｙ＊ｉ ＝１，否则，令ｙ＊ｉ ＝０，得到（ｘ＊，ｙ＊）是问题Ｄ０
的最优解。因此，问题Ｐ０ 与问题Ｄ０ 在本质上是等价的。
设Ａｊ＝（ａｊ１，ａｊ２，…，ａｊｎ），ｊ＝１，２，…，ｍ，定义一种目标罚

函数问题Ｄ０（Ｍ）：

ｍｉｎ
ｘ，ｙ
　Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍ）＝（∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ－Ｍ）２＋

Ｍ２∑
ｍ

ｊ＝１
（Ａｊｘ－ｂｊ）２＋Ｍ２∑

ｎ

ｉ＝１
［ｘ２ｉ（１－ｙｉ）２

＋（ｙ２ｉ－ｙｉ）２］

上述形式与文献［１４］（目标罚函数为 ｍａｘ｛∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ－Ｍ，

０｝２）中的不等式目标罚函数要求不同。
定理２　设（ｘ＊，ｙ＊）是问题Ｄ０ 的最优解，给定 Ｍ 小于

０，设（ｘ＊Ｍ，ｙ＊Ｍ）是问题Ｄ０（Ｍ）的最优解，如果（ｘ＊Ｍ，ｙ＊Ｍ）是问题

Ｄ０ 的可行解，则（ｘ＊Ｍ，ｙ＊Ｍ）是问题Ｄ０ 的最优解。
证明：根据已知，有：

Ｆ（ｘ＊Ｍ，ｙ＊Ｍ，Ｍ）＝（∑
ｎ

ｉ＝１
ｙ＊Ｍｉ－Ｍ）２

≤Ｆ（ｘ＊，ｙ＊，Ｍ）＝（∑
ｎ

ｉ＝１
ｙ＊ｉ －Ｍ）２

因为Ｍ＜０，∑
ｎ

ｉ＝１
ｙ＊Ｍｉ≥０，∑

ｎ

ｉ＝１
ｙ＊ｉ ≥０，有：∑

ｎ

ｉ＝１
ｙ＊Ｍｉ≤∑

ｎ

ｉ＝１
ｙ＊ｉ 。

由于（ｘ＊，ｙ＊）是问题Ｄ０ 的最优解，得∑
ｎ

ｉ＝１
ｙ＊Ｍｉ≥∑

ｎ

ｉ＝１
ｙ＊ｉ ，因

此（ｘ＊Ｍ，ｙ＊Ｍ）是问题Ｄ０ 的最优解。
算法１　

Ｓｔｅｐ１　设（ｘ１，ｙ１），Ｍ１＜０，Ｎ＞１和ｋ＝１；

Ｓｔｅｐ２　以（ｘｋ，ｙｋ）为起始点计算优化问题ｍｉｎ
ｘ，ｙ
Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍｋ），若得最优

解（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）；

Ｓｔｅｐ３　若（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）是问题Ｄ０的可行解，则（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）是问题Ｄ０
的最优解。否则，令 Ｍｋ＋１＝ＮＭｋ，ｋ＝ｋ＋１，转Ｓｔｅｐ２。

文献［１４］的算法收敛的条件较多，本文不需要其他条件，
下面证明算法收敛性定理。
定理３　若问题Ｄ０ 存在可行解，假设｛（ｘｋ，ｙｋ）｝是由算

法１产生的序列，那么有以下结论。
（１）若｛（ｘｋ，ｙｋ）｝是有限序列，即在第ｋ步终止，则｛（ｘｋ，

ｙｋ）｝是问题Ｄ０ 的最优解。
（２）若｛（ｘｋ，ｙｋ）｝是无限序列，假设存在某个ｋ′使得对所

有ｋ＞ｋ′都有ｆ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）＞Ｍｋ，则｛（ｘｋ，ｙｋ）｝的每个收敛聚
点（ｘ＊，ｙ＊）是问题Ｄ０ 的最优解，否则，问题Ｄ０ 无最优解。
证明：（１）根据定理２可知结论成立。
（２）假设存在某个ｋ′使得对所有ｋ＞ｋ′都有ｆ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）＞

Ｍｋ，设（ｘ′，ｙ′）是问题Ｄ０ 的一个可行解，因为（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）是

ｍｉｎ
（ｘ，ｙ）
　Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍｋ）的最优解，那么有（∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｋ＋１ｉ ′－Ｍｋ）２≤Ｆ（ｘｋ＋１，

ｙｋ＋１，Ｍｋ）≤Ｆ（ｘ′，ｙ′，Ｍｋ）＝（∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ′－Ｍｋ）２，则有∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｋ＋１ｉ －

Ｍｋ≤∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ′－Ｍｋ（当ｋ＞ｋ′），因此，可得序列｛∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｋ＋１ｉ ｝是有界

的，并且有Ｆ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１，Ｍｋ）≤（∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ′－Ｍｋ）２，设：

Ｃ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）＝∑
ｍ

ｊ＝１
（ＡＴｊｘｋ＋１－ｂｊ）２＋∑

ｎ

ｉ＝１
［（ｘｋ＋１ｉ ）２（１－

ｙｋ＋１ｉ ）２＋（（ｙｋ＋１ｉ ）２－ｙｋ＋１ｉ ）２］
有：

Ｍ２ｋＣ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）≤（∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ′－Ｍｋ）２－（∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｋ＋１ｉ ′－Ｍｋ）２

即得：

Ｃ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）≤ １Ｍ２ｋ
［（∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ′）２－２　Ｍｋ∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ′，－（∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｋ＋１ｉ ′）２

＋２　Ｍｋ∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｋ＋１ｉ ′］

由上式得知序列｛（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）｝是有界的，不妨设（ｘｋ＋１，

ｙｋ＋１）→（ｘ＊，ｙ＊）（当ｋ→＋∞），根据上式令ｋ→＋∞，有

Ｃ（ｘ＊，ｙ＊）＝０，得（ｘ＊，ｙ＊）是问题Ｄ０ 的可行解，由∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｋ＋１ｉ ≤

∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ′得∑

ｎ

ｉ＝１
ｙ＊ｉ ≤∑

ｎ

ｉ＝１
ｙｉ′，（ｘ＊，ｙ＊）是问题Ｄ０ 的最优解。

假设不存在某个ｋ′使得对所有ｋ＞ｋ′都有ｆ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）＞
Ｍｋ，由于ｋ→＋∞，Ｍｋ→－∞，则ｆ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１）→－∞，即问
题Ｄ０ 无最优解。证毕。

定理２和定理３说明，对于给定的大Ｍ，求解ｍｉｎ
（ｘ，ｙ）
Ｆ（ｘ，ｙ，

Ｍｋ）的最优解可以得到问题Ｐ０ 的近似最优解。求Ｆ（ｘ，ｙ，

Ｍ）的二阶导数：

２　Ｆ
ｘ２ｉ

＝Ｍ２（∑
ｍ

ｊ＝１
ａ２ｊｉ＋（１－ｙｉ）２）

２　Ｆ
ｙ２ｉ
＝２＋２　Ｍ２（ｘ２ｉ＋６ｙ２ｉ－６ｙｉ＋１）

２　Ｆ
ｙｉｘｉ＝

２　Ｆ
ｘｉｙｉ＝４　Ｍ

２　ｘｉ（ｙｉ－１）

显然，当（ｘ，ｙ）是问题Ｄ０ 的可行解时，▽２　Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍ）是
正定的。罚函数Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍ）具有２阶光滑，因此，可以采用具
有超线性收敛速度的牛顿算法或拟牛顿算法求解ｍｉｎ

（ｘ，ｙ）
Ｆ（ｘ，ｙ，

Ｍｋ）。下面给出一个算例来说明算法的使用过程。

算例：给出一个简单０模问题算法１的使用过程：

ｍｉｎ‖ｘ‖０
ｓ．ｔ．ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝２
显然存在一个最优解：（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（２，０，０），它的等价

表示：

　　　 （下转第１３２页）
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（上接第９８页）

ｍｉｎ　ｙ１＋ｙ２＋ｙ３

ｓ．ｔ．ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝２，ｘｉ（１－ｙｉ）＝０，ｙｉ（１－ｙｉ）＝０，ｉ＝１，

２，３
定义罚函数优化：

ｍｉｎ
ｘ，ｙ
　Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍ）＝（∑

３

ｉ＝１
ｙｉ－Ｍ）２＋Ｍ２（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３－２）２＋

Ｍ２∑
３

ｉ＝１
［ｘ２ｉ（１－ｙｉ）２＋（ｙ２ｉ－ｙｉ）２］

使用 Ｍａｔｌａｂ计算结果如下：

第１步　设一个初始点（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（２０，２０，２０），（ｙ１，

ｙ２，ｙ３）＝（２０，２０，２０），Ｍ１＝－１０，Ｎ＝１０，计算ｍｉｎ
ｘ，ｙ
　Ｆ（ｘ，ｙ，

Ｍ１），得近似解（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（１．９９７４，０．０００８，０．０００８），（ｙ１，

ｙ２，ｙ３）＝（０．９７８１，－０．０８５１，－０．０８５１）。

第２步　设Ｍ２＝－１００，计算ｍｉｎ
ｘ，ｙ
　Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍ２），得近似解

（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（２．００００，０．００００，０．００００），（ｙ１，ｙ２，ｙ３）＝
（０．９９９８，－０．００１０，－０．００１０）。

第３步　设Ｍ２＝－１０００，计算ｍｉｎ
ｘ，ｙ
　Ｆ（ｘ，ｙ，Ｍ３），得近似

解（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝（２．００００，０．００００，０．００００），（ｙ１，ｙ２，ｙ３）＝
（１．００００，０．００００，０．００００）。

结束语　本文提出了压缩感知问题的一种新的等价表示

和一个对应的目标罚函数算法，证明了该算法的收敛性。该

目标罚函数具有２阶光滑，可以使用超线性收敛算法计算无

约束罚优化问题，如牛顿算法。

该算法的计算有效性在实际压缩感知问题中的应用和改

进是下一步的研究内容，另外可以在新的等价表示问题上提出

新的罚函数和算法以研究。本文的思路为研究压缩感知问题

开辟了一个新的途径，为研究稀疏优化问题提供了新的思路。
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