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基于“逻辑与”算子的双量化多粒度粗糙集模型

陈 华 峰 1 沈 玉 玲 1 龙 建 武 〃 瞿 先 平 〃

(重庆电讯职业学院基础部重庆402247)1 (重庆理工大学计算机科学与工程学院重庆400054)2

摘 要 在 多粒度近似空间中，将刻画相对量化信息的变精度粗糙集和描述绝对量化信息的程度粗糙集通过“逻辑 

与”算子结合起来，建立了基于“逻辑与”算子的双量化多粒度粗糙集模型，并分别从乐观和悲观双量化多粒度粗糙集 

的角度对模型的一些数学性质进行了讨论。该模型对多粒度近似空间中的相对量化信息和绝对量化信息同时进行了 

描述，在处理带噪声的数据方面有一定的应用价值，丰富了基于粗糙集理论的知识发现的理论基础。
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Abstract In th is s tu d y, the double quantita tive m ulti-g ra nu la tio n rough set m odel based on log ica l con junction operator 

was proposed in m ulti-g ra nu la tio n approxim ate space. T he variable precision rough set w h ich is characterized by re lative  

quantita tive in fo rm a tion and graded rough w h ich describes absolute quantita tive in fo rm a tion were conbined to set double 

quantita tive m ulti-g ra nu la tio n rough set model based on log ica l con junction operater. Some m athem atical properties o f 

the investigated rough set model were researched in the view po in ts o f op tim is tic and pessim istic. T he constructed model 

describes re la tive quantita tive in fo rm a tion and absolute quantita tive in fo rm a tion at the same tim e in an approxim ate 

space. I t is useful to process noisy data and provides m ore abundant theoretica l p rinc ip le fo r know ledge discovery based 

on rough set theory.
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1 引 言

粗糙集理论作为一种高效的研究不确定性的数学理论， 

最早由波兰数学家P a w la k ra于 20世 纪 80年代提出。其理 

论基础是基于等价关系所构成的对论域的划分，然后利用集 

合间的包含关系定义一对近似集，再根据已有的知识来近似 

地逼近未知的概念。该理论将人的智能体现在对事物、行为、 

感知等的分类能力上，而不确定性正好可以归属到对近似集 

所刻画的边界域中，其已被广泛应用于机器学习、医疗诊断、 

数据挖掘等诸多领域。然而，随着理论研究和工程应用的不 

断深入，经典粗糙集模型表现出了明显的不足，其因缺乏近似 

空间的定量信息从而不能有效处理数据噪声。因此，对粗糙 

集进行量化模型的构建与研究具有极其重要的意义[1°]，而变 

精度粗糙集[1112]和程度粗糙集[8_9]分别从相对量化信息和绝 

对量化信息入手对粗糙集进行了改进，在将变精度粗糙集与 

程度粗糙集结合研究方面已经取得了部分成果[2，1315]。从粒 

计算的角度来看，这些扩展的粗糙集模型的本质仍然是在单

一粒度空间中定义的，目标概念的近似集仍是由一个二元关 

系所诱导的粒度空间中的信息粒来近似表示的。钱宇华 

等[45]在对决策分析的相关研究中指出，多个决策者之间的关 

系有可能是相互独立的，因而需要采用多个二元关系来进行 

目标的近似逼近，并针对性地提出了多粒度粗糙集模型的概 

念。在多粒度粗糙集与量化粗糙集模型结合研究方面，窦慧 

丽等提出了可变精度多粒度粗糙集模型[1]，吴远志等[7]则研 

究了程度多粒度粗糙集，在此基础上沈家兰等对可变程度多 

粒度粗糙集进行了讨论[6]。徐怡等[16]则在弥补乐观多粒度 

粗糙集模型较为宽松、悲观多粒度粗糙集模型较为严格的缺 

点的基础上，为使粗糙集理论能从多粒度计算的角度对名义 

型和数值型并存的混合型数据进行处理，将邻域多粒度粗糙 

集模型与可变粒度粗糙集模型相结合，提出了基于邻域的可 

变粒度粗糙集模型。

本文正是在这些研究的基础上，在多粒度近似空间中将 

变精度粗糙集与程度粗糙集这两种各具优点的粗糙集模型通 

过“逻辑与”算子相结合并进行研究，建立基于“逻辑与”算子
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的双量化多粒度粗糙集模型。与传统粗糙集模型相比，该模 

型同时考虑了相对量化信息和绝对量化信息，本文在建立模 

型后对其基本的数学性质进行了系统性的研究。

2 预 备 知 识

本节将简要介绍变精度粗糙集模型、程度粗糙集模型和 

多粒度粗糙集模型的相关基本知识，为讨论基于“逻辑与”算 

子的双量化多粒度粗糙集模型提供必要的理论基础。设四元 

组<5=〇/，4 7 ^ ，？)为一个信息系统，其中卩 ={沿，而，*"， 

}为论域且是非空有限对象集，A T =  {心，a2，…，am }为属性 

集，V 为有限值域，F = { / | t/—' ，a^ A T }是对象关于属性 

的关系集。对任意的A G A T ，可以得到一个不可分辨关系， 

即 I M X A ) =  {C r，：y) e t /X LT: V A ，a C r) = “〇) }，则 (7 中 

关于属性A 的所有与工具有不可分辨关系 l iV D  (A )的对象 

的集合为D r]A =  b e : (X ，：y) e  I M X A )}，即为工关于属性 

集 A 的等价类。

2 . 1 变精度粗糙集模型[11_12]

设 S 为一个信息系统，对 任 意 的 X G L T ，A G A T ， 

c(D r]A ，x ) =  1 - 1 D r ]A D X I / 1 D r ]A | 称为等价类D r ] A 关于 

集合 x 的错误分类率，其中| • |表示集合的势。设卢@〇到 

1 的实数，为可调错误分类水平，1 一P 为精度。集 合 =

{工€(7 : C(〇r ] A ，X )<  1 —戽 和 =  {工€(7 : C(D r]A ，X )

1  别为 X 的精度为1 一0 的关于属性A 的上、下近似集。若 

，则称 X 在精度1 一^下是关于A 粗糙的，否则称 

X 是关于A 精确的。而 是 “关 于 X 的错误分类率小于 

1 一卢的等价类”的所有元素并集，¥ 是“关于 X 的错误分类 

率不大于^的等价类”的所有元素的并集。在变精度粗糙集 

模型中参数0 的取值范围一般为[0，0. 5)，也可以将参数卢的 

取值范围限定在(〇. 5，1]，这两种情况具有很强的对称性，因 

此一般情况下只需研究其中一部分，而另一部分可以类似地 

得到[14]，本文中 p e [〇,〇.5)。

2 . 2 程度粗糙集模型[9’12]

设 S 为一个信息系统，对任意的X ^ LT，A ^ A T ，々e i V 为 

非负整数，集合石x = b e t / : i d J a r u i  >々}和 b e  

叫d j a I — I D d A n x i <々}分别为 x 的程度为々的关于a  

的上、下近似集，若 石 则 称 x 在程度々时是关于A  

粗糙的，否则称其是关于a 精确的。其中，石 x 是“属于 x 的 

元素个数多于々个等价类”的并集，么 x 是“最多只有々个元 

素不属于x 的等价类”的集合。

2 . 3 多粒度粗糙集模型[4_5]

在粒计算数据分析的方法中，采用一族不可分辨关系来 

进行目标概念的近似逼近，即为多粒度粗糙集模型，其形式上 

包括乐观多粒度粗糙集和悲观多粒度粗糙集。

设 S 为一个信息系统，A :，A 2，…，A mG A T ，对于任意的

的乐观多粒度下近似算子 f ：A ?(X ) 与上近似算子
i =  l

£ a ?(x )的定义分别为：
i =  l

£ a ?(x )= { x e u -- m Ai v  ••• v  ^ x }

S A ?Q 〇 =  〜 f ：A ?(〜X )
i =  l  i =  l

其中，〜X 表示 X 的补集，当上、下近似集不等时，称集合 X  

关于粒度益^八，…，A m 是乐观粗糙的。从定义中可以看出，

当某个对象属于乐观多粒度下近似时要求该对象至少有一个 

粒度上的等价类包含在目标概念中。与乐观多粒度粗糙集相 

对应的悲观多粒度粗糙集的定义如下：

i=i 1 m
S A f (X) = 〜 £ Af (〜X)

i= l  i= l

由该定义可知，当某个对象属于悲观多粒度下近似集时， 

要求该对象在所有粒度上的等价类都包含在目标概念中，因 

此悲观多粒度下近似的要求比乐观多粒度下近似的要求更为 

严格。

3 基 于 “逻 辑 与 ”算 子 的 双 量 化 多 粒 度 粗 糙 集 模 型

本节在多粒度近似空间中通过“逻辑与”算子，将刻画相 

对量化信息的变精度粗糙集模型和描述绝对量化信息的程度 

粗糙集模型结合起来，建立一个基于“逻辑与”算子的双量化 

多粒度粗糙集模型，并对该模型的一些基本性质进行了讨论。 

接下来将分别对乐观双量化多粒度粗糙集模型和双悲观量化 

多粒度粗糙集模型进行讨论。

3. 1 乐观逻辑与双量化多粒度粗糙集模型

定 义 1 设 S 为一个信息系统，若 A n A 2，…，A mG A T ， 

卢€[〇，1]，々 €#为非负整数，对任意的叉[^/，叉基于“逻辑 

与”算子的乐观双量化多粒度下近似算子和上近似算子的定 

义分别如下：

(X ) = { x e u ：.v c c C M a .,x ) 〇 a zv c I M Az |-  

i M Azn x i <^)}

⑵ = 〜! ， _  (〜x)

称 序 偶 (|^?_ (幻 ，| ^ ? _  (X ) )为集合X 依精度为卢且程

度为々的乐观逻辑与双量化多粒度粗糙集，由下近似的定义 

可知，当某个对象工属于逻辑与乐观双量化多粒度的下近似 

集时，要求工至少有一个粒度使得夂[工]~，X ) < ^ 且同时存 

在一个粒度使得 I [ 3 az I — I [x ]az n x i < ，々其中粒度乌和 

人可以相同也可以不同。

根据定义1所定义的近似算子，我们可以给出乐观逻辑 

与双量化多粒度粗糙集的各个粗糙区域。由于程度粗糙集的 

下近似集并非一定包含于上近似集，因此分别定义正域、负 

域、上边界域、下边界域为：

⑴ i ^〇 〇 §A? =|卢?摩〇〇〇|卢?岸 〇〇

( 2)  Neg(X) ^ A〇 = 〜( | ^ “ （X) 摩（X ))

(3 ) U&tz(X ) § a 〇 = ^ A ? m  (X ) ~ t A ? m  (X )

(4) L h (X ) §

(5 ) Btz(X ) - a 〇 = ^ A ? m  (X )A  S A ? m , ( X )

本文将粗糙集区域形式进行简写，如正域简记为 

其中“A”表示集合的对称差运算，因此： 

BnCX)^Ak=LbnCX^Ak [JUbn(X^Ak 
接下来将对乐观逻辑与双量化多粒度粗糙集模型的性质 

进行研究。
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定理 1 设 S 为一个信息系统，若 A ，A 2，…，A mG A T ， 

卢€ [〇，1]，々€iV 为非负整数，对于任意的X G L T，关于 X 的乐 

观逻辑与双量化上近似集有：

(x ) = { x e t / ： ,a (c(M a . ,x ) < i -^) v

A ( i M Azn x i > . ) }

证明：由定义 i 知：

= 〜! ，_ ( 〜x)

= 〜 {工 即 :叉 〇 ( [ ：̂ ，〜叉 ) < 卢) 八 戈 ( | [ ：̂ |  —

五 (I [x]az I — I Maz n 〜 x  | > )々}
m | [工]A. f l 〜 X  | m

= { x e u ： A a  |[i ] Aj  > ^ > v  za c i  [^]az I -

|M A/D 〜X | > y〇}

m I \_x ]a- n ^ l  m
= { x e u ：,a ( | 必  | >的 v (厶 i M az n x i >々)}

= { 工€ ^ 7 : & ( K D r l ^ ，X ) < 1 —於 v A ( I D r ] A z n x i >

k))
由定理 i 可知，当对象工属于乐观逻辑与双量化多粒度 

上近似集时，所有粒度满足c([i ]a7，X )< 1  或者对所有的 

粒度有 I M az n  x  | > 々成立。

定理2 设 S 为一个信息系统，若 A ，A 2，…，A mG A T ， 

斤[〇,〇.5)，々 €#为非负整数，对于任意的叉，1 ^ ^ /，乐观逻 

辑与双量化近似算子有如下性质成立。

(1)| ，岸 (⑴

⑵ !，_ (0 ) = 0

⑶  | ^ « 门  Y )S | ^  ⑶  n g A ^ (y)

⑷ !，岸 (取 口  ⑶  u | a ^ (y)

(5) ! ~ 取 ) [ I ，- ⑶ 门 | ^ ⑵

⑷ !，岸 (取 口  | ，岸 ⑶ u | A ^ m

(7) 若 々 & 且 ^ ，々2e i v ，则

| 5 ^ (X)- | ^ (X)

(8) 若 戽 且 戽 ，泽€[〇,〇.5)，则

S ^ (X )- S ^ (X)

(x )s l A 。 ⑶

证明:性质(1)和(2)由定义1易证。

关于性质(3)，对 于 任 意 的 工 ( x n  ，由定义1 

可知存在粒度a ,■和a z 使得K D d v x n Y X p 且| M az I — 

i D d A/n o m Y ) i< ，々其 中 為 与 a 无关。又因为对任意的

x ，y s / 4  ，x r w < 卢且 | D r ]AJ  —

i m A/ n  x i < i m aj  — i M A/n (x m 〇i< ，々即 有 工  e

J jA ;  (x )，同理可得工e J j A ;  (y >。因此工e J j A :  (x ) n

! ， _ (y )，即 | ^ « 门  Y )s | ^  ⑵ 门  | ^ ( Y ) 〇 

对于(4)，任 取 ( | ^ ? _  (x ) 〇〇)，若 x e

（叉)有 c([x ]Ap X ) < 卢且 I [x ]A/ 卜  I [x ]A/ n x i  <々， 

^ U Y X K D r l^ ，X ) < 尽且 | D J a」 — I Dt]az n  ( X U  

n  i <  i d^ az 卜  i Dt]az n  x ) i <  々 ，则有工 ( x u  n 。

当 〇〇，同理可得 x  e  ( x  u  y )，因此

| A^M (X U Y) ^ | A^M (X)U| APM,(Y)0

对于性质(5)和(6)，由定义1 可知，上下近似算子之间存 

在对偶性，因此其证明过程可由性质⑶和⑷导出。

对于性质(7)，不 妨 任 取 ( X )，由定义1 知存

在粒度4 和 义 ，使 K D r、 ，幻<卢且| [j ]A/ 卜 | [j ]A/ D 

x  | < & ，又因 &  <々2，故 | [x ]A/1 — | [x ]A/ n  x  | < 2々，则工 e

| lA ^ 2 (X )，也 即 ( ® 。那么可以得 

| 5 ^ ( 〜 X )S | ^ (〜X )，那 么 〜 ( 〜 X ) ^ 〜 

(〜幻，由定义1 可知l i A ‘ 2⑶ ^ & ^ 騎 ⑵ 。 

关于性质(8)，对 于 任 意 的 工 (x )，有 c(D r ]A j， 

X X 卢1 且 | D r]AZ I — I D r]AZ D X K ，々而卢 1<卢 2，则(：([工、 ， 

叉) < 戽< 泽，因 此 有 工 (x )，即^ ^ M (x ) g

J jA S ^ Q O 。与性质(7)类似，利用对偶性可得| j4 M Q O G

& A U (X ) 。

3 . 2 悲观逻辑与双量化多粒度粗糙集模型

与 3. 1 节中的研究方法类似，我们将对悲观逻辑与双量 

化多粒度粗糙集模型进行讨论。

定义2 设 S 为一个信息系统，若 A ，A 2，…，A mG A T ， 

卢e [〇，l ] ，々e i V 为非负整数，对于任意的 X G L T ，则 X 基于 

“逻辑与”算子的悲观双量化多粒度下近似算子和上近似算子 

的定义分别为：

| ：A f _  ⑵ = u e t / :石(c(M a.，x ) < p  八 $ (| —

\l x \ f]X \ ^ k)}

▲ A!， 〇 〇 =〜氣A ! _ i  〜x )

称 序 偶 (x ) )为集合 x 依精度为卢且程

度为々的悲观双量化多粒度粗糙集，由下近似的定义可知，当 

某个对象工属于逻辑与悲观双量化多粒度下近似集时，要求 

工 对 所 有 的 粒 度 有 c ([工、 ，X ) < 卢，且| M A/1 —

| [x ]A/ D X  | < ，々即对于任意的乌，A z G A T ，j ，Z =  1，2，… ，m 

满足条件。该模型的其他粗糙集区域定义方法与3. 1 节 

类似。
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定理3 设 S 为一个信息系统，若 A ，A 2，…，A mG A T ， 

卢e  [〇, 1]，々 为非负整数，对于任意的X G L T，关于X 的悲观逻 

辑与双量化上近似集有：

(x)={xeu^y(c(ix']Aj ,x)<i-^) v

0 ( I M A z n X | > y〇}
1=1 1

证明：由定义2并结合定理1 的证明过程易证。

由定理3 可知，对象工属于悲观逻辑与双量化多粒度上 

近似集时，意味着至少存在一个粒度4 使得 c (Dt ]a7.，X ) <  

i  一卢，且至少存在一个粒度a z 使得| [x ]A/ n x i  > 々成立，其 

中粒度八和 A ，无关。

定理4 设 S 为一个信息系统，若 A ，A 2，…，A mG A T ， 

斤 [〇，l ] ，々€iV 为非负整数，对 于 任 意 的 乐 观 逻 辑  

与双量化近似算子有如下性质成立。

W ^ Ak(W = U

⑵ ！4 a， ，

(3)sAf_ (x) n s a l  〇〇

⑷ !，- ( 取 口  I ，- ⑶  u ! ，。 (Y )

(5) ! ， 岸 ( 取 ) (x ) n | 4 ^ ( y )

(6) 1 ，岸 ( 取 ) 委 。 ⑶ ⑵

(7) 若 々 & 且 ^ ，々2e i v ，则：

令  u ° °

(8) 若 A  < A  且 A ，A  e  [〇，〇• 5)，则：

l m x )[ l m x )，! a “  ⑵ ⑵

证明:可结合定义2 和定理2 的证明过程。

结束语在多粒度近似空间中，本文通过“逻辑与”算子 

将变精度粗糙集和程度粗糙集结合起来，建立了逻辑与双量 

化多粒度粗糙集模型，并分别从乐观逻辑与双量化多粒度粗 

糙集和悲观逻辑与双量化多粒度粗糙集的角度对模型进行了 

研究，对所建立的粗糙集模型的基本数学性质进行了深入的 

讨论。该模型作为一种推广的粗糙集模型，可用于误差允许 

范围内的粗糙集建模等问题。
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