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一 种改进的线性判别分析算法 MLDA 
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摘 要 线性判别分析(LDA)是模式识别方法之一，已广泛应用于模式识别、数据分析等诸多领域。线性判别分析法 

寻找的是有效分类的方向。而当样本维数远大于样本个数(即小样本问题)时，LDA便束手无策。为有效解决线性判 

别分析法的小样本问题，提出了一种改进的LDA算法——MLDA。该算法将类内离散度矩阵进行标量化处理，有效 

地避免了对类内离散度矩阵求逆。通过实验证明 MLDA在一定程度上解决了经典 LDA的小样本问题。 
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Abstract I inear Discriminant Analysis(LDA)is one of methods in pattern recognition，and is widely used in many 

fields such as pattern recognition and data analysis．LDA is to find an effective classification direction．W hile the sample 

dimention is much larger than its quantity，it is hard for LDA to deal with this problem．In order to effectively solve 

small sample size problem in LDA．this paper presented a modified LDA algorithm M DA．This new algorithm turns 

within-class scatter matrix into scalarization in order to avoid computing the inverse of within-class scatter matrix．A se— 

ries of experiments verify MLDA solves the small sample size problem to some emend． 
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1 引言 

在模式识别中，由被识别的对象产生一组基本特征，这些 

特征是计算出来的(当识别对象是波形或数字图像时)，也可 

以用仪表或传感器测量出来(当识别对象是实物或某种过程 

时)，这样产生出来的特征叫做原始特征。原始特征的数量可 

能很大，或者说样本处于一个高维空间中，通过映射(或变换) 

的方法可以用低维空间来表示样本，这个过程叫做特征提 

取[1 43。线性判别分析法(LDA)_5 ]是一个用于特征提取的统 

计方法。LDA以样本的可分性为目标寻找一组线性变换 ，使 

得同一类的样本聚集在一起 ，而不 同类 的样本相对比较分 

散 。因此，在理论上 LDA适合于模式识别问题。然而，对 

于高维多类模式的识别问题，传统的LDA方法最大的缺点是 

小样本问题，即难以找到足够多的训练样本以保证类内离散 

度矩阵可逆。为了解决小样本问题，近几年提出很多方法，如 

Hong的扰动法l1 、Liu的正交补空间法、Chen的零空间法和 

Yang的D2LDA方法[1l_等。这些算法存在维数很高的问题， 

在原始维数空间中求解最优鉴别矢量集计算量太大，导致求 

解困难_1 ；另一种传统的方案是主元分析法 (PCA)+ LDA 

的两步策略_1 ，利用主成分分析将高维空间的样本投影到低 

维空间以保证样本类内离散度矩阵是非奇异的。然而该方法 

的问题在于 PCA在降维的同时也失去很多帮助判别的有用 

信息。 

基于以上分析 ，本文提出一种改进的线性判别分析算法 

MLDA，该算法在原始 Fisher准则的基础上对样本类内离散 

度矩阵进行标量化处理 ，避免对类内离散度矩阵求逆，可以有 

效地解决上述小样本问题【】 。 

2 线性判别分析法 

2．1 经典的LDA 

LDA的目的是从高维特征空间里提取 出最具有判别能 

力的低维特征。“这些特征能帮助将同一个类别的所有样本 

聚集在一起 ，不同类别的样本尽量分开”，即选择使得样本类 

间离散度和类内离散度的比值最大的特征m]。经典线性判 

别分析使用的是 Fisher准则函数，所以线性判别分析又被称 

为Fisher线性判别分析[1阳(Fisher LDA)。Fisher准则函数 

的定义是 ： 

(叫)一a啦!1ax 争 斟一[ ， ，⋯， ] (1) 
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式中， ， 分别为样本的类间离散度矩阵和类内离散度矩 作为基本单位处理各对象，有效地降低了运算量，提高了运算 

阵，它们的定义如下： 效率。 

样本类问离散度矩阵： 样本的类间离散度矩阵和类内离散度矩阵分别标量化处 

Sb一 (-『 --．r)(Lr --x)r (2) 理后 ，可得如下表达式 ： 

样本类内离散度矩阵： 一善荟 ( 一 ) (8) 

su一 蓍善 ( — ，)( ～xi) (3’ 一妻壹∑d 1( 一 )n( >o且 ≠2) (9) 

式中，N：所有样本数 样本类别数；Ni( I，2，⋯，c)：第 i 式中
，志表示样本空间的维度。 

类样本数； ( 1，2，⋯，c； —I，2，⋯，N )：第 i类的第 个 样本空间各维加权后
，式(8)、式(9)分别变为如下表达 

样本； ：所有样本均值 ( 1，2，⋯，f)：第 i类样本均值。 式： 

+ 七  

R

舯

ay 熵 用 s 一∑c∑d诚 ( 一 )z (1o) 
法求解。令分母等于非零常数，即令 叫丁 ，叫一C≠0，定义 一 t ～ “ 

Lagrange函数为： S a一妻 莹 Wk a(矗一 )a(口>o且 ≠2) (1l 

式中，̂为 Lagrange乘子。将式(4)对 训求偏导得 ： 式中， (是一1，2，⋯， )为样本空问各维的权重。MLDA的 

af，( ) 一 ⋯ 主要工作就是求 。 
—  一

--

&w--a 叫 (。 借鉴 Fisher准则思想
，本文要找的 满足式(1O)与式 

式中，砌*为 ‘，( )取得最大值时的训。当 ．非奇异时 ]，式 rgmax ‘ 

Siw 一 (7) 子法得： 

由S S 的前 个最大特征值所对应的特征向量组成。 a 。 ⋯  

但对于人脸识别应用来说，由于通常没有足够多的训练 日J乐得 ： 

无法直接求解。 善‘硝一 。_J 
2．2 改进的线性判别分析法 MLDA 由于 一1，由式(11)得： 

为解决经典 LDA遇到的小样本问题 ，本文提出了 LDA 
， 、
d 厂 f 2奎 ( 一 )z] ] 

茎 善 ( ) I J j 6) 上对类内离散度矩阵进行标量化处理，避免对类内离散度矩 L L咱
，刍 西一面 J J 

一  

d c c Ni cN NiE N ／ E ik i 一 川 【 ∑
(∑ ( 一≯)z∑∑(砖 一 ) )一 ]。 ∑∑(砖 一 ) ]J 

k= 1 一 1 i= 1，一 1 I 1 = 1 

3 实验结果及分析 的有凳芋 观地考察MLDA在大样本情况下的有效性'人为 



算法的结果相对比，发现 MLDA可以很好地发现数据的本质 

特征。图 2较长的线段表示 MLDA发现的主特征，它忽略了 

右上角的数据点。 

图 1 MLDA流程图 图 2 MI DA特征发现示意图 

通过该实验可以看出，MLDA能发现数据 的局部结构， 

因而找到了更适合的特征方向。 

在大多数情况下，MLDA在识别数据的本质特征方面也 

有良好的效果。如图 3中数据的本质特征是两个几何圆形， 

用 MLDA发现的主特征在竖直方向(投影点用“+”表示)，这 

个方向的数据投影是完全分开的，可以被很好地识别。实验 

结果表明，MLDA能识别数据的本质特征，即映射到低维空 

间后可以把原来分离的两个圆分开。 

图 3 MLDA特征识别示意图 

下面的实验是在三维空间中人为构造两类数据集，每个 

数据集中数据分布均呈圆形，如图 4所示。将数据降维后映 

射到二维空间，这种实验也叫2D可视化实验。 

用 MI DA对上述数据集进行降维后 ，得到图 5。不难发 

现两类数据被明显分开，显然 MLDA能将不同的数据特征很 

好地区分开来。 

图 4 人为构造的两类三维空间 图5 三维空间数据集降维效果 

数据集 示意图 

实验二 在小样本情况下，验证 MLDA的有效性。 

本文在 Olivetti—Oracle Research Lab(0RL)[”]人脸数据 

库上进行实验。ORL人脸数据库是由 4O个人每人 10幅共 

400幅图像组成，图像是在黑色背景下摄制，光照条件基本不 

变，但头像的大小(士10 )、视角(转动、倾斜最大±20。)、表 

情(眼睛睁／闭、笑／非笑)和饰物(戴／不戴眼镜)有变化，原始 

图像大小为 l12×92像素，256灰度级。 

本文关注的是特征提取方法，因此在特征提取之后采用 

最近邻分类器l1 。最近邻分类器根据某种距离准则来比较 

未知测试样本与已知样本之间的距离，决策测试样本与离它 

最近的样本同类。本实验采用的是欧式距离分类器。 

首先测试不同数量的训练样本对 MI DA识别率的影响。 

本实验将人脸库中每个人的前 k幅图像作为训练样本，剩下 

的图像作为测试样本。对于 ORL人脸库，MLDA保留特征 

向量个数为 39。本实验 k分别取 3，4，5，6，7。图 6表明了识 

别率与训练样本数量的关系。 

图 6 识别率与训练样本数量的关系 

由图 6可以看出：随着训练样本数量的增加 ，识别率不断 

提高。在大多情况下 ，识别率在可接受的范围内。 

下面的实验测试特征维数对识别率的影响。选取每人前 

5幅图像作为训练样本，剩下的5幅图像作为测试样本。图 7 

表明了识别率与特征维数的关系。 

由图 7可以看出：特征维数达到 15以后，MLDA的识别 

率一直保持在较高的范围内；当特征维数为35时，达到最高 

识别率 83％。 

MLDA引人了参数 a，参数 a的变化引起识别率的变化。 

通过大量实验，得到的实验结果如图 8所示。 

图 7 识别率与特征维数的关系 图8 识别率与参数a的关系 

由图 8可以看出：参数 a对算法性能的影响较大。当a一 

2时，识别率无法求解 ；当 a<2时，识别率不高；当 a>2时， 

识别率随着 a的增大而呈现上升趋势；当 a一7．O1时，MLDA 

达到最大的识别率 83 。 

特别地，a一7．1、特征维数在 32~39之间变化时，识别率 

的变化情况如表 1所列。 

表 1 a=7．1、特征维数在 32~39之间变化时识别率变化情况 

特征维数 32 33 34 35 36 37 38 39 

识别率 0．8 0．8 0．805 0．83 0．825 0．82 0．825 0．83 

结束语 本文在原始 Fisher准则的基础上，提出了一种 

改进的LDA算法——MLDA。该算法使最佳映射方向的确 

定不受类内离散度矩阵奇异的制约，从而有效地解决了在高 

维多类模式下特征提取 中的小样本问题。MLDA避免了对 

类内离散度矩阵求逆，同时也降低了运算复杂度，实现了有 

效、稳定的特征提取。实验结果证明了MLDA的有效性。然 

而 MLDA也存在一些不足，如在识别率方面与 PCA+LDA 

方法相比要低一些，算法性能受参数 a的影响较大等。但 

MLDA对 LDA的进一步研究开拓了新的思路。 
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信息粒减小，使得粗糙熵随之单调减少。 

推论 1 设(U，A，F)为集值信息系统，B，CVGA。若 B一<C， 

则 E(B)一E，(C)。 

但定理 5和推论 1的逆命题不一定成立。 

由定理 2及定理 5易得： 

推论 2 设(U，A，F)为集值信息系统。则对任意的 B 

A，有 E (A)≤Er(B)。 

定理 6 设(【，，A，F)为集值信息系统。则对任意的 B， 

C A，若 E (B)一E(C)且 B C，则 B一<C。 

证明：由B C知对任意的 ∈U，RE(五) (五)。 

假设B一<c不成立，则 ≠眨 。于是存在2／0∈U使得R吾 

(xo)(==醑 ( o)，所 以 

E (B)一～
i =1i 1 i 

l。勘 
Xi U I I“  ， 

一 蓦 lOgz iRE(1rI)l 
一  

。 

⋯  ·+ 

{R (xi0)I 

~ig-x 

z + 

I ( 。)l 

log2 

log2 

<墨 话 j胯c∞，)+ 嗯 

I一蓦 loa I~( 一E(0 
这与 E(B)一E，(C)矛盾，所以 B一<C。 

由定理 6的证明及定理 5可得： 

推论 3 设(U，A，F)为集值信息系统，B，C A，若 B< 

C，则有 Er(B)<Er(C)。 
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结束语 熵理论是信息系统中不确定性研究的有效工具 

之一。本文在集值信息系统中定义拟序关系，在此基础上给 

出了覆盖集的性质，引入了粗糙熵的概念，研究了粗糙熵的极 

值性，证明了粗糙熵随着信息粒的减小而单调减小。 
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