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粗糙集构成的拓扑空间 
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摘 要 在 Pawlak近似空间意义下研 究粗糙集构成的拓扑空间。讨论 了当论域不受限于有限集时粗糙集可以构成 

一 个拓扑 空间，并从拓扑 空间的分 离性上证 明 了其粗糙拓扑空 间是一个正规 的拓扑 空间。 
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Abstract This paper is devoted to the discussion of topological structure of rough sets in Pawlak approximation space． 

Topological space based on rough sets on the universe which is not restricted to be finite was investigated and it was 

proved that the rough topological space is a normal space on separability of topological space． 
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1982年由波兰数学家 Pawla k_】]提出的粗糙集理论是继 

Zadeh的模糊集理论之后的处理不确定性概念的又一新的数 

学工具_10]。粗糙集概念刚提出来就得到了包括 Zadeh在内 

的许多学者的肯定和高度重视。Zadeh还把它列入他新提倡 

的软计算的基础理论之中。经过二十多年的发展，粗糙集理 

论在数据分析和知识发现等领域已经有许多的应用。在理论 

研究方面，人们研究了它的代数结构、格序结构、拓扑结构。 

我们认为 Pawlak正是受了点集拓扑理论的启发而引入粗糙 

集这一概念的。我们知道确定性概念和不确定性概念的本质 

区别是二者有无边界。论域中的元素对于确定性的概念是黑 

白分明、非此即彼的，不存在边界；而不确定性概念它有一个 

灰色地带我们称之为边界，该区域内的元素对于讨论的概念 

来说既属于又不属于。点集拓扑理论告诉我们，一个拓扑空 

间(U，T)中的任何一个集合 X都对应着它的内部 i(x)和闭 

包 c(x)，内部与闭包之间的区域称为 X的边界。据此，Paw 

lak由论域 U上的等价关系定义了一个近似空间A一(U，R)。 

我们将U／R中元素的有限并称作A 中的合成集，所有合成集 

所组成的集族记为Corn(A)。假设空集也在Corn(A)中，那么 

显然 Corn(A)是一个布尔代数。即 Corn(A)中元素对于交、 

并、补是封闭的。对于 U中的任一子集 x，存在 Corn(A)中包 

含 X的最小元，称之为 X的上近似集R(X)，还存在一个含于 

X内的最大元，称之为 X的下近似集R(X)。通常我们将 (R 

(X)， (X))叫做 A的一个粗糙集。显然，Corn(A)是 U上的 

一 个拓扑。亦即 L，上所有的下近似集所组成的集合是 u上 

的一个拓扑，当然， 上所有的上近似集所组成的集合也是 U 

上的一个拓扑。 

粗糙集的拓扑结构是粗糙集理论研究的核心问题之 

一

[堋
。
Ya0[ 研究了自反、传递关系下的粗糙集模型，证明 

了其上的上、下近似算子恰为一个拓扑空间的闭包与内部算 

子。需要指出的是，文献F4]本质上刻画的是近似空间下精确 

集的拓扑结构。对于模糊粗糙集构成的模糊拓扑空间也有大 

量文献论及[6 11]。文献[12]研究了当论域为非空有限集合时 

Pawlak近似空间意义下粗糙集构成的拓扑空间。本文证 明 

了当论域不限制是有限集合时所有粗糙集所构成的集合是论 

域上的一个拓扑空间，并证明了此拓扑空间是一个正规的拓 

扑空间。 

1 粗糙集构成的拓扑空间 

设 U是一个非空集合，R为U上的一个等价关系，P(u) 

是U的幂集。称二元组(U，R)为一个 Pawlak近似空间。对 

于任意 x u，X关于近似空间(L，，R)的下近似R(x)与上近 

似 (X)分别定义为[ ： 

R(x)一{．rEUI Ix]R x}一U{YEU／RlYCX} (1) 

(x)一{zEUl[ nx≠ }：U{YEU／RlynXg-~,} 

(2) 

式中，[z]R一{ l( ， )∈R}是 Iz关于R的等价类，U／R={ 

[z] lzEU}是所有R等价类的集合。 

对于 XcU，称二元组(R(X)， (X))为R粗糙集。若R 
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(X)一 (X)，则称(R(X)， (X))为 R精确集；否则，称 (R 

(X)， ( ))为 R近似集。令 是从每一R等价类中选取一 

个元素构成的集合，且s一{xEU；1 Ex]R l一1)。 

定理 1[ 设(U，R)是一个近似空间，X，y U是R可 

定义集(即为若干 R等价类之并)。(X，y)为 R粗糙集当且 

仅当X y且(y—X)nS一 。 

对于任意 X∈P(U)，定义 P(U)到 P(U)的算子： 

XA—R(X)U(( (X)一尺(X))nZo)一 (X)n(尺(X)U 

Z0) (3) 

定理 2[ ] 对于任意 XEP(【，)，有 尺(XA)一R(X)，R 

(XA)一 (X)。 

令 M { ；XEP(LD}，那么，M是论域 U上所有粗糙集的 

集合，若X是R可定义集合，一定有 XA=X，因此，P(LD 。 

定理 3 设(U，R)是近似空问，则 M 是 【，上的一个拓扑 

空间。 

证明：(1)显然 ，UE P(U) M； 

(2)由R(X)nR(y) (X)NR(Y)及(( (X)n (y))一 

(R(X)NR(y)))nS ( (X)一R(X))U( (y)一R(y)))n 

S一 ，故存在 ZEP(u)使得 R(Z)一R(X)AR(Y)，R(Z)一 

(X)n (y)，于是 

ZA一 (Z)n(R(Z)UZo)一 (X)NR(Y)n((R(X)nR 

(y))U Z0) 

一  (X)n (y)n(R(X)UZo)N(R(y)UZo)一 

nyA 

从而 XAnyA∈M。 

(3)对于任意 池 ∈M(i∈I，f是指标集)，由UR( ) 

U ( )及( ( )一U R( ))n U( )一R( ))n 
iEI l∈1 iE1一 iE1 一  

S)一 

故存在 Z∈P(U)使得R(Z)=U R( )， (Z)一U ( )，于 
一  iE1一  iE J 

是 

ZA— (Z)n(R(Z)UZ0)一(UR( ))n(u R( )U7--o) 
一  ∈ 』 iff J 一  

因为(UX )一U(R( )n(R(X )uz0)) U ( ) 

(u嬲 )一u( ( )n ( )UZo)) U R( )UZo 

所以U溉 ( ( ))n(u R( )U7-．o)一 (Z)n(R(Z)U 
iE1 it』 l∈1一  一 

Zo)一zA 

又因为U U(R( )) 

XA一(u R( ))u(U ( )nZo) U ( )n Z0 

所以U (U R( ))u(uR( )n )一ZA，故UX EMo 

由(1)，(2)，(3)知M 是U上的一个拓扑空间。 

2 拓扑空间的分离性 

定义 1[】。] 设 X是一个拓扑空间。如果 X中的任何两 

个互不相交的闭集各有一个开邻域并且这两个邻域互不相 

交 ，则称拓扑空间 X是一个正规空间。 

定理4[埘 拓扑 M中的任意开集都具有形mR(X)U(Xn 

Z0)，任意闭集都具有形式 XU( (X)一Zo)。 

定理 5 设 (【，，M)是由等价关系 R导出的粗糙拓扑空 

间，则U是一个正规空间。 

证明：假设 A=XU ( 一7-o)，B—yU (Y)一 )。其 

中A，B是 【，中任意两个互不相交的闭集，即 (xu(R(X)一 

Zo))n(YU( (y)一Zo))一 ，那么存在 A的开邻域R(X)和 

B的开邻域R(y)。不妨假设 (x)n (y)≠ ，因为 xn 

y一 ，所以存在 EU，有 E(R(X)一X)n(R(y)一Y)。 

如果 Zo，那么一定有 E(R(x)一Zo))n(R(y)一Zo)， 

如果 EZo，那么有 [ ]R (R(X)一R(X))n(R(y)一R 

(y))，由定理 1知，存在 to E[ ]R并且 to≠ ，使得，to E(R 

(X)一R(X))n( (y)一R(y))，因此，to∈(R(X)一 ))n 

( (y)一 )。这与( (X)一Z0)n( (y)一Zo)一 矛盾，所 

以，U是一个正规空间。 

下面的例子可以说明，U不是 To空间、 空间、 空 

间、 空间、 空间、正则空 间。设 U：{口，b，c}， R一 

{{n}，{b，c}}，2 一{a，b}，那么 {a}A一{a}，{b，c}A一{6，c}， 

{6}A一{b}，{c)A一{b}，{a，b}A一{a，b}，{a，C}A一{a，b}。T一 

{ ，U，{a)，{b)，{a，b})是 U上的粗糙集拓扑。对 于 a，c两 

点，c的唯一的开邻域为 U，显然 a∈U。所 以 (【，，T)不是一 

个 To空间。又对于点 a和闭集{b，c}，存在a的开邻域{a}和 

{b，c}的开邻域 U，有{ct}nu≠ ，所以(U，T)不是正则空间， 

因此，(U，丁)也不是 空间、 空问、 空间、 空间。 

结束语 本文建立了 Pawlak近似空间意义下真正的粗 

糙集 t所构成的拓扑空间并讨论 了该拓扑空间的分离性， 

推广了已有的相关性工作。对于广义近似空间意义下的粗糙 

集所构成的拓扑空间还有待进一步研究。 
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