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基于可逆函数复杂性的正反控制门可逆网络综合 

倪丽惠 管致锦 聂志浪 

(南通大学电子信息学院 南通226019) (南通大学计算机科学与技术学院 南通226019)。 

摘 要 提 出了基于可逆函数复杂性的正反控制(PNC，Positive／Negative Contro1)门可逆网络综合方法。该方法根 

据可逆函数的输 出排列，逐次交换输 出向量，在交换过程中减少函数的复杂性，直至复杂性为零。每一次向量的交换 

对应一个独立的 PNC门。利用该方法综合部分可逆函数 ，并将实验结果与国际上代表性文献采用的实验用例进行比 

较。结果表明，构造的可逆网络在可逆门数上有一定程度的改善。 
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Abstract A methodology on synthesizing reversible network for positive／negative control(PNC)gates based on re— 

versible function’s complexity was proposed in this paper．According to the reversible function’s output permutation， 

we exchanged the positions of two output vectors step by step to reduce the function’s complexity until the complexity 

was zero．Each output switching corresponded to an individual PNC gate．Through synthesizing part of reversible func— 

tions and comparing the results with the internationa1 representative cases used in other literatures。our reversible net— 

work created by the proposed method had an improvement in the number of gates． 
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1 引言 

可逆逻辑综合是可逆计算的重要内容_1 ]，被广泛地应 

用于低功耗 CMOS电路设计[3]、量子计算及光计算中。按照 

Landauer理论，传统逻辑门中信息位的丢失会引起能量的损 

耗。每比特信息的丢失会产生 是T*ln 2焦耳的能耗，其中 志 

是波尔茨曼常量，丁是绝对温度。比如：传统的或门是二输入 
一 输出的，存在一个信息位的丢失。 

Bennett证明了由可逆门级联的电路在理论上能实现零 

能耗 ]。可逆门是指输入与输出之间存在一一对应关系的逻 

辑门，亦即由输入可以得到输出，由输出也可以唯一地确定输 

入。常用的可逆逻辑 门有 CNOT门、CCN0T门和 Fredkin 

门[5]，这些逻辑门的输入和输出之间不存在信息位的丢失。 

可逆门综合的主要任务是按照可逆网络无扇出、无反馈 

等约束条件和限制，根据给定的可逆函数的输出排列，通过级 

联一系列可逆门来实现对应的可逆电路。已有不少学者提出 

他们各自的方法来实现综合。V．Shende等人基于枚举法，给 

出了相应的网络构造方法[6]。Robert Wille提出了基于 BDD 

(Binary Decision Diagram，二叉决策图)实现可逆网络的综合 

方法口]，根据该方法得到的可逆网络 的规模由 BDD控制。 

D．M．Miller利用双向置换方法，提出了以 Tofolli门为基础 

的可逆网络级联 算法，并给出 了相应 的网络化简方法_8]。 

Mishchenko和 Perkowski提出了可逆波级联的规则结构[9]， 

并且证明了实现这样的结构需要的级联函数比 ESOP积项要 

少。但这个方法只适合于小规模可逆逻辑综合，而且不容易 

测量，同时它还需要一个可逆的规范。 

本文提出了基于正反控制(PNC，Positive／Negative Con— 

trod门的可逆综合方法，该方法的核心思想是根据给定的可 

逆函数的输出排列，逐次交换输出向量，减少函数的复杂性， 

直至复杂性为零。对于相同的可逆函数，采用不同的综合方 

法，得到的结果是不相同的。本文对一些具有代表性的可逆 

函数进行综合，并与已有文献中的结果相比较，结果表明，本 

文构造的可逆级联网络在平均门数方面有一定的改善。 

2 基本定义 

PNC门是在一般 Tof~li门的基础上进行衍变和推广而 
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得到的。基于PNC门的可逆级联网络的基本元素有两类控 

制线、一类目标线和一条无关线m]。 

定义 1 基于 PNC门的可逆级联网络的基本元素由下 

面 5种线型构成 ”]，如见图 1所示。 

(d) 
— — — — —  — — 一  

图 1 正反控制模型的 5种基本线型 

1)肯定控制线(见图 1(a))。如果这条线上的输入是 0， 

则目标线的值将保持不变。如果输入是 1，则 目标线的值是 

否发生改变将由其它的肯定／否定控制线上的输入情况来确 

定。通过肯定控制线的值不变。 

2)否定控制线(见图 l(b))。如果这条线上的输入是 1， 

则 目标线的值将保持不变。如果输入是 0，则 目标线的值是 

否发生改变将由其它的肯定／否定控制线上的输入情况来确 

定。通过否定控制线的值不变。 

3)目标线(见图 1(c))。每～个 PNC门中有且只有一个 

目标线。通过 目标线的值受到肯定／否定线的控制。 

4)否定线(见图 1(d))。通过否定线的值取反。 

5)无关线(见图 1(e))。通过这条线的值不发生任何变 

化。 

定义 2 用带有方向且标明权向量的图来表示一个 n输 

入／输出的可逆函数 F，称这样的图为转向图，记为 GF(、，， 

E)。其中集合 —Lo，1，⋯，2 ]，表示 2 个输入向量。设 

F( )一 ，i=O，l，⋯，2 ，U一{ )。集合 E一{ {F( )一 ， 

∈U，k∈V}，表示 2 个输出向量 到输入向量k的对应关 

系。输出排列、转向图及集合 E这三者是可以互推的。 

比如：易知图 4(a)对应函数的有向集合 E={eo。，e ezz， 

，e。7，e75，e e66)，且对应函数的输出排列为F一[O，1，2，5， 

4，7，6，3]。其中 E的子集 (比如 及 )表示元素 自成 

循环。 

输出向量 和输入向量k之间存在权向量，记为： 

Wjk一 -W
jk(，z)，Wjk( 一1)，⋯，wjk(1)] (1) 

式中， ( )一 (m)o (m)，1≤m≤ ， (m)和 k(m)分别是 

向量 和k的第 个变量值。比如：在图 4(a)中，W 。一[1， 

1，1]及w。 一[1，0，o]等。 

每一个权向量 都有对应的绝对权，记为： 

lV I一∑ 一1砌 (m) (2) 

绝对权lW l也就是向量 和k之问的汉明距离。 

对于一个 输入／输出的可逆函数 F，可用复杂性 C(F) 

作为衡量其性能的一种方式，记为 ： 

C(F)一∑ ∈ { f (3) 

即集合 E中所有e 的绝对权 }w I之和。比如：图 4(a)所对 

应函数的复杂性为 4。 

给定一个 输入／输出的可逆函数 F，如果两个输出向量 

之间的汉明距离为 1(即只有第 m个变量的值不同)，则交换 

这两个输出向量，称以上交换为“输出交换”(简称 0S，Output 

Switching)。每一次OS操作都对应一个 PNCf-j，多次OS操 

作对应多个 PNC门的级联。 

·  】]8 · 

本文将 能够减少 函数复杂性的 OS记 为“I)10S”(De— 

creased Output Switching)，即 C(F)<C(F)。类似地，保持 

函数复 杂性 不变 的 OS记 为“E-OS”(Equivalent Output 

Switching)，即 C(Fi)一C(F)。增加函数复杂性的 OS记为 

“I—OS”(Increased Output Switching)，即 C(Fi)>C(F)。 

在文中，将存在“D-OS”的函数称为“可减函数”。但是， 

有些可逆函数本身或者在经过若干次输出向量的交换后，不 

存在“【)_0S”，称这样的函数为“不可减函数”。对于一个 输 

入／输出的不可减函数 F，如果转换图中存在 3个连续的向量 

i， 和k，且 1 I—l，则对向量组 {i， }执行 OS操作的前提 

是交换前后函数的复杂性保持不变。互换向量后 ，在原先的 

转换图中，向量 会形成 自循环( )，而向量 i和志会成为连 

续的向量( )，且伴有 W 一w ，+w ，上述 E-OS操作记为 

“合 EOS”。 

类似地，如果转换图中存在两个连续的向量 i和 ，且 

1w ，l>1，则选择一个向量 f且对向量组{i，1)执行 OS操作 

的前提是 z和 i只在第m个变量上不同，且交换前后函数的 

复杂性保持不变。互换向量后 ，生成了 3个连续 的向量 i，z 

和 ( 和e )，上述 E_0S操作记为“分 E_0S”。 

定理 1 对于一个 输入／输出的不可减函数 F，如果转 

换图中存在 k+2个连续的向量 Vo， ，⋯， ，且它们满足 

以下 3个条件： 

(1)l l-_1，V ∈[0，1，⋯，是一1] 

(2)W 】≠W 】 ≠⋯W 
一

】 

(3)Wvo (m)一1，且 +1(”z)一1 

则存在 七一1个向量组：f砩， ～ }，⋯，{ ，'UI}，依次对这些向 

量组执行 OS操作后，能将原先的“不可减函数”转换为“可减 

函数”，并将这 一1个向量组记为“T-OS”(Transitional Out— 

put Switching)。 

证明：依次交换 是一1个向量组{ ， )。⋯，{ ，7)1}后， 

向量 ，7)3，⋯， 都已自成循环，7)0 ， 州这 3个向量重新 

组成连续的向量，且存在 + 一∑ 一 w + 。因为 Wv0 

(m) 1且 Wv + (m)一 ⋯ (m)一1，所以在新的函数中 

肯定存在一组“DOS”，即{ ， }。因此，依次交换 女一1个向 

量组后，原先的“不可减函数”将转换为“可减函数”。 

3 正反控制门的可逆综合 

可逆逻辑综合，是指用给定的可逆门，根据可逆函数的输 

出排列，在满足无扇出及反馈的前提下，通过一系列门的级联 

构成相应的可逆网络。本文只利用 PNC门实现可逆函数的 

综合。 

Zheng Ye)(in等人提出了以 Toffoli f-j为基础的综合方 

法口 。该方法从给定的可逆函数开始，在输出端添加可逆 

门，通过添加门来减少函数的复杂性。有时可能找不Nil够 

减少复杂性的可逆门，但在任何时候都能够找出不增加函数 

复杂性的可逆门作为过渡门，使得函数的复杂性能够再次减 

少。然而，该方法在处理含有极端情况的函数时，频繁使用过 

渡门，从而大大增加了级联网络的实现代价。 

本文引入 PNC门，当找不到能够减少函数复杂性的可逆 

门时 ，每添加一个过渡门就会执行一次查找，以确保添加的过 

渡门数最少。综合考虑，提出了基于 PNC门的可逆综合算 

法。 



3．1 PNC门的生成与级联 

根据第 2节的一系列概念及定理 ，提出了针对 PNC门的 

可逆综合算法，该算法通过在输出端依次添加 PNC门的方式 

来实现可逆网络。按照可逆函数与“D-OS”的关系，该算法存 

在以下 3种情况，具体执行情况如图 2所示。 

原可逆函数， 

[  
1 生成转向图 

=I= 
：： 至 兰旦：S 
3 Yes 

行 

! ， 

生成PNc门级联网络 j L一  

8 + 

结束 

， 得 

F 

图2 基于 PNC门的综合算法流程图 

情况 1 可逆函数中一直存在“I)_OS”，对于这种情况，重 

复步骤 1、步骤 2、步骤 3和步骤 7即可得到最终的PNC门级 

联网络。 

情况 2 原函数一开始或执行数次“D-OS”操作后 ，新的 

函数中不存在“ ()S”，且此时函数的复杂性不为零，则需要 

找寻“T_OS”，即执行步骤 4，目的是使得新生成的函数再次成 

为“可减函数”。 

情况 3 可逆函数 中既不存在“D-OS”，也找不到“rr_ 

OS”，则此时应找寻“分 BOS”，即执行步骤 5，每执行一次“分 

E-OS”都要重新确定新函数 中是否存在“D-OS”，即重复执 

行步骤 1。经过有限次“分 E-OS”操作，总能使得函数中重新 

存在“D-OS”。 

执行一次 OS，对应一个 PNC门。将所有用到的 PNC门 

逆序级联，即可得到给定函数 F的可逆级联网络。 

3．2 实例验证 

这部分给出 3个可逆函数，运用本文提出的算法分别对 

其进行综合，来验证方法的正确性。 

例1 可逆函数F一[o，1，2，4，5，7，6，3]，运用基于 PNC 

门的综合算法实现该函数，其转向图如图 3(a)所示。 

④ ④ 
，0,0】 [0,0，0】 [0,0，0】 

④ ④ 
[0，0，0】 【0,0，0】 

(a】 

F=【O，1，2,4，5，7，6，3] 

D—OS： 

第一变量：{4,5} 

第=变量： 无 

第三变量： 无 
fb 

图 3 例 1中 HJ逆函数 、的转 向图 

由转向图 3(a)可知，该函数的复杂性 C(F)一6。通过查 

找每一个变量，只存在一组“ OS”，即{4，5}，它们只在第一 

变量上不同，如图 3(b)所示。交换{4，5}的位置后，原函数 F 

的复杂性减少 2，得到了新的函数 F 一[O，1，2，5，4，7，6，3]， 

重复步骤 1。 

函数 F】的转向图如图 4(a)所示，其复杂性 C(F )一4。 

查找结果表明，输出向量 5和 7是一组“I)_0S”，它们只在第 

二变量上不同，如图4(b)所示。两者的位置交换后，函数 F 

的复杂性减少2，得到新的函数F2一[O，1，2，7，4，5，6，3]。在 

函数 F2中，输出向量(1，1，1)一Fz[(O，1，1)]和(O，1，I)一F2 

[(I，1，1)]，易知，它们只在第三变量( 一3)上不同，且 w 3一 

[1，0，0]及 一[1，0，O]。两者互换位置后，新函数 一[0， 

1，2，3，4，5，6，7]与恒等函数完全一致，即C(F3)一0。 

F1 [O，I，2，5，4，7，6，3] 

D—OS： 

第一变量： 无 

第二变量： {5，7} 

第三变量： 无 

(a) (b) 

图 4 例 I中可逆函数F1的转向图 

最后 ，将 每一步交换 转换成对应 的 PNC门，依次 为 

PN ( 3，lr2，321)，PNC3( 3， 1，z2)和 PNCa(z2，zl，z3)。 

将上述 3个门逆向级联，可得相应的可逆网络，如图 5所示。 

r 1 r、 ，， 
1 ＼ 二， 工 ，， 、 

l 

Y3 

图 5 例 1中可逆函数F的可逆网络 

例 1中的函数 F一[O，1，2，4，5，7，6，3]是最理想的一种 

综合情况，因为在函数 F及新函数 F 中一直存在“D-OS”，通 

过有限次的输出向量互换后，得到恒等函数。但是，有些可逆 

函数本身或者在经过若干次输出向量的交换后，不存在“【)I 

OS”。比如：可逆函数 F一[4，I，2，0，5，7，6，3]中不存在“【)I 

OS”，其转向图如图 7(a)所示。下面，本文将给出综合“不可 

减函数”的方法。 

例 2 可逆函数 F一[4，3，2，0，5，7，6，1]，运用基于 PNC 

门的综合算法实现该函数，其转向图如图 6(a)所示。 

④ F 【4，3，2，0，5，7’6’1】 
[0，0，0】 D-OS： 

第一变量： 无 

④ 第：变量：fl’3} 
[0’O，o】 第三变量

： 无 

(a) Co) 

图6 例 2中可逆函数 F的转向图 

由图 6(b)易知，输出向量 1和 3是一组“D-OS”，互换位 

置后 ，得到新函数 Ft一[4，1，2，0，5，7，6，3]，其相应的转向图 

如图 7(a)所示。函数 F1中不存在“D-OS”，针对这种情况 ，转 

步骤 4(见图 3)进行处理，即根据定理 1，寻找可能存在的 

“T_OS”。 

，。，。 川 

’ 。 

① ④ ④ ④ ④ 
[0,0，0J【0,0，0】【0,0，0】 [0,0，0】【0,0，0] 

(a) (b) 

第一变量lf4，5} 

第=变量：无 
【0,0，0】 

第三变量：无 

(c】 

图7 例 2中由可逆函数 F 转化为 F2的示意图 

在图 7(a)中，存在连续的输出向量 5，4，0和 3，且它们均 

满足定理 1中的 3个条件：(1)f l—JV o l一1，(2)w5 一 

[O，0，1]≠W4o一[1，0，O]，(3)ws4(1)一1，且 3(1)一1，所以 

存在一组“T-OS”，即{0，4}。交换{0，4)后，新函数 F2一[O，1， 

2，4，5，7，6，3]是一个“可减函数”，其转向图及“D-OS”分别如 

图7(b)和图 7(c)所示。继续分析，可得经过 3次“D-OS'’后函 

数的复杂性为 0。这 3次“D-OS”对应的互换 向量依次为{4， 

5}，{5，7}和{3，7}。 

最后，将每一步交换转换成各 自对应的 PNC门，依次为 

· 】】9 · 

④ ④m 

④ 

④ 



PNC3(-r3，z1， 2)，PNC3( 2， l，z3)，PNC3(z3，-z2，o721)， 

PN (z3，z ，372)和 PNC={(T2，z ，z。)。将上述 5个门逆向 

级联即可得到相应的可逆网络，如图 8所示。 

图8 例 2中可逆函数 F的可逆网络 

在寻找“rr_OS”时，结果有可能并不唯一，应选取其中最 

优的“T-OS”。其实，在转向图7(a)中，连续向量 3，7，5，4和 0 

也满足定理 1中的 3个条件： 

(1)1w37 1一 w75 I—1w54{一1 

(2)W37≠W75≠W 

(S) 7(3)一 1 

且 。(1)一1。但在这种情况下，需要依次交换两组输出向 

量的位置，即{4，5}和{5，7}，交换的组数越多，利用的 PNC门 

越多，所以应该优先选择交换组数少的“rr_0S”。 

最后 ，考虑最极端的一种综合情况，既不存在“D-OS”也 

找不到“T-OS”，此时，通过找寻“分 E-OS”，将“不可减函数” 

再次转换为“可减函数”。 

例 3 函数 F—Eo，13，2，3，4，5，6，7，8，1，9，l1，15，1O， 

14，12]，运用基于 PNC门的综合算法实现该函数，其部分转 

向图如图 9(a)所示。 

F1 l5，23,45,6,7,8,19,11，13，l0，14，1 2】 

【0,0，0，1] 

蛰 l，II第D一-O变S：量：{l3，l2} 第=变量：无 言毪耄 
图9 例 3中由可逆函数 F转化为F1的示意图 

可逆函数 F—Eo，13，2，3，4，5，6，7，8，1，9，11，15，10，14， 

12]中，既不存在“D-OS”也找不到“T-OS”，针对这种情况，需 

要寻找“分 E-OS”。转 向图 9(a)中存在两个转向环，先从向 

量数少的环着手。因为1w15． z I一2>1，且 砌l5' z(2)一1，所以 

选取只在第二变量上与 15不相同的向量，即 13。向量 13位 

于另一个环中，交换向量组{15，13)后，函数的复杂性不发生 

改变，且原先的两个环合并成一个环，得到新的函数 F 一Eo， 

15，2，3，4，5，6，7，8，1，9，11，13，10，14，12]，这是一个“可减函 

数”，其转向图如图 9(b)所示 。 

经过两次“D-OS”，即依次互换输 出向量{l3，l2}和{13， 

15}后，得到一个新的“不可减函数”函数 —Eo，13，2，3，4， 

5，6，7，8，1，9，11，12，10，14，15]，其部分转向图如图 10(a)所 

刁 。 

13,2,3,45,6,7,8,1只11，12,mA4,1@ F4= 13,2,3,4,5,6,7,8,1，11只12,10,14,15] 

，。，。，。 

罐D-OS：n0无,10,1·， 
’ 

， 臻 u 。’。 。’ 镁量 至 
图lO 例 3中由可逆函数凡 转化为 的示意图 

继续寻找“分 E-OS”，并以转向图 10(a)中的向量 9作为 

查找起点。因为l Wg．1o l一2>1，且 ， 。(2)一1，所以选取只 

· 120 · 

在第二变量上与 9不相同的向量，即 11。向量 11已自成循 

环，交换向量组{9，11}后，函数的复杂性不发生改变，且生成 

函数 F4一[O，13，2，3，4，5，6，7，8，1，10，11，12，9，14，15]，这 

是一个“可减 函数”，其转 向图及存在的“D-OS”分别如图 1O 

(b)和图 10(c)所示 。 

经过 4次“【)_()S”后 ，函数的复杂性为 0。这 4次“DOS” 

对应的互换向量依次为{11，10}，(9，̈ }，{9，13)和{9，1}。 

最后，将每一步交 换转换成对应 的 PNC 门，依次为 

PNG ( 4，．273，321，a22)，PNG (T4， 3，z2，321)，PNC4( 4，373， 

217l，z2)，PNC4( 4， 3，．271，_z2)，PNC4(T4，z3， z，z1)，PNC4 

( 4，z3，z1，z2)，PNC4( 4， 2， 1， 3)及 PNC4( 3，'T2， 1， 

z )。将上述 8个门逆向级联即可得到相应的可逆网络，如图 

11所示。 

图 l1 例 3中可逆函数 F的可逆网络 

3．3 可逆网络的化简 

根据相应的算法构成可逆网络后，要对可逆网络进行化 

简，在大多数情况下，化简后的网络在门的个数、控制位数及 

量子代价等方面都会有一定的改善。文献[6]中引入了可逆 

模板，对综合后的 ff0“门级联网络进行化简。由于可利用 

的模板数量有限，优化的程度也受到了限制，且使用的模板越 

多，搜索的时间也会大大增加。 

本文给出了基于 PNC门的级联网络的化简方法 ，当网络 

中某些连续的PNC门满足以下情况时，即可进行化简： 

(1)这些连续的 PNC门拥有相同的目标位。 

(2)除了目标位以外，如果不相同的控制位个数为 (n≥ 

1)，且这些控制位是相邻的 2 个组合，则可将这 个控制位 

删去，既减少了控制位，也减少了级联电路的代价。 

例 4 图 11中的级联网络并不是最简的，可以进一步化 

简第 5个门PNC4( 4，z3，z1，z2)和第 6个 门 PNC4(-z4， 3， 

．2C ，X2)。这两个门的目标位相同，且控制位 互补，可将其 

删除，用 PNCa( ，．27 ，zz)代替以上两个门，功能不变，但在 

门数、控制位数上得到了一定程度的改善，进而优化了可逆网 

络。化简后的可逆级联图如图 12所示。 

图 12 例 3中可逆函数 F化简后的可逆网络 

4 实验结果 

本文提出的算法已用c++语言实现，且选取了所有 3 

输入／输出函数及部分 4输入／输出函数进行综合 ，以验证该 

算法的正确性及有效性。表 1为全部 3输入／输出函数的综 

合结果，表 2为部分可逆函数对应的具体的 PNC门及其级联 

顺序。在上述两个表中，“We”代表本文提出的综合方法， 

“M Saeedi”代表文献[12]中由M．Saeedi等人提出的算法。 



表 1 所有 3输入／输出可逆函数的综合结果及比较 

表 2 部分可逆函数的综合结果及比较 

输出序列 门数 PNC门级联顺序 

We M Saeedi(从低位到高位依次为 1，x2， ) 

由表 l可知，在所有 3输入／输出函数，即共 40320个可 

逆函数中，利用本文提出的方法进行综合，最多用到 12个 

PNC门，平均门数为 6．775；利用文献[12]中 M Saeedi等人 

提出的算法进行综合 ，最多需要 17个 PNC门，平均门数为 

7．440。相比之下，本文算法在可逆门的个数方面有很大的优 

越性。 

由表 2可知，利用本文的综合方法得到的函数的平均门 

数为 6．38，比文献[12]中的平均门数 7．46要少 ，大大减少了 

级联网络中门的个数，降低了网络成本。 

结束语 本文提出了基于可逆函数复杂性的 PNC门综 

合方法，并利用该方法综合了全部 3输入／输出函数及部分 4 

输入／输出可逆函数。实验结果表明，本文构造的可逆级联网 

络在可逆门数及控制位数方面有一定程度的改善。 

在未来的工作中，我们将着手于 PNC门的网络优化，尽 

可能多地减少控制位的数 目，降低网络的成本，使其适用于大 

规模可逆网络的生成。 
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