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基于矩阵初等变换的量子可逆逻辑电路双向综合算法 

王 冬 刘 强 李善治 

(河南大学软件学院 开封 475001) (武汉大学软件工程国家重点实验室 武汉430072) 

摘 要 基于矩阵初等变换，提出了量子可逆逻辑电路双向综合算法。该算法依据两数字间的汉明距离，通过交换矩 

阵行号或矩阵元素对量子可逆逻辑电路的矩阵进行初等行变换。在变换的过程中，利用邻接矩阵的电路转化规则，生 

成任意给定置换的量子可逆逻辑电路。与其它同类算法相 比，由于不需要 穷尽搜 索，该算法的时空复杂度有大幅降 

低；又由于采用任意 量子扩展通用 Tof~li门，该算法可综合任一置换(奇或偶置换)的量子可逆逻辑电路，并且电路 

中门的数量有所减少。 
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Bidirectional Reversible Logic Circuit Synthesis Algorithm Based on M atrix Elementary Transformation 
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Abstract Quantum reversible logic circuit synthesis is one of the key techniques to construct the quantum computer． 

Bidirectional reversible logic circuit synthesis algorithm based on matrix elementary transformation was proposed in this 

paper．The algorithm can construct reversible logic circuit of any given permutation by using the circuit transformation 

rules of the adjacent matrix and the method of exchanging either the row number or the elements of the matrix in terms 

of hamming distance of two numbers．Compared with the other algorithms，the time-space complexity of our algorithm 

has been decreased greatly because of without exhaustive searching．Moreover，the types of the quantum reversible logic 

circuits synthesized by our algorithm are even and odd permutation because using n-qubit extended general Toffoli 

gates，and the number of quantum gates in the circuit is cut down． 

Keywords Quantum reversible logic circuit，Quantum computation，Toffoli gate 

1 引言 

量子可逆逻辑电路综合技术是构建量子计算机的关键技 

术之一l_1]。量子可逆逻辑电路综合通常采用量子门级联的方 

式，量子门均可逆，Bennett证 明采用可逆门构建可逆电路可 

有效降低计算能耗(理论上可以达到最低能耗[2 )。 

近 3O年来，人们已提出了多种量子门，如通用 Toffoli门 

(General Toffoli gate，GT f1)、受控交换f1(Controlled swap 

gate，Fredkin门)等；Barenco等人提出用一位量子门和控制 

非门(CNOT gate)可构造用于量子计算的通用门库l3 ；Liu等 

人依据此通用门库，给出了建立一般的 n-qubit受控酉门的两 

个解析表达式l_4 ；Song等人给出了量子门的代数特征_5]。如 

何使用指定量子门库中的量子门自动生成量子代价较小的量 

子可逆逻辑电路，其本质在于量子可逆逻辑综合技巧问题。 

1wama等人提出了特定 CNOT电路的转化规则l6 ；Miller应 

用谱函数实现近似最优的可逆逻辑电路化简[7]；Maslov等人 

提出利用真值表和模板技术构造并优化量子可逆逻辑电路的 

方法_8朋；Shende将可逆逻辑电路综合转化为置换问题，提出 

了三量子可逆逻辑电路综合最优算法_1。。；Yang在此基础上 

利用 GAP软件实现了三量子最小长度和最小代价可逆逻辑 

电路综合|1 。在综合四量子电路时，Yang等人利用广度优 

先搜索和双向综合技术，使用 CNP量子门库可综合最长为 

12的四量子偶置换最优电路_】 ，这已是较好结果 ； 等人 

使用 CNP量子门库 ，在广度优先搜索的基础上，巧妙构造哈 

希函数并利用线置换和向变换进行无损压缩来快速生成最大 

长度为 16的最优四量子偶置换电路_1 。基于广度优先搜索 

的量子可逆逻辑电路综合是一个组合优化问题，搜索空间随 

着量子比特数的增加呈指数级增加。所以，以此为基础综合 

n(n≥4)量子可逆逻辑电路所需的内存空间将远远超过经典 

计算机能够承受的范围，综合出的电路相对于整个 (”≥4) 

量子可逆逻辑电路空间，所占比重将急剧下降。 

本文依据量子可逆逻辑电路要实现的置换，给出其酉矩 
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阵的构造方法，在此基础上提出基于矩阵初等变换的量子可 

逆逻辑电路双向综合算法(BMET)。理论分析表明，该算法 

综合n量子电路最多需要( 一1)·2”+1个扩展通用Toffoli 

门。与文献[12，13]$N比，由于不需要穷尽搜索，该算法的时 

空复杂度呈指数级降低，与量子可逆逻辑电路构造性算法_] 

相比，使用的扩展通用 Toffoli门数量在最坏情况下减少( 十 

1)·2 ～ 1 

2 预备知识 

定义 1 设 ∑一{ao，6；1，⋯ ，a 一l}是 一个 兀 集合 。集合 

∑到∑的 1—1映射 _厂叫做 ∑上的一个 置换，表示为：，一 

／ Ⅱn n1 ⋯  a 一t ＼ 

( ⋯ l，其中( l’．一，n 1)是( al，a ＼“ n 1 ⋯  g 
～ 1 ／ ” 

⋯ ，a )的一个新的排列 ]。 

定义 2 Toffoli量子门记为 TOF(C，T)，其中输入变量 

集合 In一{320，321，⋯，Xn-- }，控制端集合 C一{z Xi。，⋯， 

32 ，}，受控端集合 T一{五 )，Xi ∈In，mE{1，2，⋯，1)，且CnT 

一 0，cUTCIn。输出变量集合映射为{zo，321，⋯，Xi 一 ，Xi 

①
． 

，五 ⋯ ⋯ )。若 3m∈{2，3，⋯，z)，~,Tim—o 

=o，受控端 z 。的输出为 ① 一z o o—z 

若VmE{2，3，⋯，z}，Xi 一l 旦∞ 一1，受控端z 的输出 

为 五 o 
， 

一z ① 1一 控制端的数量决定了不同的 

Toffoli门，如图 1所示。 

·控制端 0受控 

‘ 玉 m  

非门N 控制非门C 标准Toffolifl T 通用Toffolil'l GT 

图 1 Toffoli量子门 

定义 3 通用 Toffoli门只有置 1控制条件。然而 1并没 

有任何特殊之处，控制线置 0控制受控线信号反转是合理 

的l_1]。增加了置 0控制条件的通用 Toffoli门称为扩展通用 

Toffoli门(Extended General Toffoli Gate)，记为EGT(C，T)， 

如图 2所示。 

W  

z0 w 

图 2 EGT门 

量子可逆逻辑电路是可逆函数的线路模型，由若干量子 

门级联构成 ， 量子可逆逻辑电路实现的可逆函数为：f(xo， 

l，⋯，zz 1)一(z勋， g1，⋯，Xg2 1)。其中 (z％，zg1，⋯， 

。 一  )是( o， ”，37z )的重新排列，所 以 厂是一个置换， 

／．CO 321 ⋯  Og2n一1 、 

记作：-厂一f l。 
＼ 0 1 ⋯ 2” l／ 

定理 1 任何 × 规模的不含 x f1的可逆逻辑电路 

均实现偶置换[ 。 

证明：因为偶置换的乘积还是偶置换，所以只需证明只有 
一 个门的电路的情况即可。设 G是 × 电路中的一个 门， 

根据题意可知，此门不是 ”X 的，所以至少有一条线不受 G 

的影响。不失一般性，假设 z 为最高位线，则 G为( 一1)位 

量子门，以此实现 2一 元集合(0，1，⋯，2 一1)上的一个置 

换。由于最高位线不受 G门影响，因此有：z ·2一 ① G(k) 
一 G(z ·2 ① )，( ∈(O，1)， <2 ，G( )为 k在G门置 

换下的对应元素，G( )<2一 )。因此，在 G门和最高位线所 

组成的n位可逆电路所实现的置换中，G置换必然成对出现 ： 

其中一个是最高位为 0，另一个是最高位为 1。两种情况下 ， 

其余线上均实现 G置换，则两种情况下所实现的置换的奇偶 

性必然相同。所以 G门和最高位线所组成的 位可逆逻辑 

电路所实现的置换是这两个不邻接的置换的乘积。根据置换 

群的基本原理：奇偶性相同的两个置换的乘积必为偶置 

换_】 ，则有 G门和最高位线所组成的 n位量子可逆逻辑 电 

路仅实现偶置换 。 

由此可知，在 7"／( ≥4)量子 电路中仅使用三量子门只能 

实现偶置换~12,13]。为能够综合任意 n(n≥4)量子奇偶置换电 

路，我们采用 n(n≥4)量子 EGT门。 

定义 4 设有两个不同的二进制数 和t。连接 5和t的 

邻接矩阵定义为：以 5开头以t结束的一组二进制数组成的 

矩阵，并且矩阵中相邻的两个数恰好仅有一位不同。 

例 1 S一(1001)B，t一(0111)B，连接 s和 t的邻接矩阵 

为 

1 O 

1 O 

1 1 

O 1 

0 1 

1 1 

1 1 

1 1 

邻接矩阵中相邻两个二进制数的转换，可由一个EGT f1 

实现，让其中变化的那一位作受控端，其余不变的位作控制 

端。则实现将 s变换到 t的电路如图 3所示。 

r ' 

、 厂 、 ． 
、 ／ ＼ ／ ’ 

，， 、 ● 

＼ 一， ’ 

● 

图3 将 变换到t的电路 

W 0 

XO 

y0 

Zo 

3 可逆函数的矩阵表示 

设 e。，e ”， 一 为 2 维 Hilbert空间的一组标准正交 

基，eh(hE(o，1，⋯，2 一1))表示第h位为 1、其余2 一1位均 

为 0的单位行向量，即eh一 

第

。位 ⋯ 第 1位 ⋯ 第 0t 0 h 2—1位)。 量子可逆逻 第位 第位 第”一位／。“ 

辑电路实现的置换f—I 】在映射 ： 
＼X g0 Xg1 ⋯ Xg2n

一 1／ 

a(x )一 ， ∈(0，1，⋯，2”一1)下被惟一表示 成矩阵 
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I Xo Xl ⋯ x 2”一1 l 

在置换，一l ⋯z J中 z ’ l，⋯， l ⋯ zF2 】J 
X g2 

一  )是(zo，Xl，⋯，x2 一 )的一个新排列 ，由 的定义和矩 

阵乘法规则有： 

ex
g1 

● 

： 

e1 

× 

实现了置换， l
X g0

XO I 

。 则矩阵 

Z2n一1 l 

{的函数 
2 一 l J 

功能。又因为( o， ”， z )的全排列构成对称群 S ，其 

中 每 一 个 置 换 都 是 惟 一 的，则 在 ， 一 4 BⅧ I’算法 

I勘 丑 ⋯ --1 l 

⋯  『中，习惟一对应 ，jE(o，1，⋯，2 一 l 1 ⋯  
一 1 J 

。，又从 的定义知： 惟一对应 ，所以矩阵f耋 1是 
量子可逆逻辑电路实现置换，：J面 曲 ⋯ I的惟 【 

l ⋯  
一

1 J 

，0I 2 34 5 6 78 9 101112131415、 (
0 3 21 4 5 6 7 8101214151311 9)的矩阵如表 所列。 

置换 f的矩阵表示 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 

0 0 0 1 0 0 

量子可逆逻辑电路综合就是找到一个量子门序列实现置换 

函数的功能。由于置换可以用酉矩阵表示，因此此问题转化为： 

找到将酉矩阵变换为单位矩阵的量子门序列。由第3节可知：量 

子可逆逻辑电路的酉矩阵为每一行每一列只有一个 1、其它位置 

全为0的稀疏矩阵。将这种矩阵变换成单位矩阵只需逐次有序 

调整矩阵的行，对矩阵实施初等行变换即可。其中的每次调整都 

对应着一个量子门序列，将这些量子门级联即可生成给定置换的 

量子可逆逻辑电路。 

4．1 算法描述 

第1步 依据第3节的方法将给定置换表示成矩阵。 

随着量子比特数的增加，在计算机中存储 ×2”规模的矩 

阵所需的内存空间呈指数增长，如再进行矩阵运算，算法的空间 

复杂度将更大。考虑到”量子可逆逻辑电路的矩阵的特点为：每 
一 行每一列只有一个 1，其余位置全为0。受稀疏矩阵各种存储 

方法_】。]的启发，我们在算法中仅使用一个2 规模的数组Matrix 

来记录矩阵每行中 1的位置，这样只需 2 个内存单元，比存储整 

个矩阵少用 倍内存单元，降低了算法空间复杂度。 

如何记录 1的位置是关键，因为 1的位置的计算方法与算 

法的效率息息相关。我们采用从矩阵第 0行开始到第2 一1 

行结束，每行自左起，从 0开始计数来计算 1的位置。这样就 

可以用Matrix数组的下标代表矩阵的行号，数组元素代表 1 

在每一行中的位置。如将表 1的矩阵存储在 Matrix数组中， 

Matrix：{0，3，2，1，4，5，6，7，8，i0，12，14，15，13，11，9}，Ma～ 

trix[1]一3表示：矩阵第 1行中的 1在第 3列。 

第 2步 构建电路。 

从第 0行开始依序检查矩阵第 i行的1是否位于第 i列 

(?Matrix[i]一 若不是，通过调换矩阵的行，使得第 i行中 

的 1位于第 i列 (即 Matrix[i]= )，按此方法继续，直到矩阵 

变为单位矩阵(Vi，iE(O⋯2 一1)，Matrix[i]一 )为止。在 

调整过程中，为尽量减少量子门的数量。我们依据数字间的汉 

明距离采用双向变换算法。 

定义 5 两个数 z，Y之间的汉明距离 删 (z， )是指 X， 

的二进制表示中不同位的个数。由定义 4可知，汉明距离可 

表示在将 变换到 的过程中需要使用的 EGT门的数量。 

考虑到调整矩阵元素与调整矩阵行号是相对操作 ，其结 

果相同，如图4所示。而汉明距离决定了在调整过程中所使 

0  O 0 O 0 0  O  O  O  O O 1  0 O  O  O  

0  0 0 O  0  0  O  O  O 0 O  O  0 1  O  O 

0 0 0  O  0  O  0  O  O O l  O  0  O  O  O 

O O  0  0  O  l  0  0 0 O  0  0  0  O  O 0  

表 O O 0 0 1 0 O 0 O 0 O 0 0 0 O 0 

O l  0  0  0  O  O  0 0 O  O  0  0  0  O O 

O O  1  0  0  O  0  0 0 0  O  O  0  0 0 O  

O O  O  l  0  O  O 0 0 0  O O  O  O 0 O  

l  0  O  0  O O 0 O 0  O  0 O 0 O 0  O  

O  1  

z 

}寻 ∞ 一 

0 l  一 



用的 EGT门数量。为减少门数，在每次调整中(如果 目前 

Matrix[i]一 ，则调整到Matrix[i]一 )，首先找到矩阵中 1 

的位置为 i的第k行(Matrix[k]一 )，比较矩阵这两行中 1的 

位置的汉明距离 Hd(j， )和两行行号的汉明距离 Hd(k， )， 

以较小者生成门电路 ，这样可有效减少电路中门的数量。其 

中，调整矩阵元素为反向生成电路，调整矩阵行号为正向生成 

电路。 

第l行r0 1 o O、 对调 第1行rl 0 0 o、 

第2行I1 0 0 0 J两行元素 第2行10 1 0 0 J 

几 
J l 翊 第2行r0 1 0 0、 第1行rl 0 0 0、 

——两石 第l行【1 0 0 oJ=第2行【o 1 0 oJ 

图 4 两种等价的矩阵调整方法示例 

在将量子可逆逻辑电路的矩阵调整变换为单位矩阵的过 

程中，为使后期的变换不会影mJN前期已经调整到位的行 ，在 

生成两个数的邻接矩阵时，总是先从右 向左将较大数中的 0 

全部变成 1，然后再从左向右将较大数中的 1全部变成 0，直 

至变成较小数为止。 

算法 1 构建量子可逆逻辑电路 GenerateCircuit。 

输入：存放矩阵的数组 Matrix。 

输出：存放 量子 电路的数 组 Gates，存 放电路 中 门数量 的变 量 

GatesNumber。 

1．for(i=0；i<2n一1；i++) 

2．{if(Matrix[i]!一i) 

3．{for(k—i+1；Matrix[k]!一i；k++)； 

4．if(Hd(Matrix[i]，i)<一Hd(k，i)) 

5． {AdjaMtrix=AdjactMatrix(Matrix[i]，i) 

6． for(con=0~eon~Hd(Matrix[i]，i)；con++) 

7． {store Gate(AdjaMatrix[eon]，AdjaMatrix[con+1])to 

RGates； 

8． RGatesNumber+ + ； 

9． for(h—i+1；Matrix[hi!=AdjaMatrix[con+1]．h++) 

10． swap(Matrix[i]，Matrix[hi)；}) 

11． else 

12． {AdjaMtrix=AdjactMatrix(k，i) 

13． for(con=0；con~ Hd(k，i)；COn++ ) 

14． {store Gate(AdjaMatrix[con]，AdjaMatrix[con+1])to 

Gates； 

1 5． GatesNumber+ + ； 

16． swap(Matrix[AdjaMatrix[con]]，Matrix[AdjaMatrix 

con+1]])；))} 

17．for(i— RGatesNumber-- 1；i> 一O；i一 一 ) 

18． Gates[GatesNumber++]=RGates[i]； 

第 1—3行，找到矩阵中的第 i行，其中的 1不在第 i列， 

及找到第 志行 ，其中的 1在第 i列。 

第 4—1O行 ，以两行中 1的位置生成邻接矩阵，再依据定 

义 4，以此邻接矩阵来生成电路。 

第 12—16行，以两行 的行号生成邻接矩阵 ，再依据定义 

4，以此邻接矩阵来生成电路。 

第 17—18行 将逆向电路与正向电路连接在一起。 

第 3步 优化电路，优化规则为： 

1．如果存在连续两个完全相同的 EGT门，则可以将这两 

个门一起移除，如图 5所示。 

X1 

)【2 

Xn 

'  r  '  r  

● ● 

，， 、 ，， 、 

X1 Xl 

X2 < > x： 

Xn 

X1 

X2 

Xn 

图 5 优化规则 1 

证明：不失一般性，假设连续的两个相同的 EGT门 A和 

B的前 一1条线为控制端，其中第一条线为置 0条件控制， 

其余为置 1条件控制。第 n条线为受控端。根据定义 2可 
— —  n——】 

知 ，经过 A的输出为：(zl，z2，⋯，z 一1；z 1①II )，因为 

B与 A完全相同，所以再经过 B的输出为( ， z，⋯， 一 ； 
1 1 

x1① II 1①Ⅱ丑)一(zl，z2，⋯， 一l；z o O)一( l， 
= Z = Z 

zz，⋯， ；-z )，其结果等价于不经过任何门的输出结果，故 

移除连续的两个完全相同的 EGT门不会影响电路的功能。 

算法 2 按照优化规则 1优化电路的算法 SimplyRulel。 

输入：存放量子电路的数组 Gates。 

输出：存放量子电路的数组 Gates，其中的门有删除。 

1．char pl—Gates， p2=pl+4； 

2．for(i—O；i<：3&& p1[|]一一p2[i]；i++)； 

3．if(i一一 4) 

4．{for(i一0；i<一3；i+十) 

5． {pl[i]一 * ；p2[-i]一 * ；} 

6．GatesNumber一 一 2：} 

第 2行，比较两个相邻的门是否相同。 

第 3—5行，删除两个相邻且相同的门，“*”代表删除。 

2．对于相邻的两个 EGT门，如果受控端相同而控制端只 

有一位控制条件不同，则可以把这一位控制端去掉 ，留下相同 

的控制端和受控端合并成 1个EGT门，如图6所示。 

Xl 

X2 

Xn 

1 r 1 r  

●● ● ●● 

， 、 厂 、 

X2 X2 

Xn Xn 

X2 

Xn 

图6 优化规则 2 

证明：不失一般性 ，假设连续的两个 EGT门 A和 B的前 

n一1条线为控制端，第 条线为受控端，且 A和 B只有第一 

条线上的控制条件不同：A为置 1控制，B为置 0控制。经过 
n一 】 

A的输出为：(z ，z ，⋯，z ；z o IIXk)，再经过 B的输出 
一 l 

为： 
一

1 ⋯ ] 

(z1，-z2，⋯，X 一1；z ① II xl·ⅡXk) 
k— l 一z 

— —  

一

1 

一 (z1， 2，⋯，z 1； ①( l o 1)·IIXk) 
一 Z 

"一 1 

一 (z1，z2，⋯，z 一l； ① 1·IIXk) 
一 Z 

一 】 

一(-z1，X2，⋯，X 一1；z ① Ⅱ∞) 
一 Z 

此结果正好等价于只经过一个 EGT门的输出结果，此门 

在第一条线上没有控制，其余线上的控制条件与A和B保持 

一 致，并且受控端与 A和 B在同一条线上，得证。 

算法 3 按照优化规则 2优化电路的算法 SimplyRule2。 

输入：存放量子电路的数组 Gates 

输出：存放量子电路的数组 Gates，其中的门有所删简。 
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L struct NumberPosition 

2．{int count； 

3． int position； }； 

4．NumberPosition DifNumPos={0，0)； 

5．char pl=Gates。 p2=pl+4： 

6．for(i一0；i< 一3；i+ + ) 

7． {if(p1[i])!一p2[i]) 

8． {DifNumPos．count十 一1； 

9． if( fNumPos．count~ 1) 

10． {reset DifNumPos；break；} 

1 1．DifNumPos．position=i；}) 

12．if(DifNumPos．position!一O) 

13． {pl[DifNumPos．position]一 * ； 

14． for(k— O；k< 一3；k+ + ) p2+ 十 一 * ； 

15．GatesNumber--一 ；reset DifNumPos；) 

第 6一ll行，检查相邻的门是否只有一个控制端不同。 

第 12—14行，保留一个门并删除其中不同的控制端。 

3．若 EGT 门 A—EGT(z1，z2，⋯， 一1；矾)与 B— 

EGT(yl，Y2，⋯，YH ； )满足： 

条件 1：xk { l，yz，⋯，yl 1}and {．T1， 2，⋯， 

一 1)，或 

条件 2： z ∈{x】，x2，⋯，丑一l}and ∈{Y1，Y2，⋯， 

yl一1}，满足 x 一 ，则 A与 B互不影响，可以交换 A与 B的 

位置，如图 7所示。 

X 

x2 

．  

xn 

1 r  1 

●● ● 

，一 、 

厂 、 

r 1 r 

● ● ● 

厂 、 

，一 、 

X1 

x2 

xn． 

Xn 

(a)每一个EGT门的受控端都不在另一个门的控制线上时两门 

可交换 

x1 

x2 

)(n．1 

Xn 

1 r  ' 

●● ● 

厂 、 

厂 、 

Xl 

x2 

X l 

Xn 

r '  r 

● ●  

厂 、 

厂 、 

X1 

x2 

X l 

X。 

(b)同一条控制线上两个EGTI'~的控制条件不同时两门可交抉 

图7 优化规则 3 

证明：首先证明 A和 B两个 EGT门在条件 1下可交换。 

不失一般性，假设 A和 B控制端均为( ，xz，⋯，．z z)，A受 

控端为 一 ，B受控端为 z ，依据 EGT门的定义 ：先经过 A 
n一 2 

门输出为( ，xz，⋯，x ，Xn一 ①Ⅱ丑，X )，再经过 B门输出 
一 l 

2 ”一 2 

为( 1， 2，⋯，Xn一2，z 一1① II ，Xn O II Xk)。A与 B交换 
= l k— l 

" 2 

后 ，先经过 B门输出为(z ，zz，⋯， 一z，X ，z ① IIz )，再 
= J 

"一 2 2 

经过 A门输出为(-z1，z2，⋯，z 一2，z 一1o Ⅱz ，Xn① II )。 
= 1 k一 1 

由此可知，在此条件下，A和 B交换前后，经过这两个 EGT 

门的输出结果相同。所以在条件 1成立下，A和 B可交换 。 

其次证明A和B两EGT门在条件 2下可交换。不失一 
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般性，假设 为 A与 B两门的控制端之一，A在 上 的控 

制条件为 1，B在 z 上的控制条件为 0。 一1时，无论 A和 

B如何交换 ，只有 A门可能起作用，B门绝对不会起作用。 

一O时，无论 A与 B如何交换，只有 B门可能起作用 ，A门绝 

对不会起作用。所以在条件2成立下，在某一时刻，A和B两 

门中只可能有一个门起作用，所以A与 B可交换。 

算法 4 按照优化规则 3优化电路的算法 SimplyRule3。 

输入：存放量子电路的数组 Gates。 

输出：存放量子电路的数组 Gates，其中的门有所移动。 

1．char pl=Gates， p2一p1+4；int kl= 0，k2= 0； 

2．while(pl[k1]!一 3 ) kl+-+-； 

3．while(p2[k2]!一 3 ) k2++： 

4．{for(i一0；i<一3；i++) 

5．{if(p1[k2]一一 * &&p2[k1]一一 * J p1[i]一一 1 8L&p2[i] 

一一 0 ll p1[I]一一 0&&p2[i]一一⋯1) 

6． {Swap(gatel，gate2)；break；) 

交换相邻的两个门，将受控端在同一条线上的量子门尽 

量排列在一起，为合并与移除优化操作做准备。 

4．2 算法举例 

考虑例 2，生成可逆电路的步骤如下： 

①将例 2中的置换表示成表 1所示的矩阵，并将其存入 

Matrix数组， ￡矗 一{0，3，2，1，4，5，6，7，8，10，12，14，15，13， 

11，9}，数组下标代表矩阵的行号，数组元素代表本行中 1所在 

列号。②扫描 Ma trix数组，寻找 Ma trix[i~!一i的元素，发现 

Ma trix[1]一3，则在 Ma trix数组中查找 1，Ma trix[3]一1，此时 

无论是调整矩阵两行元素还是调整矩阵行号均使用(3，1)建 

立邻接矩阵(OOl1，0001)，在此情况下，我们选择调整矩阵元 

素的方法生成电路 ，即从后向前生成电路。依据定义 4产生 

图 8右数第一个门，交换元素(3，1)，此时 Matrix一{0，1，2， 

3，4，5，6，7，8，1O，12，14，15，13，11，9}。继续扫描发现 Ma— 

trix[9]=10，Matrix[15]=9，因为矩阵这两行中1的位置的 

汉明距离为 H (1O，9)一2，这两行行号的汉明距离为 Hd(9， 

15)一2，Hd(9，10)≤Hd(9，15)，所以采用将矩阵第 9行中 1 

的列号从 1O调整到 9的方法建立电路，以数字对(10，9)建立 

邻接矩阵(1010，1011，1001)，依据定义 4产生图 8右数第二 

个门，交换数组元素(10，11)，产生图 8右数第三个门，交换数 

组元素(11，9)，此时 Matrix一{0，1，2，3，4，5，6，7，8，9，12， 

14，15，13，1O，l1}。继续扫描发现 Matrix[1O]一12，Matrix 

l 14 l一 10，因 为 Hd(12，10)一 2，Hd(14，10)一 1， 

Hd(12，10)>H (14，10)，所以采用调整行号的方法建立电 

路，以 (14，10)建立邻接矩阵(1110，1010)，产生图 8左数第 
一 个门并交换行号(14，lO)。依此继续，直到 Matrix {0，1， 

2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12，13，14，15}时，算法终止，产生的 

量子可逆逻辑电路如图8所示。③利用优化规则对电路实施 

优化 ，如图 9所示。至此，电路综合过程结束。 

' r 1 r ' 

，， 、 ／， 、 ． 
一／ ’ r 1 r ＼ )_—__( )_—__( 

』  ，， 、 ． ／， 

， ' ＼、 ’ ’ ＼、 ，／ 

、 ， 、 厂， 、 ． - ／一 、 J 

图 8 实现置换 f的电路 
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优化规则3 

优化规则3 

图9 对 f电路优化图解 

5 算法性能分析 

考虑到置换中前 2一 个数中的每一个输出与输入之间最 

多有 位不同，依据定义4要将输出调整到与输入相同，即最 

多需要 个 EGT门。如果前 2一 个数中的每一个输出与输 

入都相同，则剩下的 2一 个数中的每一个输出与输入之间最 

多有 ”一1位不同，则要将后 2 个数中的前 2 个数的输出 

调整到与输入相 同，即最多需要 一1个 EGT门，而如果前 

2 +2 个数中的每一个输出与输入都相同，则剩下的2 

个数中的每一个输出与输入之间最多有 一2位不同，则要将 

后 2 。个数中的前 2一。个数中的输出调整到与输入相同，即 

最多需要 n一2个 EGT门，以此类推，直到剩下最后两个门时 

仅需一个 EGT门。所以BMET算法实现 量子可逆逻辑电 

路所需 EGT门最多为： 

L(")一 ·2 +(”一1)·2 +( 一2)·2 一。+⋯+ 

2·2 +1一( 一1)·2 +1 

目前较为成熟的非穷尽搜索的量子可逆逻辑电路综合算 

法为构造性算法l_l ，其使用 的 EGT门最多为 2n·2 个，在 

最坏情况下比BMET算法多( +1)·2”一1个。BMET算法 

还使用了双向综合技术和优化规则来优化电路 ，优化后门的 

数量和复杂度都将进一步降低 。 

BMET算法可直接构建给定置换的量子可逆逻辑电路， 

其中仅用一个 0(2 )规模的线性数组来存储量子可逆逻辑电 

路的酉矩阵，所以空间要求低。而文献[12—14]采用基于广度 

优先搜索的综合算法 ，该算法在最坏情况下需要记住所有 

(2 )!／2个电路才能综合某一特定置换 的电路，其空间复杂 

度超过(2”)!／2。BMET算法的时间复杂度为构建与优化量 

子可逆逻辑电路的算法的时间复杂度之和，在最坏情况下不 

超过 2 。。而基于广度优先搜索的综合算法与其空间复杂度 

分析一样，时间复杂度大于(2 )!／2。所以和文献E12—14]相 

比，BMET算法的空间复杂度和时间复杂度都呈指数级降 

低 。 

由于当 ≥4时，文献[-12—14]需要记住(2 !)／Z个电路， 

已远超过经典计算机的内存空间，又由于它们均采用三量子 

CNP门库，因此它们 只能综合 出部分 量子偶置换 电路。 

BMET算法合理采用 量子 EGT门，可以综合任一给定奇 

或偶置换的可逆逻辑电路 。 

结束语 酉矩阵是量子电路的数学模型，能够形式化地 

描述量子系统的演化和量子计算的数学属性。本文首先给出 

量子可逆逻辑电路的酉矩阵表示方法，在此基础上，又提出基 

于矩阵初等变换的量子可逆逻辑电路双向综合算法。与构造 

性算法相比，电路中门的数量随着量子比特的增加而大幅减 

少。与基于广度优先搜索的算法相比，该算法可综合任一置 

换(奇或偶置换)的量子可逆逻辑电路，并且算法的时间复杂 

度和空间复杂度都呈指数级降低。 

进一步的工作为 ：寻找更加有效的优化规则和优化策略 

来对生成的量子可逆逻辑电路进行优化。 
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