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一 种基于进化泛函网络的建模与函数逼近方法 
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摘 要 提出了一种进化泛函网络的建模与函数逼近方法，该方法把泛函网络建模过程转变为结构和泛函参数的优 

化搜索过程，利用遗传规划设计泛函网络神经元函数，对网络结构和参数共存且相互影响的复杂解空间进行全局最优 

搜索，实现泛函网络结构和参数的共同学习，并用混合基函数实现 目标函数的逼近，改变了人们通常用同类型基函数 

来实现目标函数逼近的方式。数值仿真结果表明，提出的网络建模与逼近方法具有较高的逼近精度。 
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泛函网络(Functional Networks，FN)是 Enrique Castillo 

于 1998年提出的一种网络模型 ]，是对人工神经网络(Neu— 

ral Networks，ANN)的一种有效拓广，仅处理一般泛函模型。 

它与ANN的主要区别在于它的泛函性质和无权值连接。一 

个泛函网络的拓扑结构，由于其神经元函数的不固定和可学 

习，往往能描述成一个函数簇(如多项式、Fourier级数、三角 

函数等)；其次，泛函网络在应用时通常根据待解问题的“先验 

知识”，采用“问题驱动”的方式来建立其初始的网络结构，而 

不像 ANN那样采用“模型驱动”的方式来建立其网络的初始 

结构，该结构往往是一“黑箱”结构。因此，相比来说，FN比 

ANN建模较容易一些。近年来，泛函网络已经成功地应用于 

混沌时间序列的预测、微分、差分和泛函方程的求解、CAD、线 

性、非线性回归[ ]、非线性系统辨识 、故障检测与诊断 、 

计算机代数[8。 ]等领域，在解决上述问题中都表现出了良好 

的逼近性能。 

本文将遗传规划与泛函网络有机地结合起来 ，把泛函网 

络看作是结构和参数的优化搜索过程，对网络结构和泛函参 

数共存且相互影响的复杂解空间进行全局最优搜索，实现泛 

函网络结构和参数的共同学习，提出了一种基于遗传规划进 

化设计网络的方法。该方法最大的特点是结构和参数同时进 

化，且给出了泛函网络神经元函数的描述方法；在适应值函数 

设计中考虑了网络结构的复杂性和训练误差，算法中采用复 

制、交叉和突变算子；在遗传进化过程中不断动态变更网络的 

结构和神经元函数结构的大小。本文与同类文献方法的主要 

区别在于实现神经元函数学习是基于进化机制的，采用混合 

基函数来实现学习，而不是人们通常采用的同类型基函数簇。 

计算机仿真实验表明，该方法同样能改善网络的整体逼近性 

能，最终获得更为简洁的泛函网络结构和神经元函数表达 

式。 

1 泛函网络的构造 

一 般地，泛函网络由以下元素组成[1]：(1)输入单元层。 

这是输入数据的一层单元，输入单元以带有相应名字的实心 

圆来表示。(2)输出单元层。这是最后一层单元，它输出网络 

的结果是数据。输出单元也用带有相应的名字的实心圆来表 

示。(3)一层或若干层神经元。每一个神经元是一个计算单 

元，它计算的是一组来自前一层神经元或输入单元的输入值， 

并给下一层神经元或输出单元提供数据。计算单元相互连 

接，每一个神经元的输出可作为另一个神经元或输出单元输 

入数据的一部分。一旦给定输入值，输出便由神经元的类型 
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来确定，它由一函数定义。(4)存储层。该层单元不具有任何 

处理功能，只存储处理过程中的信息并使不同处理单元的输 

出相等。该层可以是一层 ，也可以是多层。(5)有向连接线。 

它们将输入层、中间层、输出单元层连接起来，箭头表示信息 

流向。所有这些元素一起形成 了泛函网络的结构，它确定了 

网络的泛函能力。 
一 般地， 层泛函网络的模型为 

y一 · 一 ⋯ ·· (X) (1) 

对应的网络结构如图 1所示。 

图 1 一般泛函网络的拓扑结构示意图 

其中，YER"表示系统的输出，XER 表示系统的输入。
．厂l， 

， ⋯ ， 分别表示不同网络层 的泛 函神经元函数 ，其接受上 

层函数的输入(可能是多维输入)，负责向下层函数输出数据 

(可能是多维输出)。 

Castillo的构造方法是根据所给问题所蕴涵 的“经验知 

识”采取一定的简化假设选取一些同类型基函数簇，将每一神 

经元函数 ， 一1，2，⋯，n，表示成一些已知基函数簇的线性 

组合作为 的待定形式，再由最小二乘法等回归技术确定其 

中的泛函参数 ，通过对比选择其中最好的一个作为最终结果。 

然而，由于现实数据的极其复杂性，往往无法获取足够的信息 

来预见 的形式，片面的或局部硬性的指定将会导致大的预 

测误差。因此，须从全局对 进行优化。而遗传进化算法的 

广泛可用性和全局最优性提供了可靠的工具和手段。 

2 基于进化机制的泛函网络设计方法 

2．1进化泛函网络设计方法 

从函数变换的观点来看，实质上式(1)表示的是一个复杂 

的函数变换系统。而对于一个复杂的函数变换，应分析判断 

对应于该网络的输入是否都有相同输出的等价泛函网络。如 

果对任何一组给定输入都有相同输出的两个网络，则这两个 

网络是等价的。这样，对任意一泛函网络都可找到相等价的、 

结构简单的网络与它对应 (如图 1所示)。那么，在式(1)，对 

每一个神经元函数(不妨考虑一元函数的情形)都可写成 

／ ( )一
．  

d (z) l，2，⋯ ， (2) 
J— l 

1)个体的描述 

为了叙述方便，再引入记号 

GEA(算术运算符集 A；函数集 F；终止符集 T) (3) 

式中，算术运算符集为A一{+，一，*，／，⋯}；函数集F为标 

准数学函数，而终止符集 T是通常意义下的参变量或常量。 

式(3)可进一步表示成 

GEA(4-，一，*，／，pow，exp，log，sin，con，⋯ ， 1， 2，⋯) 

(4) 

这样，事先不需要对每一神经元 函数 ．  

，i一1，2，⋯，，z的 

形式作任何假定，按遗传进化机理对函数和变量进行随机选 

择，可得到形如式(5)的各种神经元函数表达式。 

yl一 口 1 (T)； 一墨“ ( )；⋯；y．=Ease (z) ，一l 
， I ， ． 

(5) 

式中，。 ∈J『，如 ∈F， ∈T，∑，*EA； 一1，2，⋯，n；j一1，2， 

⋯ ，m ，它们都能以树状结构的形式表达问题。 

2)初始种群体的形成 

初始种群体用随机的方法产生 ，从函数集 F及终止符集 

丁中随机地选取基函数及变量 ，组成各种复杂的数学函数。 

假设产生的初始群体有 

个体 1：all·声11(_，，)+“】2·声】2( )+⋯+nl 1· j(z) 

个体 2；a21· 2l( )+ae2· 22(z)+⋯+a2 ，· 2 ，(z) 

个1本 ：an · ( )+＆ 2·声 2(z)+⋯+Ⅱ · (z) 

(6) 

在本问题中，染色体不再是传统的二进制位串，而是形如 

式(6)的函数表达式。在分析时把函数的表达式用数据结构 

中的二叉树来表示，节点集合一{算术运算符}(非叶节点的节 

点)、叶节点一{终止符集}一{函数中出现的变量和参数的集 

合}。结合式(6)，进而把基于二进制位串的遗传操作改进为 

针对二叉树的遗传操作。由运算的优先级可知，一个函数的 

二叉树表示可能不是唯一的，但由它的二叉树表示得到的节 

点集合和叶节点集合一定是唯一的。基于这些特性，下面给 

出基于二叉树的遗传操作。 

2．2 基于二叉树的遗传操作 

假设某一泛函网络中对应两个神经元函数个体表达式如 

图2所示。不妨考虑用 一2，m 一2， z一3的情形来说明其 

遗传操作算子。 

交叉点
．  

／+＼ ＼．＼ 
夕t- ” ， ， 

／ ＼>．＼ 
。 > >： > > >。 



 

从已知树中取一个节点运算符，随机地变成另一个与它 

具有相同运算目数的运算符，如图4所示。若取基函数( 

z)一{1，COS z)，则个体函数形如 

父代：f(x)=a+bcosx；子代：／( )= *bcosx 

a／＼＼ ／ ＼＼ 
b ’ 

图4 运算符变异操作示意图 

2)终止符变异操作 

从已知树中随机选取的一个终止符可变成任意一个终止 

符(如图 5所示)。如 

父代：，(z)一口+bcosx；子代：厂( )一2acosx 

+ 爿c 

b l 

图 5 终止符变异操作示意图 

总之，按遍历树生成法随机产生一组函数表达式作为初 

始群体，进入遗传进化自适应迭代过程，按遗传机理产生新群 

体。特别注意，这一阶段得到的只是一个表达式，不能直接进 

行评价，需等泛函参数进化完成之后再进行。 

3)进化泛函网络结构设计步骤 

使用模型(6)的形式描述任一泛函网络的逼近系统，还需 

要确定每个个体参数 n ，若取值不当，可能导致优 良的泛函 

网络模型被淘汰。在这种情况下，将泛函网络结构和参数的 

组合优化过程分成相对独立且简单的结构与参数的寻优问 

题；对泛函网络结构中神经元函数的优化采用遗传规划符号 

回归技术，而对参数的优化则采用 Lagrange乘数法完成，实 

现泛函网络结构和参数分别优化，共同识别的目的。归结起 

来，进化泛函网络结构设计包括以下 3步。 

(1)泛函网络结构进化。式(2)中函数 由泛函网络结 

构来确定，每一神经元函数都可由一些基函数的线性组合来 

表示。因此，泛函网络结构进化过程只对基函数和变量进行 

进化操作，无须考虑泛函参数的影响。则按遍历树生成法随 

机产生一组基函数表达式，即如式(6)所示的个体作为初始群 

体进入遗传进化 自适应迭代过程 ，按遗传机理产生新群体。 

特别注意，这一阶段得到的只是一个表达式结构，还不能直接 

进行评价，须等参数进化完成之后再进行。 

(2)泛函参数进化。对在泛函网络结构进化过程中产生 

的每一个形如式(6)的框架，析取参数相关信息，包括参数的 

个数、取值范围等。这样对每一个泛函网络结构来说，问题转 

化为确定结构下的泛函参数优化问题。由于当前结构下每一 

组模型的参数个体都对应一个完整泛函网络学习模型，可用 

Lagrange乘数法，通过解方程组方法求最优泛函参数。 

(3)泛函网络结构性能评价。这一步对泛函参数进化得 

到的每个泛函网络结构模型下的优化模型，用整体适应度函 

数式(7)对其进行评价，并将评价结果用于泛函网络结构进化 

过程。在完成泛函网络结构进化的同时，也确定了相应的最 

优泛函参数。 

重复(1)～(3)步，最终可获得所求的最优泛函网络结构 

建模。 

4)整体逼近性能测定 
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适应度是衡量网络整体逼近性能的主要尺度。每完成一 

代进化，就要对当前的泛函网络结构进行性能评价，其方法如 

下 。 

设采样点数为 样本集合为f( ， 一 (勾)) -，我 

们对 目标函数 (z)， 1，2，⋯， 进行逼近。设精度要求为 

￡>O(如 ￡一10 )，对每个样本的输入进行预测分析，则预测 

输出和实际值之间的误差为 

E一∑∑[ 一∑ (而)] 
l= 1，一 1 f= 1 

则适应度函数定义为 

(7) 

Fintness一 (8) 

每一代都可得到泛函网络的预测输出和实际输出。在实 

际应用中，用式(7)和式(8)式检验泛函网络的逼近能力。 

根据上面算法设计思路，泛函网络结构优化算法实施步 

骤如下。 

初始化：置进化代数 f一1；确定交叉概率 和变异概 

P ；随机产生 N个个体 g (￡， )作为构造泛函网络的神经元 

函数，构成种群P(t，z)一{ (￡，z)一互 (￡)如(t， )I 一1， 

2，⋯ ，N}； 

while(迭代次数小于预定的进化代数) 

{对每一 一1，2，⋯，N；根据 (￡， )构造出相应的泛函 

网络； 

基于对泛函网络结构和泛函参数分别优化和共同识别的 

原则来评价泛函网络的性能；根据式(8)计算当前网络的适应 

值Fintness ( )；如果Fintness (￡)满足要求，则结束；否则，置 

f一 +1；对第 ￡一1代群体进行选择操作 ，形成一新的 GEA 

集；分别以交叉概率 和变异概率P 对 GEA集 进行交叉 

和变异操作，形成新一代群体 P(t，z)； 

} 

5)泛函参数直接确定 

在泛函网络结构进化过程中，当完成进化的第(1)一(2) 

步后，泛函网络产生每一个表达式框架 ，并且在当前结构下每 

一 组模型的泛函参数个体都对应一个完整泛函网络结构。从 

而可以析取泛函参数相关信息，包括参数的个数、取值范围 

等。这样对网络结构来说，问题转化为确定结构下的参数优 

化问题。因此，不妨 以图 6为例，来描述泛 函网络的学习过 

程 。 

考察泛函方程 

F(x， )一 [厂1( )+ ( )] (9) 

则对应泛函网络如图6所示。 

∽ + 

图 6 用于逼近函数 F’(z， )的泛函网络 

对函数 F(x， )的学习实际上等价于对一元函数 ，1( )， 

-厂2(z)和 ，3( )的学习。任意给定一组训练数据 ((Xlj，％ ， 

z )lz 一F( ∽ zj)； 一1，2，⋯， }，我们给出其学习过程如 

下 。 

首先，经过上面进化后得到任意一组混合基函数集 = 

{ ⋯， }， 1，2，3。对每一神经元函数来说，都有表 



达式 

h m 

( )一 ∑n (z)，s一1，2，3 (10) 

式中，a 是泛函网络参数。我们必须有 

Xaj一 (fl(xv)+ (x2j))， —l，2，⋯， (11) 

实质上，式(10)等价于 

(Xaj)一，】( 1j)+，2(X2j)， —l，2，⋯， 

定义误差函数 
 ̂  ̂  ̂

ei一(fl(xv)+，2(x21)一-厂3(X3j)，J一1，2，⋯，，2 (12) 

计算其适应度： 

Fintness=—÷ =——_ ——一 (13) 

+善 1+砉(耋蓦n 声 ( ))2 
为了保证网络的唯一性，任意选取一常数 ，使得 

 ̂

(函)一∑口 (zo)一 ，忌一1，2，3 (14) 

定义辅助函数 
n 3 m3 mk 

Q一∑e；一∑(∑∑。 (z )) +∑ (∑n (zo)一 
，= 】 ’ ，一 】 J= li= 1 ’ 。 = 】 一 】 

) (15) 

利用 Lagrange乘数法，分别对 n ， 求偏导，得 

f 一2j妻~l(s妻=li =l (xsi) ( m咖(如)=0 

aQ一量n j＆ (勘)一m—o，￡一1,2,3,r一1，2，⋯，阮 
(16) 

通过求解关于泛函参数 a ，丸 的线性方程组 ，可得到所 

求最优泛函参数。 

3 数值仿真实例 

在实际应用中，先给出进化方法所需要的基本参数。在 

以下实例中，设置各种参数对应的值，如表 1所列。 

表 1 遗传规划所需要的基本参数 

参数 值 

目标 

终止符集T 

基函数集F 

算术运算符集 A 

群体规模 

交叉概 率 

突变概率 

终止准则 
交换后二叉树深度 

初始群体产生方法 

确定泛函网络神经网络及最佳结构 

变量 Xl，x2，X3 

pow，exp，log，sin，cos，⋯ ，xo，x，X2，’ 

+ ，一，*，／，⋯ 

N一25 

Pc一 0．8 

pm一 0．2 

规定最大迭代代数为200 
k= 6 

生长法 

下面以典型的 H6non函数为例来说明本文提出的方法 

的有效性。 

例 1 H6non函数为 

一 1— 1．4 一1+ O．3x．一2 (17) 

在初始值 勘一0．5，z 一0．5的情况下，H6non映射由图 

7给出。 
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图7 H~non函数图 

用一个五层泛函网络模型(如图 8所示)来进行仿真，说 

明本文方法的有效性、正确性。 

一

J 

X月
一 2 

图 8 一个五层泛函网络模型 

根据 Castillo的方法，分别采用表 2中的基函数 ，k一 

1，2，3来逼近 H6non映射函数，其逼近精度见表 2中 RMSE 

(Root Mean Square Error)[ 的值。 

表 2 用 Castillo模型逼近的精度[ 3] 

若用本文提出的方法对例 1进行求解 ，在表 1中给定对 

应的参数意义下，通过进化得到最优的混合基函数簇为 = 

{ ，e4 ，cos(x)，cos(4x)，sin(2x)，z}，，k一1，2，3，对应的图 8 

中 3个神经元函数表达式为 

．  

一2．9607cos(x1) 1+0．030073e l Xl 

一一1．3518cos(4x2) 1—1．4526cos(4x2) 3 (18) 

一O．49206~ 1,373--0．16725e％ X3--0．29114sin(2x3)x2 

对应得到的最佳逼近函数为 

Z 3 —  

0．030073e~ Xl+2．9607coJ~+0．589oo5 --5．4072cosx~x2 
-- 0．49206eaq+O．16725e％ +5．8104cosx2— 0．58228sinx2 

(19) 

其逼近精度 RMSE一5．6198×10～。进化泛函网络方法得到 

的逼近函数曲线如图9所示。 

图 1O给出了精确的 H6non函数与本文进化方法得到的 

近似于 H6non函数的误差变化曲线。 

Ⅵ 1 九 n J， f 

}̈ } 
图 9 本文进化方法得到的近 

似 H6non函数曲线图 

图1O 本文进化方法得到的近 

似函数与原 H6non函 

数的误差变化曲线图 

从算例可看出，若计算精度用 RMSE的值来评判，本文 

提出的进化泛函网络方法的计算精度在表 2中的模型 1与模 

型 4之间。实际上，随着进化代数的增加，其逼近的精度愈来 

愈高。该进化泛函网络逼近方法的最大好处在于它可用混合 

基函数实现目标函数的逼近，改变了人们通常用同类型的基 

函数来实现目标函数逼近的方式，本文在这方面做了一有益 

的探索和尝试。 

结束语 泛函网络是最近提出的一种新的对神经网络的 

有效推广 ，至今还没有系统设计方法能够对给定问题设计出 

近似最优的结构。本文把泛函网络建模过程转变为结构和泛 

函参数的优化搜索过程 ，利用遗传进化设计泛函网络的神经 

元函数，对网络结构和泛函参数共存且相互影响的复杂解空 
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间进行全局最优搜索，实现泛函网络结构和泛函参数的共同 

学习，有效提高了泛函网络的收敛精度，并可获得更为简洁的 

网络结构。 
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