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摘 要 枚举问题的多个最优解是计算机科学中人们日益关注的一个研究方向。运用固定参数枚举理论和着色技术 

对 3一维匹配问题提 出了一个高效的固定参数枚举算法，即给定一个含有 个带权值的元组集合 S，两个非负整数 k和 

z，该算法能在时间0(5．48 kn。 )内枚举出S中权值最大的 个k-matchings，进而表明了3一维匹配问题是固定参数 

线性可枚举的。 
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Abstract Enumerating a number of good solutions tO a problem has an increasing demand in recented research in corn— 

putational science．In this paper，we presented a fixed-parameter enumeration algorithm for the 3-D Matching problem． 

More precisely，we developed an algorithm that，on a given set S of weighted triples and two integers正and ，produces 

“best”k-matchings in time 0(5．48强kn。 )．Our algorithm is based on the recent improved color-coding techniques and 

the fixed-parameter enumeration framework．This result shows that the 3-D Ma tching problem is fixed param eter linearly 

enumerable． 
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1 引言 

枚举是计算复杂性理论中的一类基本运算，是理论计算 

机科学中一个重要分支。自从 1979年 Valiant首次提出枚举 

运算以来__】]，人们对枚举运算进行了大量的研究r2。]，其中最 

典型的枚举方法有枚举问题实例的所有解或统计问题实例中 

解的个数。然而，枚举(或统计)问题实例的所有解在许多情 

况下是难解的，因此这些方法不能很好地满足实际需要[4]。 

随着参数计算理论的发展，文献[4]最近提出了一种新的枚举 

方法，即固定参数枚举。 

固定参数枚举就是枚举 NP优化问题实例中一定数量的 

最优参数解，同时根据解的个数来研究其平均时间复杂度。 

该方法不仅在理论上是一种新的枚举技术，而且实际有效地 

求解了一些用传统枚举方法难以求解的问题。例如，在一个 

图上统计所有长度为k的路径是#W [1]完全的，但枚举其 

中z条( >1)长度为k的最优路径却是固定参数可解的_4]。 

本文运用固定参数枚举方法研究 3一维匹配枚举问题。具 

体来说，对于一个3一维匹配问题的实例，本文将枚举它的多个 

最优参数解，并根据解的个数研究其平均时间复杂度。下面 

给出该问题的相关定义。 

设 X，y，Z为 3个互不相交的有限符号集 ，如果 z∈X， 

yEY，zEZ，．0=(z，y， )，则称 P为X×YXZ中的一个三元 

组。设S XXYXZ，M 是s的一个子集，如果M中任何两 

个元组之间都没有相同符号，则称 M 是S中的一个匹配 

(matching)。M的大小等于M 中所含元组的个数。一个匹 

配如果正好含有 个元组，则称之为一个 匹配，本文用 一 

matching表示。 

定义 1(参数化) 3-维匹配r5]：给定一个组对(S， )，其 

中 S是一个三元组集合 ，志是一个非负整数，目标为判定 S中 

是否存在一个k-matching。 

3一维匹配问题是 6个经典 的 NP完全 问题之一。近年 

来，人们运用参数计算技术对参数化 3一维匹配问题进行了一 

系列的研究[5l6]。 

在参数复杂性理论中，参数是通常远远小于实例的大小 

n。因此在～个 3一维匹配问题的实例中通常存在多个k— 

matchings。对于任意一个含有n个元组的集合S，枚举 s中 

所有的k-matchings目前还不存在有效的算法[7]。本文运用 

固定参数枚举的方法来枚举其中多个 k-matchings。为便于 
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区分不同k-matching的优先顺序，假定 s中每一个元组都带 

有一个非负权值。一个 k-matching的权值等于该 matching 

中k个元组的权值之和。下面给出该问题的正式定义。 

定义 2(固定参数枚举) 3-维匹配：给定一个组对(S，k， 

)，其中 S为一个含有 个带权值的元组集合，k和 为两个 

非负整数，目标为枚举 S中权值最大的 个k-matchings。 

数k( ≤ )，存在B的一个大小为O(6．4kn)的肛着色方案 

H，并且 H可在时间 0(6．4kn)内被构造。 

在枚举算法中，下述技术是本文用到的一项重要技术。 

设 L为一个含有 个实数的列表，则可在时间O( )内找出列 

表 L中第 大(或第 z小)的数 ”]，然后以 r为“枢支点”，便 

可在时间O( )内找出列表中最大(或最小)的 个数。 

2 相关定义和引理 3 固定参数枚举算法 

下面首先给出一些相关术语和定义。 

对于 S中的任意一个三元组p一(z，Y，z)，本文给出如下 

表示方法： Z(1D)一{z，Y，z)，Val (10)一{ )，Val (p)一{Y}， 

Val。(ID)一{z}，Val(S)一Up∈SVal(p)，Val (S)一U』D∈SVal 

(p)， 一1，2，3。其中Val (S)也叫做 S的第i列元素， 一1，2， 

3。 

定义3l_4] 设( ，志)为NP优化问题的任意一个实例，其 

可行解集为 So(J，志)，并设该解集中的所有解在一个函数 ．厂 

的映射下其函数值可以按非增(或非减)的顺序排列为 rj． 一 

{fQ(J，k，y1)，fQ(J，k，Y2)，⋯)，如果 z个解{Y1 ，⋯， }的函 

数值 (f，k，y )，⋯，fQ(，，k， )排序后正好与列表 订， 中 

前 个值排列顺序一致，则称{Y ，⋯，弘 }是实例(J，五)解集 

S。(，， )中最大(或最小)的 个解。 

定义4[4] 对于一个参数化NP优化问题Q，如果存在两 

个算法 A 和 Az并且满足如下条件：(1)对于给定问题 Q的 

任意一个实例(J，忌)，算法 A 能在时间 ．厂( ) “’内产生一个 

关于解的结构 丌f， ，其 中 厂是独立于 一 『 I的一个递归函 

数；(2)对于给定的结构 和一个整数 z≥0，算法A 能在时 

间0( ， l ’ ”)内产生问题实例(I，矗)的 z个最优的解，则 

称问题 Q是 固定 参数 可 枚 举 的 (Fixed-parameter aniline- 

rable，简称FPE)，其中算法A1称为结构算法，算法 称为枚 

举算法。特别地，如果枚举算法 的运行时间为 O(I兀J， l删， 

)，则称该个 NP优化问题是固定参数线性可枚举的①。 

从上述定义可知，由于算法A 的运行时间是 厂(尼)nO ， 

结构 的大小 J丌f’ J有界于 _厂(忌) ”，因此枚举算法 Az的 

运行时间有界于 fl(愚) ”，其中 ，1是独立于 — l l的 
一 个递归函数。 

着色技术是本文中结构算法用到的主要技术，下面给出 

着色技术的相关定义_8]。 

定义 5 设 B是一个包含多个元素的集合，B的一种着 

色是一个把B映射到自然数集{1，2，⋯)的函数。特别地，B 

的一个五一着色是一个将B映射到{1，2，⋯，k}的函数。对于 B 

的一种着色 厂和B的一个子集 w，如果 w 中的任意两个元 

素都没有被，着上相同的颜色，那么称w被 ．厂正确着色。如 

果 H是 B的多个 七一着色的集合，并且对于 B中的任意一个 

含有 k个元素的子集 w ，H 中总有一个 忌一着色把该子集 V 

正确着色，则说 H 是 B的一个 忌一着色方案。肛着色方案 H 

的大小等于H 中正一着色函数的个数。 

着色技术是文献[9]提出来的，该文献证明了对于任意一 

个含有n个元素的集合，存在一个大小为 0(2 )的 着色 

方案。最近文献[8]将这一结果大大改进，得到了下述引理。 

引理 1 L8j 对于任意含有 个元素的有限集B和非负整 

① 为讨论问题的简便，本文中规定z指值z =min{z，1 s。(I， )1)。 

在详细描述算法之前，下面简要说明算法的基本思想。 

对于3一维匹配问题的任意一个实例 s，首先运用文献[8] 

中的着色技术对 S中元组的元素构造一个着色方案 H，然后 

依次运用H中的每一个着色函数，对s中元组的元素进行 

着色，同时求出s在当前着色函数映射下正确着色的权值最 

大的 个k-matchings并存放在集合 R中。根据着色方案的 

定义，S中每一个k-matching必定至少被一个着色函数 ，正 

确着色，因此容易证明R必定包含了S中权值最大的 z个五一 

matchings。在R中选择权值最大的 个 k-matchings就得到 

了实例 S的权值最大的 个 k-matchings。 

接下来根据固定参数枚举的相关定义分别介绍其结构算 

法和枚举算法。 

3．1 结构算法 

对于3一维匹配问题，显然可以直接运用文献[8]中的着色 

算法作为结构算法。进一步地，由3一维匹配问题的定义可知 

其实例中每一个元组的3个元素都来自3个互不相交的符号 

集。为尽量减少着色方案的大小，本文只用 2愚种颜色对 S中 

的第 2列和第 3列符号进行着色，由此构造的着色方案为一 

个(2最)一着色方案。相应地，本文后续部分中正确着 色的 

matching均指其第 2列和第 3列符号没有被着上相同颜色的 

matching。 

根据引理 1，关于S第 2，3列符号的(2志)一着色方案 H 的 

大小为0(6．42kn)。如果依次用 H中0(6．4 n)个着色函数 

分别对 S的第 2，3列符号进行着色，0(6．42kn)个着了色的 S 

就可以看作结构算法生成的结构 兀『I 。 

3．2 局部枚举算法 

设 为着色方案 H 中的任意一个(2愚)一着色函数，下面 

介绍如何在 映射下的S中枚举正确着色且权值最大的z 

个 k-matchings。图 1详细描述了该算法的具体过程，其中 c￡ 

(Val (p))表示元组 P的第 i列符号被着的颜色， 一2，3，组对 

(C，M)中的 M 表示正确着颜 色集 C且权值最大 的 个 

matchings的集合。 

算法 ELMM(S，k，z，fi) 

输入：一个元组集合 S，符号集 Val0(S)UVaP(S)的一个(2k)一着色函 

数 fi，两个非负整数 k，Z 

输出：S中被 ‘正确着色的且权值最大的Z个 k-matchings； 

1如果某一元组中的两个元素被着上了同种颜色，则把它从 S中删 

除； 

2设剩下的元组构成集合 S ； 

3设 Vail(S )的元素为 X1，X2，⋯，xr； 

4 ld：{(D，( )))；Q一 一{(D，{D))}； 

5 for i 1 tO r do 

5．1 for Qo【d中的每个组对(C，M)do 
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5．2 for S 中每个满足Val (p)一x 的元组 P do 

5．3 if Cf){cl(Val (p))，cl(Val0(p))}一 D 

5．4 then{C =CU{cl(Val (p))，cl(Val0(P))}； 

5．5 对M 中每一个matchingm执行m 一mU{p}，并存放 

到新集合 M 中； 

5．6 if C 中的颜色数不超过 2k 

5．7 then if 中另有一个组对(C ，IVr )用到的颜色 

正好与C 相同 

5．8 then{将 M 中z个 matchings添加到 M， 中； 

5．9 在 中保留权值最大的z个 matchings；) 

5．10 else将(C ，M )直接添加到Q 中；) 

5．11 Q喇一Q ； 

6如果Q0ld中含有组对(C2k，M)，其中C2k是 2k种颜色的集合，则返回 

对应 M中的 k-matching，否则返回不存在 

图 1 在 映射下的S中进行局部枚举的算法 

该枚举过程的基本思想是：从 s中第 1个元组出发，用动 

态规划技术依据其被着的颜色逐步进行组合扩充，直到 S中 

所有元组相互之间都进行 了组合。同时，在相 同颜色 的 广 

matchings(j≤忌)中及时枚举权值最大的 个。在动态规划 

过程中，如果存储空间中已存在一个着同种颜色的组对，则从 

这两个matching组中选择权值最大的 个并保存，否则将新 

的组对直接放入存储空间。 

算法 ELMM(S，k， )第 1步的正确性是显然的，任何 
一 个其中两个符号着了相同颜色的元组不可能属于一个正确 

着色的 matching。因此 ，只要考虑其第 2列和第 3列符号着 

上不同颜色的元组。 

对于任意一个固定的整数 q(0≤q≤r，r—I Val (S )1)， 

设 S。为S 中第 1列符号属于{z ， z，⋯， )的元组集合，则 

首先可以得到如下引理。 

引理 2 对于任意一个整数 h( ≤ )，如果集合 S 中含 

有 d个被颜色集C (1 l一2h)正确着色的 h-matchings，则 

算法 ELMM(S，k， ， )第 5步执行第 q次循环后，超集合 

中必定存在一个组对(C，，"IV／)，其中M是s 中被c 正确 

着色的且权值最大的 ( )个h-matchings的集合。 

证明：现用归纳法来证明。当 g：0时 ，显然 是一个空 

集，算法的第 4步给出了该初始情况。 

对于一般情况，首先作下述假设 。设 A为 S 中被颜色 

集C 正确着色的所有h—matching的集合，lAI— ， 为S 中 

第 1列符号都为z 的元组的集合。进一步地，设A 为 中 

被 正确着色且不含有 T 中元组 的 h-matching的集合， 

lA l—d ，A。为 S 中被 C 正确着色且含有 T口中的一个元 

组的h-matching的集合，{Az f—d2，显然 A中的h—matching 

可以分成A ，A 两个子集合，即A=A UAz，d +d 一 。 

当q≥1时，根据归纳法，算法第 5步的循环语句在第 q～ 

1次执行之后、第 q次执行之前，超集合 Q 中含有一个组对 

(C，M)的充分必要条件是集合 S一 中至少含有一个被 C正 

确着色的(1cl／2)一matching。特别地，对于A ，超集合 必 

定含有一个组对( ，M1)，其中 M1是包含 A 中权值最大的 

个 h-matchings的集合。算法第 5步的第 q次执行过程中 

依次产生 A 中的 h matching并依据其权值大小动态调整 

Ml中的 个h-matchings。为此，算法从 中依次取出组对 

(C，M)，将M 中的z个( 一1)一rnatchings与 中满足条件Cn 

{cl(VaI。(．0))，cl(VaI。(f。))}一0和 C 一CU{cl(VaI。(p))，cl 
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(Val。(p)))的元组P组合成 个h-matchings，并由算法的第 

5．8步添加到 Q 组对(c，，M )的集合 M 中。同时通过第 

5．9步使 得 M1中始 终保 留当前权值最 大的 个 h-mat— 

chings。 

在算法第 5步的第 q次循环过程中，进一步可以得到下 

述事实。 

设 m1和 2为 S l中的两个( 一1)一matching，它们分 

别被颜色集 G 和 C2正确着色，且 f C1 f—f C2 f一2̂～2，并设 

f0l，I口2为 中的满足下述关 系的两个元组：G n{cl(Val 

( ))，cl(Val。( ))}一0，C n{cl(Val ( ))， (Val。( )))一 

0， 一Cj U{cl(Val (f0】))，cl(Va13(ID】))}一( U{cl(Val 

(p2))，cl(Val。(p2))}。 

(1)如果 pl≠f02，显然 蛐 U{』Dl}和 mz U{ID2}含有 中 

的不同元组，因此 m U{p }和 mz U{p2}为两个不同的被 

正确着色的h—matching。 

(2)如果 IDl—ID2，则必定有 C 一C2。由于 m 和 mz都为 

S 中被 c 正确着色的两个 (̂一1)一matching，m U{lD1)和 

mz U{ID2}都是被 正确着色的h—matching，因此 m U{』D1}不 

同于 mzU{p2}的充分必要条件是 m 不同于mz。 

因此，算法第 5步的循环语句在第g次执行之后，Az中 

每一个 ／rmatching都将与A 中的dJ个 h-ma tchings进行权值 

比较 ，超集合 中组对( ，M)的 M必定是 S 中 +d2一 

d个被C 正确着色的权值最大的．z个 h-matchings的集合。 

由此引理可以得到本部分的主要定理。 

定理 1 算法 ELMM(S， ， ， )返回在 映射下s中 

正确着色且权值最大的 个 k-matchings，其时间复杂度为 0 

(2 knz)。 

证明：根据 引理 2，当算 法执行结束时， 中的组对 

(C2 ，M)表明 中被 C 正确着色的且权值最大的 个 k— 

matchings已经被选择出来。由于 Sr—S ，且 C2 含有 _厂 的所 

有颜色，因此，M正好是在(2七)～着色函数-厂 映射下S中正确 

着色且权值最大的 个 k-matchings的集合。即算法 ELMM 

(S，k，z， )是正确的。 

接下来分析算法 ELMM(S，k， ， )的时间复杂度。对 

于任意满足O≤ ≤ 的^和每一个含有 2̂ 种不同颜色的集 

合 C，超集 Q 中保存了一个对应的组对(C，M)。由于在 2忌 

／9h、 

种不同颜色中共有 ’ )个不同的颜色集，因此 中不同组 
＼Z总 ， 

对的总数有上界∑i一。(嚣)≤2 。对于任意 (1≤ ≤是)，算法 

的第5．3步判定任意组对(c，M)中的颜色集c是否合并元组 

|D的颜色，可以在时间 O(七)内完成。第 5．5步显然可以在时 

间O(。)内完成。第5．7步用一个大小为2 的有序数组保存 

所有颜色集的状态，并用二分查找法查找一个给定颜色集的 

状态，可以在时间 0(志)内完成。算法的 5．9步计算各 matc— 

hing的权值需要 O(kz)时间，从 2 个着相同颜色集的match— 

ings集合 M 中找出第 大的matching mo可以在时间 0( ) 

内完成，然后以trio作为“枢纽点”，从M中找出权值最大的 

个 matchings。在第 5步的第 q次循环执行过程中，第 5．2步 

的循环只验证 S 中7z 个元组，其中 表示s 中第 1列符号 

都为 z。的元组的个数。因此第 5步第 q次循环共需要时间 

0(2 。(kz+k+ ))一0(2 kz)。由于算法的时间主要集 

中在第 5步，可得整个算法时间复杂度为∑ 一 0(2 kz)一 



0(2 kz)∑ ：】 。一0(2 knz)。 

3．3 整个枚举算法 

对于 3一维匹配问题的任意一个实例 S，给出枚举 S中权 

值最大的 个k-matchings的算法。图 2详细描述了该算法 

的主要步骤。 

算法 EMM(S，k，z) 

输入：一个含有n个带权的元组集合 S，两个非负整数 k，z 

输出：S中权值最大的z个 k-matchings 

1 R—O ： 

2对S的第 2，3列符号构造一个(2k)一着色方案 H； 

3 for H中的每一个(2k)一着色函数 ￡d0 

3．1 T— ELMM (S，k，z，f。)； 

3．2R—RUT； 

4 if R≠0 

4．1 then(用基数排序法删除R中重复的 k-matching； 

4．2 在R中输出权值最大的 z个 k-matchings；) 

4．3 else提示不存 

图2 3-维匹配问题的固定参数枚举算法 

定理 2 设 S为带权的 3一维匹配问题的一个含有 个元 

组的实例，则算法 EMM(S，k， )能在时间 0(5．48 志，z )内 

枚举 S中权值最大的 个 k-matchings。 

证明：首先证明算法 EMM(S，k， )的正确性。设 为 

S中的任意一个k-matching，H 为S中第 2，3列符号的一种 

(2 )一着色方案，由着色方案的定义可知， 一定被 H 中的 

某一个-厂f正确着色。进一步地，如果 批z为S中权值最大的 

个 k-matchings中的任意一个，则由算法 ELMM(S，k，z， ) 

的正确性可知，，凇 一定由算法 ELMM(S，k， ，fi)输出，即一 

定包含在集合 R中，因此在 R中选择权值最大的 z个 k— 

matchings就是实例 S的权值最大的 个 k-matchings。如果 

s中不存在k-matching，算法的第4步将返回空集。 

为避免集合 尺中出现k个元组完全相同的多个 k-mat— 

chings，算法的第 4．1步用基数排序删除可能重复的 k-matc— 

hing。基数排序时用k-matching中k个元组名的组合作为关 

键字，元组名顺序均按实例 S中元组的自然顺序排列。 

接下来分析它的时间复杂度。算法 EMM(S，k， )第 2 

步的运行时间也就是着色算法的运行时间，即 0(6．42k )，第 

3步用0(6．4an)个着色函数依次对 S的第 2，3列符号进行 

着色，并求 出每种着 色函数映射下 的权 值最大 的 个 k— 

matchings，运行时间为 O(2。 nkz)×O(6．4 )一O(12．8。 

kz)，产生最多 0(6．4anz)个权值最大的 k-matchings并构 

成集合 R。第 4．1步基数排序需运行时间 0(6．4 nzk)。第 

4．2步对已清除重复k-matching的R可以在0(6．4 nz)时间 

内找到第 z大的k-matchings，然后在 0(6．4a )时间内找出 

权值最大的 个互不相同的k-matchings。 

因此，算法 EMM(S，k， )的时间复杂度为：0(6．4zk )+ 

0(12．8an 忌 )+O(6．4ank )+O(6．4anz)一O(12．8an kz)一 

0(5．48 )。 

定理 2表明产生 个权值最大的 k-matchings的“平均” 

时间是 0(5．48 kn )。 

推论 1 3一维匹配问题是固定参数线性可枚举的。 

结束语 本文运用最新的着色技术和动态规划技术对带 

权的 3一维匹配问题提出了一个时间复杂度为 0(5．48 忌 。 ) 

的固定参数枚举算法，表明了带权的 3一维匹配问题是固定参 

数线性可枚举的。 

本文的结论具有重要的理论意义。对于 3一维匹配问题的 

任意一个实例，枚举其中所有的k-matchings目前还不存在高 

效算法，但本文的结论表明枚举其 中权值最大 的 个 k— 

matchings一定存在一个高效算法。从这个意义上讲，3一维匹 

配问题是又一个固定参数可枚举的典型例子。 

3一维匹配问题有着广泛的应用背景，如线路布置、多级调 

度和工种分派等。因此本文提出的固定参数枚举算法也具有 

较大的应用价值。 
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