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摘 要 针对空中机器人(小型无人直升机)非线性 系统最优控制求解问题 ，提出了一种解决方法，该方法基于混合 系 

统建模、降阶，求得系统约束下的状态最大可控不变集，在该集合 内通过混合整数二次规划(MIQP)的方法以求得 系 

统的最优控制。最后通过一个实际的样机进行建模、仿真，证明了本方法的可行性与有效性。 
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Abstract To solve the optimization control problem of aerial robotics(small unmanned helicopter)nonlinear system 

with six degree of freedom(DOF)，this paper proposed a method that models and lower-orders based on hybrid systems， 

obtains the maximal controlled invariant sets by states constraint，then solves the optimization problem by mixed integer 

quadratic programming in the sets．Finally，a model is modeled and simulated，the result proves the validity and efficiency． 
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1 引言 

混合系统研究是当今非线性系统研究的一大热点。现实 

中的一切系统严格意义下都是非线性系统，但对于一些实际 

的非线性系统，由于其系统的复杂性，如十几阶的多阶强耦合 

系统l_l ，对该类系统进行建模和求解，计算量将非常大，求解 

也非常困难 ，很难满足系统的实时性等要求。而基于多模型 

的混合系统分析设计是一种简洁有效的方法，考虑在不同的 

状态下对系统模型进行配平、简化和解耦 ，分别设计控制器， 

之后在各子系统之间设计切换控制策略。 

由空中机器人(小型无人直升机)自身固有的特性和数学 

建模过程可知 ，该系统是一个典型的非线性多变量系统。由 

于非线性飞行控制系统理论本身仍处在积极发展之中，如果 

把非线性数学模型直接用于小型无人直升机飞行控制规律设 

计，将十分复杂和困难。工程界的惯例做法是在一定的条件 

下把直升机的非线性数学模型线性化，获得一组小扰动常系 

数微分方程，即直升机运动线性化数学模型，采用丰富而成熟 

的线性系统控制方法为其设计飞行控制系统。工程实践证 

明，利用线性化数学模型对直升机进行操稳特性分析和飞行 

控制规律设计，基本能够满足工程设计的精度要求_】 。 

本文主要针对小型无人直升机非线性系统进行混合系统 

建模 ，通过线性化建模求得悬停与前飞 3m／s速度下的子系 

统 ，根据混合整数规划的方法求得子系统间的最优控制与切 

换。与文献[173中的 Gain scheduling方法相比，本方法实现 

的时间性能更优 。本文第 2节给出小型无人直升机的非线性 

模型，并对其进行配平计算 ；第 3节对无人直升机进行混合系 

统的 MLD建模，把六 自由度模型在水平面飞行降阶为三 自 

由度，并进行悬停、前飞混合系统模式下的 MIQP方法优化 

控制设计；第 4节使用第 3节的方法对小型无人直升机从初 

始状态到稳定进行仿真，并对仿真结果做进一步的分析；最后 

对本文方法进行总结，并提出下一步的工作。 

2 无人直升机的混合系统建模 

2．1 无人直升机非线性模型 

小型无人直升机系统如图 1所示。本文建立包含 11个 

状态量和 4个控制量的小型无人直升机飞行动力学非线性数 

学模型_1 ，表示为 

主一，( ，u，￡) (1) 

z一[U 叫 P q r 0 al b1] 

“一 [ ] 

其中，列向量 ．77是小型无人直升机的状态变量 ，包括体轴系三 

维速度 “，口，W、体轴系三维角速度 P，q，r、姿态角 ，0， 、旋翼 

纵向和横向挥舞角 a ，b ，共 11个 ；列向量 U是小型无人直升 

机的飞行操纵变量，包含主旋翼总距操纵变量 、主旋翼纵 

向周期变距操纵变量 、主旋翼横向周期变距操纵变量 觇 

及尾桨总距操纵变量 ，共 4个 。 
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图 1 小型无人直升机系统 

，代表小型无人直升机的运动与操纵输入及外界干扰之 

间的关系，是一个非线性函数，其关系为 

“一 一叫 ～gsi +(X +X )m 

一t 一“r+gsin cos +(Y ，+y-胁+y +y )／m 

叫一钾一 +gcos c0s +( ，+ + )／m 

户一qr(k— )／L +( + + )／ 

q=pr( — )／k+( ，+ )／Is, 

r=pq(I 一I fI +(一Q+N +N fl 

一户+q·sin~btanO-／-r·cos~tanO 

一q’c0s 一r·sinjI 

一q·sin ／c0s +r·cos~／co~ 

al=--q--詈+÷c +襄· + d S上f< d二k & ( 
～  一

鲁一丢· · + 
(2) 

其中，m为小型无人直升机的质量，X，y，Z表示空气动力在 

体轴系的三分量，L，M，N表示外力矩在体轴系的三分量， 

， ，k为直升机机体转动惯量，Q 是发动机产生的扭矩 

(顺时针为正)，Q是主旋翼转速， 是主旋翼的旋转惯量 ， 

A‰和B‰分别表示从周期变距输入到主旋翼挥舞角的有效 

稳态纵向和横向增益，下标 mr代表主旋翼 ，fus代表机身，tr 

代表尾桨， 代表垂尾， 代表平尾。无人机非线性模型的 

详细表述可见文献[17]。 

2．2 小型无人直升机的配平计算 

建立非线性模型后，由于系统模型的高阶非线性，直接设 

计控制器通常非常困难，因而需要在平衡点对非线性模型进 

行近似线性化，在线性化模型的基础上设计合适的控制方法。 

本文主要研究的是悬停与速度为 3m／s前飞两种飞行状 

态。首先得对这两个平衡点进行配平计算。配平计算就是计 

算出无人机在给定飞行条件下实现稳定飞行所需的操纵量、 

姿态角及其它一些有关的参数，这些数据就是小型无人直升 

机的配平值或平衡值。本文主要讨论的是在定常直线水平飞 

行条件下作用在主旋翼和直升机机体上的力和力矩是平衡 

的，因而令非线性方程中的加速度、角速度和角加速度等项为 

零，就可得到小型无人直升机的配平方程组，计算出配平值。 

3 混合系统建模与控制器设计 

3．1 混合系统建模 

在悬停与 3m／s小扰动假设的平衡条件下，首先对非线 

性模型在平衡点进行线性化。考虑式(1)是非线性系统 ，系统 

输出为 

一 [1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 03rx (3) 

对该非线性系统，可在输出向量空间取z个输出值，并得 

到相应的平衡点 ，通过雅可比线性化，在平衡点处展开成泰勒 
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级数，且保留线性部分，可得到原非线性系统的1个线性化模 

型_1 。在平衡点(五，地，Y )附近，其线性化模型西形式如 
—  

[18] 

．  厂a ] ．广af] 

—L _Jx=xiX十L ．J 一 “ 
“= “i “=“i 

S．t．Y —e ≤ ≤ +e (4) 

令A一[ ] ～ ，Bi [ ] ，由于挥舞角无法测 
“= “i “= “ 

量，因而对该问题采用刚体假设来解决，用稳态关系代替挥舞 

角的微分方程。同时本文主要研究水平面的无人机控制，因 

而六 自由度的无人机模型可简化为三 自由度的模型。在原模 

型中，纵向的变量设置为零[∞]：w=O，p=o，q—O， 一O，o=o， 

则可得到降阶的小型无人直升机线性化系统模型为 

立一Aiz+Bi“ (5) 

其中，列向量 是降阶后的系统状态变量，仅包含两维速度、 

偏航角速度和偏航姿态角，共 9个状态量，即 

z一[“ 口 r ] r (6) 

“一[ ∞ 缸 占 ] (7) 
一 [1 0 0 0]z (8) 

非线性系统在一定范围可以用混合系统(5)的子系统来 

描述，而模型之间的切换条件则可以根据系统需求等来确定。 

3．2 混合系统 MLD模型的建立 

非线性系统经过线性化后转化为多模态的混合系统。由 

于基于混合系统模型的控制器通过离散控制实现，因而需要 

通过对系统进行离散化，通过设置离散时间，通过零阶保持离 

散方法，将连续混合系统线性化。同时通过定义逻辑变量 &∈ 

(O，1)，得到混合系统的混合逻辑动态模型。混合系统的离散 

时间混合逻辑动态 (MLD)模型是 由 Albert Bemporad和 

Manfred Morari于 1999年提出的_l ，其一般表示式如下 

x(t+1)：A (￡)+B1 (f)+B2 ( )+B3 (￡)+训1 

(￡)一G ( )+D1 “(￡)+D2 艿(￡)+Ds 2(￡)+W >(9) 

E2 (￡)+ 2(￡)≤E1 (￡)+E4， (￡)+E5 J 

其中，YwEW，tEz，z—I一‘I，五∈ ，丑∈{0，1) ，n zx n~+ 
L∞ J 

一  ],YcER ,Yl∈{o， 『 ]， Ly
l_J L ．J 

∈ r， ∈{0，1 ，mare,．+m1分别为系统的状态、输出以 

及控制输入 。它们既可以是连续变量(下标 c)，也可以是离 

散(逻辑)变量(下标 z)，还可以同时包含二者。 (￡)， (￡)分 

别是 MLD模型引入的辅助逻辑变量与辅助连续变量。辅助 

离散(逻辑)变量用于刻画混合系统中的各个部分之间的逻辑 

关系，用于表示离散事件、系统的不同运行模态或者用于表示 

系统运行所处的不同区域范围。在混合整数不等式中包含了 

80)， (￡)的定义，也包含了由于物理限制或安全运行的需要 

而必须要引入的、系统状态 ．z(￡)与控制输入 “( )所应满足的 

约束条件。 

通过已经得到的混合逻辑动态模型(9)设计无人机最优 

控制器，在飞行包络内，通过有效的切换和有约束的控制输 

入，得到最优控制效果。 

3．3 混合系统控制器的设计 

本文研究的控制目标是无人直升机系统在飞行包络内由 

指定的飞行状态回到平衡点I-0 0 0 oy。 

建立 MLD模型后 ，给定混合系统的初始状态 XO、状态 

与输入 的约束等，针对系统约束提出了系统的生存域不变 



集，该集合将作为系统的状态约束集。在该不变集内，提出如 

下的混合整数预测控制，以考虑如下的最优控制问题。 

问题 1 给定一个初始状态 Xo和终止时间 T，找到一个 

控制序列 “ 一{“(O)，“(1)，⋯，“(T一1)}，使得系统状态在 

不变集内到达所要求的稳定点 ，并使性能指标(10)最优。 

目标函数 ： 

ra
—

in J(“ 。_ ，z(￡))一 ra
—
in{

．∑ II ( )一 ll毛+ll国 丁
一

1、 丁一 1 一̂ 0 

(志lf)一 _l + ll Zt(志l￡)一 II + II Xt(是I )一z II 84+II 

Y (走l )一 II } (1O) 

约束条件： 

f ( +1 l￡)=Ax(kl￡)+B1u(kl￡)十B28(kl )+B3z(k Jt)1 

I (f)=Cx(kl￡)+D1u(kl￡)+D28(kl )+Dsz(kl ) l 
E28(kl￡)+Eaz(kl )≤E1u(k} )+E4x(kl￡)+E 

Iz(Tl￡)一z k=0，1，⋯，丁一1 I 

l-z( )∈Inv(x) J 

(11) 

根据滚动时域控制，取 

“( )一Ut (0) (12) 

式(10)中，Q—Q ≥O， 一1，⋯，5是已知的权重阵，五 为可控 

不变集 Inv(x)的稳定状态，(Xe， ， ， )为系统 的终端状 

态。式(10)一式(12)为该改进预测控制算法 ，与一般混合整 

数预测控制算法不同，式(11)中用不变集 Inv(x)集合来约束 

系统状态。由于不变集的特殊属性 ，预测控制系统既可以保 

证稳定性 ，又可以保证系统状态的安全性。对于系统的不变 

集求解可见文献[3—6]。 

对于问题 1，假设 t是当前时刻，．27(￡)为当前系统状态。 

记 一{U (0)，Ut(1)，⋯， (愚一1)}，表示在 t时刻求得的 

未来k时刻的最优控制序列。x(kl￡)一 ( +k， (￡)， )， 

表示基于系统的模型 t时刻状态 ( )在控制序列 _1作用 

下，对未来 ￡+足时刻系统状态的预测。同理，8(kl￡)，z(ki￡)， 

y(k l￡)都是基于当前时刻采用一控制序列对未来 k时刻的预 

测。 

定理 1 对于混合系统(9)，( ，Ue， ，Ze)为系统的终端 

状态 ，且优化问题(10)存在可行解，则在满足问题 1中的所有 

约束条件下，预测控制策略式(10)一式(12)使系统收敛于系 

统可控不变集 内的稳定点。 

对于定理 1，问题(10)的求解首先根据系统方程(9)与状 

态约束(I1)求出系统的最大可控不变集_6]。在该不变集 内， 

通过混合整数二次规划(MIQP)的方法求取最优控制 。 

4 数值仿真 

本文采用的样例机为麻省理工学院的小型无人直升机 

X-Cell 60SE，其参数模型可见文献[17，203。通过配平、降 

阶、离散化，以悬停与前飞 3m／s的动态方程为子系统的混合 

系统模型如下 

z—A -z+B U (13) 

一0： ≤O．5 

Ao一 

0．0054 0．1093 0 ] 1 

0．9898 0．0031 0 l 
1 

0．0926 0．9150 0 I l 

0．0047 0．0953 1．0000 J 
一 4．0045 0．0073 0．6738 

0．0006 3．9915 ——0．4345 

0．0154 0．1888 11．6144 

0．0005 0．0063 0．5875 

盯一 

Al 

0 

O 

O 

1．0000 

l一0．0829 — 4．0008 —0．0000 —0．O017l 

B1一『O‘̈98 O‘O0 。 。·96 一 ·M 4 I l
一

0．1277 —0．0620 0．2234 11．2752 I 

L一0．0066 —0．0021 0．0075 0．5738-J 

图2 系统状态图 

Sampling Instances 

图 3 系统输出状态图 

薹 Evolution of control moves 
图 4 动态子系统对应采样时间 图 5 系统控制输入图 

从以上仿真图可以看出，图 1显示的系统状态与图 2显 

示的输出状态在接近 5O步之后回到了系统需求的平衡点；图 

3和图 4则为不同的采样时间时系统所在的子系统与输入控 

制。相对于文献[2o3中的每一子系统统一的 LQR控制方法， 

由于采用了滚动优化的策略，每个采样周期的输入控制均为 

当前最优控制，因而比文献[2o3中的控制效果好。 

结束语 本文提出了一种无人直升机混合系统建模优化 

预测控制的方法。首先对非线性的小型无人直升机系统进行 

混合系统 MLD模型建模、水平面状态系统的降阶。通过迭 

代方法求出系统的不变集，得到系统状态的生存域。在该集 

合内通过混合整数二次规划的方法求出了最优的控制输入， 

从而使系统进入稳定状态。从仿真实例看，用本文的方法能 

够很好地求出小型无人直升机在给定限制区域内的状态不变 

集，在该集合内给定初始状态，可得到最优控制，使系统回到 

平衡点。本文所使用的方法为水平面的三 自由度控制方法， 

该方法同样适用于纵平面的控制方法设置。下一步的工作需 

要将水平面与纵平面的控制相结合，控制无人机的六自由度 

飞行。 
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此方法，蚂蚁在可行的路径上探索，最终能搜索到最优装配序 

列。这种群体合作方式不仅要走最短的一步，而且要综合整 

个蚂蚁群已经走过路径的经验，选择最优路径 ，同时也有一部 

分蚂蚁在探索新的路径，从而找到全局最优解。在零件规模 

较大的情况下，蚁群算法能更好地搜索出装配最优序列。 

结束语 装配序列规划是数字化产品装配规划中的核心 

技术。本文对装配序列规划问题进行 了数学上的描述 ，并针 

对装配序列规划问题的特点，将蚁群算法应用于求解装配序 

列规划的问题中。基于有向图的产品装配模型表达产品零件 

之间的装配优先关系，集成干涉矩阵和工具列表矩阵表达零 

件可行装配方向等基本装配信息。本文在分析干涉矩阵的形 

式、性质的基础上，采用集成干涉矩阵为算法提供产品可行装 

配方向推导的信息，并给出了集成干涉矩阵的十进制和二进 

制转换方法。在此基础上，基于蚁群算法的原理和模型，构建 

了面向装配序列规划的蚁群算法，并从装配可行方向的改变 

次数和装配工具的改变次数建立目标优化函数，求解装配序 

列。最后通过两个实例的对比研究，证明了蚁群算法能较好 

地搜索出装配最优序列。 
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