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摘 要 提 出了一种在 MIMD分布式存储环境下求解带状线性方程组的交替方向迭代并行算法。利用系数矩阵的 

结构特点分裂矩阵，使整个计算过程只在相邻处理机间通信两次。给出了系数矩阵分别为 Hermite正定矩阵和 M．矩 

阵时算法收敛的充分条件。最后，在 HP rx2600集群 系统上进行的数值计算表明，该算法与多分裂方法相 比具有较 

高的加速比和并行效率。 
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Abstract The work presented in this paper focused on alternating-direction parallel iterative method for solving ban— 

ded-linear systems on distributed-memory multi-computers．Firstly，the matrix was splitted by using the feature of the 

coefficient matrix，thus the communication only need twice between the adjacent processors per iteration step．Further— 

more，the sufficient conditions for convergence were given when the coefficient matrix A is a Hermite positive definite 

matrix or M-matrix respectively．Finally。the numerical experiments implemented on HP rx2600 cluster indicate that the 

algorithm’S parallel acceleration rates and efficiency are higher than the multi—splitting method’S． 
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在高性能并行计算技术高速发展的今天，对于科学与工 

程问题中经常遇到的一些微分方程，尤其是在流体力学中出 

现的一些偏微分方程，经过适当差分或有限元离散而形成系 

数矩阵为带状的线性方程组 ，它们的求解是高性能并行计算 

的重要研究课题之一。因此，面向并行计算环境研究大型稀 

疏线性方程组的高效并行算法显得尤为重要。 

目前针对大型带状(ig括三对角、块三对角)线性方程组 

并行算法的研究已经有了一些可行且有效的方法。而迭代法 

已取代直接法成为求解大型线性方程组最重要的一类方法， 

各种迭代法[1- 。 不断涌现。如文献[1，2]通过分裂系数矩 

阵，使算法具有很好的并行性；文献[4]将串行计算方法通过 

调用 BLAS子程序达到处理机间负载平衡；文献E5]根据分而 

治之的思想提出了当系数矩阵满足对角占优时的一种并行算 

法。本文基于交替方向法 ，利用方程组系数矩阵的特点，对其 

进行适当的分裂 ，给出了一种新的并行算法，并与多分裂方法 

作了比较。结果表明本文算法简便可行且具有良好的并行 

性 。 

1 并行算法推导 

设带状线性方程组Ax=b，将其表示为： 
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其中，A ，B ，G均为tXt矩阵，Xi，bi为t维列向量。假设处 

理机台数为 P，记第 i台处理机为 P (i=1，2，⋯， )，设 ，2= 

mp(m~2，mEZ)，对式(1)的系数矩阵A做如下分裂： 

A—W+V，则由(I+rW)(I+r、厂)( 札 一z )一一ar 

(Az --b)，其中 一2，̈ 一rw， 十r 均可逆，得 

‘ 1‘ 一 ‘ )一一2r(卜卜r 一 (J+rW)一 (Az‘ ’--b) 

进而得到算法迭代格式： 
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cO(k+ )一-z( )一(卜卜r 一 (I+rw)一 [2r(Ar‘ 一6)] 

一(I一2r(J十r、，)一 ( + rgO一 A)z‘ + 2r(I+ 

rV)～ (J+rg0 b (2) 

得算法迭代矩阵为 B．J—I--2r( +r (I+rW) A。 

从式(2)可以看出，关键的问题是求解 以 卜卜rw，f+rV 

为系数矩阵的线性方程组，那么适当的分裂系数矩阵 A显得 

尤为重要，即可以使算法具有更好的并行性。因此本文采取 

以下的分裂方式，令 
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2 并行实现过程 

一  ～  

2．1 存储方法 

将系数矩阵 A由左至右按带状顺序划分为 A1，A2，⋯， 

A + 一，A +k
w
+l，其中AI一(O，⋯，O．ak ．1’⋯， ， ) ，⋯， 

一 +l一 (m，k
w

，a2，k
w
+l，⋯，0，⋯，0) 。在第 i台处理机 P 

中存入A ” “ 一1，2，⋯，k + +1，七一1，2，⋯， )， ， 

z ( 一1，2，⋯，p)，其中k ，k 为上下半带宽。以这样的存储 

方式节省了很大的存储空间，仅是编程过程较为复杂。 

2．2 循环计算过程 

(1)第 i台处理机P 进行一次并行通讯，得到 ，在 P， 

中计算 一--ar(I十rW,-) (A ”一 )，其中 w ，A ，bl，Xi 

分别为 w，A，b， 的第 i块。即在每台处理机中，进行一次 

LU分解求解方程组。 

(2)第 i台处理机 P 进行一次并行通讯 ，得到 Y ，在 

卜卜rV= 

j+丢 。 

J+专 rB 
●

● 

中计算 一 ”十(J+r )～y ，其中 为 的第 i块。 

即在每台处理机中，进行一次 LU分解求解方程组，并行运算 

一 次。 

(3)在处理机 中判断 l1 抖”一z ll<e(￡为容差)是 

否都成立。若所有处理机都满足此不等式 ，则停机；否则 ，返 

回(1)继续循环，直到满足所有不等式为止。 

可以看出，本文算法均只在计算过程中需要相邻处理机 

间的通信，通信次数为 2，具有 良好的并行性，适合在 MIMD 

分布式存储环境下进行并行计算(注：若 不能被 P整除，则 
一 些处理机按顺序存储 [-n／p]+1个行块，另一些处理机按 

顺序分别存放[-n／p]个行块，同时对于 z 以及右端项 b 中 

相应的向量，存入对应的处理机中)。 

3 收敛性分析 

引理 1 E 设 A∈ ，A：M—N为矩阵A的弱正规分 

裂(第一类弱非负分裂)或正规分裂，则 p(M- N)<1当且仅 

当A ≥O。 

引理 2[ 设 A是 M-矩阵，当A的任意元素(一个或多 

个)增大，但保持主对角线外的元素仍然为非正值时，则所得 

的矩阵 B也是 M．矩阵，且有B ≤A_。。 

定理 1 设 A∈ 是 Hermite正定矩阵，若 r>0，则对 

任意初始向量 。’，迭代格式(2)收敛。 

证明：已知 A是 Hermite正定矩阵，且有迭代矩阵 玩 一 

(卜一2r(I十rv) (卜卜rig) A)，得 

E，一(I--2r(卜卜r (卜卜rW) (W+ ) 

一 (卜卜r (J+r ) ((I—r (J—r、／)) 

则 M—N是 Hermite正定矩阵，其中M----(I+rw)(J+r ， 

N一(卜一rV (卜一r 。又因为 一w，所以 

M“+N 一(卜卜f (I+r “+(I--r (I--r 

一 卜}_rA + W”+I一以 +rzWV 

=2I+2r2WV 

显然 2J+2r~wg是 Hermite正定矩阵。由引理 1知算法迭 

代格式收敛。 
1 

定理 2 设A是 矩阵，若 r满足 0<r~min( )，( 一 

1，2，⋯，2nt)，n 为矩阵A 的主对角线元素，则对任意初始向 

量 。’，迭代格式(2)收敛。 

证明：已知 一(I--2r(J+r (J+rV A)，则对于 

分裂矩阵 M—N，有 

M- 一(J+r )一 (，+f _。，～一 ( 一fT (J～r 

因为 

· 243 · 

．

．

．  

出 

1

—2 
+ 

扣 

+ 

l

一2 
+ 

c号 

+ 



所 以 

其 中， 

Q一一r(J+÷fA )一 Ci(I+{rA r1)～，i=2，4，⋯，2 1 1 

Fi一--r(H一÷rA )～B (J+专rA⋯)～，i一2，4，⋯， 

2( 一 1) 

由引理 2~1(I+l vA )( 一1
，2，⋯，2 )是 M_矩阵，所以 

(J+ rA )一 ≥0，Q≥o， ≥o得(．J+r 一 ≥0。同理(J+ 

r ≥0，于是 ≥0。 

由已知 0<r≤min( )( 1，2，⋯，2 )，得( --r ≥ 

0，(卜一r ≥O，因此 N≥O。所以M—N 为正规分裂，由引理 

1知迭代格式对任意初始向量 z 均收敛。 

4 数值算例 

例 1 已知带状线性方程绢 系数矩阵为 

A 

A1 B1 

C2 A2 B2 

I 一1 A 一1 B 一1 

A 

3 

～ 2 

[ ]，z 一[i]，m一8O0。0及终止条件为e一 × 。 。时，在 

表 1 本文算法计算结果 (例 1) 

(J+ ) 

Q (j+ rA ) 

例 2 已知椭圆型偏微分方程 

e嘉+ o12U+(c sin2nx+Q)a~+(D1 sin2~y+D2) 
+ 一0 o≤z， ≤1 

和边界条件“! 。一“ l=1．O+．cos 
UI =1一Ul 一1— 10十 COS~X 

其中G，G，c1， ，Dl， ，E是常数。分别取 e—G—E一1， 

C1一C2一D 一Dz—O，步长为 1／100，采用五点差分格式得到 

的线性代 数方程组，终 止条件 为 ￡一1×10-1。时，在 HP 

rx2600集群上进行并行测试(计算时间以秒为单位)，并与多 

分裂方法作比较，计算结果如表 3，表 4所列。 

表 3 本文算法计算结果 (例 2) 

由以上算例结果明显可以看出： 

(1)本文算法较多分裂算法具有较高的加速比和并行效 

(2)本算法运行时间短，每次迭代只需在相邻两台处理 

机之间进行两次通信，从而具有良好的并行性。 

结束语 本文提出的并行算法较多分裂算法具有高效性 

和较好的并行性，算例结果验证了收敛性定理的正确性。算 

法实现简单，运行时间短且精度高，存储量较小，每次迭代只 

需在相邻处理机之间进行两次通信，具有良好的并行性，对在 

MIMD分布式存储环境下求解大型带状线性方程组是一种 

较为理想的并行算法。但最佳参数 r的选取对收敛速度的影 

响是很大的，选取问题较为复杂。本文只针对 Hermite正定 

矩阵和 M_矩阵给出了参数 r在一定范围时交替方向迭代算 

法是收敛的。对于最优参数 r的选取有待于进一步研究。 
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表 2 3D关节角平均估计误差(。) 

4 实验与分析 。 · 。·92 。-。 1-38 0·9 1·67 
100 1．78 0．96 2．47 1．27 0．92 2．25 

本文的实验数据来自Mocap运动捕捉数据库 103，包括各 一 —— ：!! ：! ：! ： ! ： ! ：望 

种人体运动数据。训练集为侧影特征和 3D姿态数据对，如 

图 1所示。人体三维姿态表示为 54维关节角向量，不考虑平 

移量。人体侧影来 自poser渲染的侧影，不受人体大小的影 

响，使用形状上下文_1 描述子编码，每个侧影采样 400个轮 

廓点，每个轮廓点编码为 6O维的向量，然后对所有训练样本 

的形状上下文采用k-means算法进行聚类，形成 200个码字 

本，根据生成的码字本对每个侧影进行矢量量化，量化后结果 

为 200维的向量作为输入。 

口图 园 
图 1 人体侧影和3D姿态 

实验分为模型学习和姿态估计两部分。每种运动序列取 

奇数帧作为模型学习和偶数帧作为姿态估计。模型学习先选 

取了走、跑、足球三种运动，各取奇数帧中的 5O帧、100帧和 

150帧作为训练样本，即总共各为 150帧、300帧和 450帧，分 

别使用全局 GPR方法和本文方法进行学习。图 2给出了全 

局 GPR方法和本文方法的计算时间，实验在 CPU 1．6G、内 

存 1G的PC机上进行。实验结果表明，全局 GPR的计算时 

间随样本数的增多快速增长，而本文方法的计算时间与样本 

数呈线性关系，从而大大降低了计算复杂度，可在线实时训练 

模型。 

图2 计算时间比较 

然后在上面300帧的基础上新增加 100帧踢的动作训练，全 

局GPR则要重新训练整个模 型的 400帧，耗时 1029．71s， 

而本文的方法仅仅只要训练增加的100帧，耗时 53．42s，远远 

低于全局 GPR方法。 

与模型学习相对应，姿态估计则分别取走、跑、足球运动的 

偶数帧中的 50帧、100帧和 150帧进行了实验，分别求出关节 

角平均估计误差。表 2给出了实验结果，表明本文方法能够准 

确地估计出 3D姿态，甚至比全局 GPR的性能更好一些。 

结束语 本文基于 GPR和 LWPR的思想，提出了一种 

增量式人体姿态映射模型学习方法，该方法充分利用了非线 

性回归方法 GPR在小样本集上能准确地学习映射模型和增 

量式学习方法 LWPR的特性，从而能够不断地对新运动人体 

姿态映射模型进行学习和估计。实验结果表明，该方法极大 

地减少了大数据集上高斯过程回归的计算代价，并能准确地 

估计出单帧图像的 3D姿态。 
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