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在不完备信息系统中上、下近似的模糊化 

杨霁琳 秦克云 裴 峥 
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摘 要 在不完备信息系统中，对象存在不确定性。基于对象的不确定性，讨论一种不完备信息系统中上、下近似的 

模糊化，即，上、下近似是论域上的一对模糊集合。一方面，在不完备信息系统中，集合的上、下近似 由相似关系确定； 

另一方面，由于“*”的存在，使得对象具有不确定性。因此，首先定义了对象的不确定性程度和对象之间的相似度；然 

后利用对象之间的相似度，通过逻辑关系和相应的函数运算，分别给出了对象隶属于上、下近似集合的隶属度，形式 

地，该过程可理解为上、下近似集合的模糊化。实例分析说明在不完备信息系统中，考察对象对于上、下近似的隶属度 

能更直观、合理地反应对象隶属于某一集合的上、下近似的情况。 
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Fuzzed of Lower and Upper Approximation in Incomplete Information System 
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Abstract The uncertainty of objects is considered in the incomplete information system．Based on the uncertainty of ob— 

jects，the method in which lower and upper approximation are fuzzed，i．e．，the lower and upper approximation is a pair 

of fuzzy sets，was discussed in the incomplete information system． One hand，lower and upper approximations are decided 

by the similarity relation；on the other hand，the objects with uncertainty due to“*”is existent．Therefore，the uncer～ 

tainty degree of an object and similarity degree among the objects were defined．Then the membership degree of the ob～ 

ject belonging to lower and upper approximation was given by similarity degree．Formally，the process is considered as 

fuzzed of the lower and upper approximation sets．Finally，an example shows that membership degrees more visualy and 

reasonably describe that objects belong to the lower and upper approximation of the set． 
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1 引言 

粗糙集理论[1 由Pawlak于 1982年提出，是经典集合论 

的一种推广。随着粗糙集理论研究的深化，粗糙性——信息 

系统中知识和概念的不确定性 ，逐渐被人们认识和接受 。 。 

粗糙集在理论和应用上都得到了很大的发展Ell-14]。 

Pawlak粗糙集模型的主要思想是以等价关系(自反性 、 

对称性、传递性)为基础 ，通过两个可定义的精确集合，即上、 

下近似集合来描述知识的不确定性。这种模型被成功地运用 

在完备信息系统中 ]。在现实生活中，不完备信息系统广泛 

存在。所谓不完备信息系统是指信息系统中某些对象的若干 

属性值无法确定，借鉴经典粗糙集理论的学术思想，Kryszkie- 

wicz[。]提出了相容关系，Stafan0ws ] 提出了相似关系。目 

前大多数研究者主要是基于相容关系对不完备信息系统进行 

研究和讨论~3-5,7]。 

在不完备信息系统中，某些对象存在一定程度的描述不 

完全，即对象自身存在不确定性，且每个对象的不确定性程度 

各不相同。因此，基于对象的不确定性，本文在相似关系下讨 

论了一种不完备信息系统中的上、下近似的模糊化，上、下近 

似是论域上的一对模糊集合。本文主要从两方面考虑：一方 

面，在不完备信息系统中，集合的上、下近似由相似关系确定， 

即由对象的相似类组成；另一方面，由于“*”的存在，使得对 

象具有不确定性。因此 ，本文首先定义了对象的不确定性程 

度和对象之间的相似度 ，然后利用对象之问的相似度，通过逻 

辑关系和相应的函数运算，分别给出了对象隶属于上、下近似 

集合的隶属度，由该隶属度，可确定论域中任意集合的上、下 

近似这一对模糊集合。形式地，整个过程可理解为上、下近似 

集合的模糊化。最后实例分析说明，在不完备信息系统下的 

粗糙集模型中，考察对象隶属于上、下近似集合的隶属度，能 

更直观地刻画对象隶属于某一集合的上、下近似的情况 ，且能 

更合理地描述一个粗糙集合。 

2 对象的不确定性程度和对象之间的相似度 

定义1 一个完备信息系统是一个四元组Q一(U，A，V， 
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，)，其中u是表示对象的非空有限集合 ，称为论域；A是属性 

的非空有限集合，即VaEA： + ，VA—U ， 是属性口 

的值域，厂表示 U×A一 r̂的一个映射 ，它为每个对象在每个 

属性上所赋予的一个信息值 S(x，口)，即 在属性a上的取 

值。若存在 xEU，aEA，_厂(z，n)是未知的，记为“*”，则把这 

样的信息系统叫做不完备 的信息系统 ，也可简写成二元组 

(U，A)。假设 z在属性集A 中，至少有一个存在，即：B A， 

aEB，f(x，n)是已知的，那么该信息系统的值域就是 一 

U*。 

定义 2_4] 设(u，A)是一个不完备信息系统，其中 U是 

对象集，A是属性集。相似关系 S定义为：Vz，yEU，S(x， 

y)是指VaEA，f(x，n)≠ *，f(x，a)一，( ，口)。 

定义 2中的“*”值被理解为当前不存在或者无法确定， 

因此，“*”值不参与关系的确定_5j。在基于相似关系 S的不 

完备信息系统中，f(x，n)一*表示取值范围具有不确定性， 

即-厂(z，n)是否属于 无法确定，但 VxEU，至少 aEA，使 

得 f(x，a)已知。在相似关系 S下，属性值域 V一 U*具有 

不确定性，因此，本文从属性集 A出发，首先考察每个对象在 

属性集A 中被刻画的不确定性程度；然后进一步得到对象的 

确定性程度。利用对象的确定性程度，定义对象之间的相似 

度。 

2．1 对象的不确定性 

在一个不完备信息系统(U，A)中，对象对应的属性取值 

中的“*”值越多，它被描述得越不精确，其不确定性程度越 

高。相反，对象所对应的属性取值中的“*”值越少，它被描述 

得越是精确，其不确定性程度越低。因此，一个对象在属性集 

A中的“*”值所对应的属性个数的多少可用来度量该对象的 

不确定性程度。形式地，定义如下： 

定义 3 设(u，A)是一个不完备信息系统，u是对象集 ， 

A是属性集。VzEU，对象z在属性集A下的不确定性程度 

为： 

lA( )一l M (z)l／IAl (1) 

其中，M (z)一{a∈A；f(x，n)一*}，表示属性集合 A中对象 

32属性值未知的属性集合；l NlA(z)『为集合的势；lA(z)E[0， 

1)，lA(z)是对象 z为“*”值的属性个数与属性集总个数的比 

值。 

fA( )的值越接近 1，表示在不完备信息系统中描述对象 

z的信息越不完全，它的不确定性程度越高；反之 ，lA(z)的值 

越接近 0，表示对象 ．z被描述得越完全 ，其不确定性程度越 

低。当 lA( )一0时，即，{NA(z)I=0，对象 x的信息是完整 

的，因此对象 在属性集A下的不确定性程度为 0。直观地， 

根据定义 3，对象 z在属性集A下的确定性程度为： 

hA(z)一1一 ( )一上 。= 一 (2) 

其中，MA( )一{a∈A；f(x，a)≠*)，即是对象 z属性值 已 

知的属性集合；IMA( )l为集合的势。显然，IMA( )I+ 

l NA(z)l—I A l，hA(z)E(o，1]。hA(z)的值越接近0，表示 

对象 的确定性程度越低；反之，hA(z)的值越接近 1，表示对 

象 的确定性程度越高。当 hA(z)=1时，对象 z的信息是 

完整的，即对象 z在属性集A下是完全确定的。 

性质 1 设(【，，A)是一个不完备信息系统，Vx，yEU，若 

有 S(x， )，贝4 hA(z)≤hA( )。 

· 】96 · 

证明：s( ， )成立，则 MA( ) MA( )，1 MA(z)I≤ 

I MA( )I，根据定义 4可知，hA( )≤hA( )。 

性质 2 设(U，A)是一个不完备信息系统，Vz， ，zEU， 

若有 S(x， )和 S(y， )，则 hA(z)≤hA( )≤hA(z)。 

证明：S(x， )和 S( ， )成立，根据相似关系 S的传递 

性，有MA( ) MA( ) ( )，则 I MA(z)I≤I MA( )I≤ 

J MA( )l，所以ha(z)≤ Â( )≤矗A( )。 

例 1 在不完备信息系统(U，A)中，3个对象分别是：z 

(口，6，c，d，P)，x2(口，*，*，*，*)，z3(n，b，c，*，已)，且属性集 

I A I一5。 

对象 Xl，x2，z。在属性集合 A下的不确定性程度分别 

为： ( 1)一0，lA(z2)=4／5，lA( 3)一1／5；则 3个对象的确定 

性程度分别为：hA( )一1，“ ( )一1／5，hA(xz)一4／5。根 

据定义 2，显然有 S(x2，z3)和 S( 3，z1)，因此 hA(z2)≤hA 

( 3)≤，lA(z3)。 

2．2 对象之间的相似度 

由定义 2，显然相似关系 S满足自反性和传递性，但不满 

足对称性 ，因此也叫做不对称的相似关系。在不完备信息系 

统(U，A)中，根据 U上的一个相似关系S，对任意对象 xEU， 

可得如下两个集合|4]： 

，(z)一{yEUI S(y，z)) (3) 

r (z)一(YEUI S(x，y)) (4) 

式(3)表示相似于 z的对象构成的集合，式(4)表示与 z 

相似的对象构成的集合。显然 J(z)和 r (z)是两个不同的 

集合。 

对于任意 BC_A，显然有[ ]： 

(z) (z) (5) 

yE坛 (z)甘 石 ( ) 店 (z) (6) 

Ii (z)一U{I2 ( )：yE坛 ( )} (7) 

例 2 继续例 1，基于相似关系S，根据式(2)和式(3)可得： 

I(x1)一{Xl，372，x3}，r (x1)一{Xl}；I(x2)一 {x2}，I- (x2)一 

{zl， ，x3}；I(x3)一{z2，z3}，r (z3)一{z1，z3}。 

显然 z， 。都和 满足相似关系，但它们之间相似的程 

度不一样。直观地，x。比z2更相似于 z1，因为 z3(n，b，c，*， 

)有 4个属性已知属性值，且都与 x1(口，b，c，d，P)相等；而 zz 

(d，*，*，*，*)仅有 1个属性 已知属性值，且与 相等。 

因此，对象相似类中各元素与该对象之间的相似程度是完全 

有可能不一样的。同时注意到，相似程度的大小与对象的确 

定性程度是密切相关 的。因此，基于相似关系的对象之间的 

相似度定义如下： 

定义 4 设(【，，A)是一个不完备信息系统，u是对象集， 

A是属性集 ，Vz，yEU，基于相似关系 S(x， )，其相似度定 

义为： 

gc ， 一{ “ 三：；； 主立 c8 l U， 3 z，VJ／1、 此— 
其中，hA(z)是对象 z的确定性程度，g(x， )E[O，1]，即是相 

似关系下对象之间的相似度。 

g(x， )越接近 1时，表示两个对象在相似关系下的相似 

程度越大，当g(x， )一1时，表示两个对象已知属性值的属 

性完全相等；反之 g(x， )越接近 0，则表示两个对象在相似 

关系下的相似程度越低，当 g(x， )一0时，说明两个对象不 

存在相似关系。 



 

性质 3 设 (U，A)是一个不完备信息系统，V．27∈U，g 

(z， )一1。 

证明：根据相似关系 S的自反性，必有 S(x，z)成立，即证 

g(Jc，z)一 1。 

性质 4 设( ，A)是一个不完备信息系统，V z，yE U，若 

g(sc， )≠O，则 ha(z)≤ha( )。 

证明：g(x，j，)≠O，则有 S(Jc， )，根据性质 1，显然 hA(z)≤ 

ha( )。 

性质 5 设(U，A)是一个不完备信息系统，Vz，yEU，若 

g(-z， )=g( ，lz)，贝0 V aEA，有 f(x，口)一，( ，n)。 

证明：g(x， )一g( ， )，则 S(x， )和 S(y， )成立，根据 

定义 2，有Ma(z)=MA( )，因此，VaEA，f(Jc，口)一，( ，n)。 

性质 5说明，若两个对象之间的相似度相等，则两个对象 

完全相同。 

性质 6 设(U，A)是一个不完备信息系统，V-z，Y，zEU， 

若 g(Jc， )=AO，g(y，z)≠0，则 g(x， )≠o，且 g(x， )≥g(x， 

)。 

证明：根据相似关系 S的传递性，易证 g(x， )≠0，由性 

质 2知 矗(-z)≤矗( )≤矗( )，且属于(O，1]，因此 (̂z)／̂( )≥ 

h(x)／h(z)，即g(x， )>jg(x， )。 

例 3 继续例 1和例 2，r (z】)一{X1)，有g(scl，X1)一1， 

g(zl，z2)一g(x1， 3)一0；r (x2)一{2E1，X2，X3}，g(x2，2171)一 

1／5，g(z2， 2)一 1，g(xz，X3)一 1／4；r (X3)一 {z1，X3}，g 

( 3， 】)=4／5，g(x3，z3)一1。 

针对对象 z2，显然 g(z2，z1)≠g(xz，z2)≠g(Lz2，z3)。 

在不完备信息系统中，由于对象存在不确定性，因此在同一对 

象的相似类中，各元素与该对象的相似程度也各不相同。自 

然地 ，在相似关系下确定的上、下近似，即由相似类组成的上、 

下近似集合中，各对象对于上、下近似的贡献也各不相同。 

3 粗糙集上、下近似的模糊化 

在 Pawlak粗糙集模型中，不精确集由两个精确集近似地 

定义，即由粗糙集的上近似和下近似来描述。在不完备信息 

系统下的粗糙集模型中，对象存在不确定性。在相似关系下， 

对象的相似度也各不相同。因此，各对象对于上、下近似的贡 

献也各不相同，直观地，上、下近似可以看成是一对模糊集合。 

当一个不精确集通过上、下近似集合描述时，就存在上、下近 

似集合中的元素是否更逼近该不精确集合且是否能被描述得 

更准确、合理的问题。 

’针对以上问题 ，本节利用对象之间的相似度，通过逻辑关 

系和相应的函数运算，分别给出了对象隶属于上、下近似集合 

的隶属度，形式地 ，该过程可理解为上、下近似集合的模糊化。 

最后通过实例分析，说明在不完备信息系统下的粗糙集模型 

中，考察对象对于上、下近似集合的隶属度，能更直观地刻画 

对象隶属于某一集合的上、下近似的情况，且能更合理地描述 
一 个粗糙集合。 

3．1 对象对于上、下近似集合的隶属度 

定义 5 设(U，A)是一个不完备信息系统，U是对象集 ， 

A是属性集，基于相似关系 S，任意对象集 Z U的上、下近 

似分别定义为E4,6]： 

R(Z)一 <z∈U；I (z) 三Z> (9) 

R(Z)一<-z∈【，；I一 (z)nZ≠ ) (10) 

用逻辑上的析取、合取、蕴涵和非等关系以及选取恰当的 

函数运算把上、下近似翻译成另一种表达式。 

(1)“非”：函数 N，通常的运算是N( )一1一z； 

(2)合取：函数 T-norm，通常的运算是 T(x，Y)=cry； 

(3)析取：函数 T-eonorm，通常的运算是S(x，j，)一 + — 

xy； 

(4)蕴涵：函数 ，，通常的运算是 I(x， )一1～ +z 。 

若有对象集合 Z，w U，则根据上面的逻辑关系和相关 

的函数[ ]有 ： 
def def 

V 3cZ(z)一T Z(z)；jzZ(z)== Z( )； 

de[ 

Z W —L (I(pz(工)，脚 (z)))； 

def 

ZnW≠ 一jzZ(z)̂  (z)： (T( (z)，tzw(z))) 

带人式(9)和式(10)可得： 
 ̂

(Z)
(z)一 ∈s～1( (I(g(sc， )， )) (11) 

 ̂

(z)
( )一 ∈s一1( )(丁l(g( ， )，j，)) (12) 

其中，,uR(Z)(z)表示对象 z隶属于任意对象子集Z的下近似 

集合的程度； c (-z)表示对象 隶属于任意对象子集 Z的 

上近似集合的程度；广 (z)是对象 ．27的相似类；T，S，I是相 

对应的逻辑函数；g(z， )是在相似关系下对象 z与 Y的相似 
 ̂  ̂  ̂

度； 是对象 Y在集合z上的特征函数值 ，yE{0，1}， =O表 
 ̂

示 不属于集合Z， 一1表示 Y属于集合Z。把 T，S，J对应 

的函数运算带人到式(11)和式(12)，可定义任意对象 z对于 

上、下近似集合的隶属度。 

定义 6 设(u，A)是一个不完备信息系统，u是对象集， 

A是属性集，Vz∈U，任意对象集 Z(三U，则 z隶属于Z上、下 

近似集合的隶属度为： 
 ̂

(Z)
(z)一lI ES一1( (1一g(z， )+g( ， ) ) (13) 

 ̂

(Z)(z)一1一II ∈s一1( )(1一g(z， ) ) (14) 

其中，g(x， )是对象 z与 在相似关 系下的相似度。,UR 

(z)， ( (z)∈EO，1]。,UR( ( )越接近 1，表示 z隶属于 Z 

的下近似集合的程度越大； (z)越接近 0，表示 隶属于 

Z的下近似集合的程度越低。,uR (z)越接近 1，表示 z隶属 

于Z的上近似集合的程度越大； (z)越接近 0，表示 z隶 

属于Z的上近似集合的程度越低。 

在一个不完备信息系统(u，A)中，对象集 U一{ ，z ， 

⋯，Xn}，利用定义 6的隶属度就可确定论域 【，上“Z的下近 

似”和“Z的上近似”这一对模糊集合R(Z)和 (Z)，利用 Za— 

deh表示法，可分别表示为： 

垦(z)一 (x1)／xl+ 堡∽(z2)／xz+⋯+ ( (岛)／ 

(15) 

R(Z)一 ( )(z1)／zI+ ( )( )／xz+⋯+ ( )( )／／．；Cn 

(16) 

若R( 一 (Z)，则称 Z是可定义的；若R(Z)≠ (Z)，则称 Z 

是不可定义的。 

3．2 实例分析 

下面用一个具体的例子，分析说明对象隶属于上、下近似 

的隶属度能更直观、准确地刻画粗糙集合。 

例 4 设(U，A)是一个不完备信息系统，如表 1所列对 

象集 U一{z 一， 1o}，属性集 A一{a 一，a4}。 
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表 1 不完备的信息系统(U，A) 

：r5 x6 x7 x8 

-4． * 3 3 

0 2 2 2 

0 * 1 1 

* * * 3 

x 9 lO 

2 2 

1 1 

在属性集A下，由式(4)可得各对象的相似类：r (x1)一 

{371)；I ( 2)一{372，z8}；r (z3)一{x3}；r (z4)一{x4}； 

厂 ( 5)一 {35"5}；r (z6)一 {z1， 6，z7，x8}；r ( 7)一 { 1， 

z7， 8}；r ( 8)一{x8)；r (-z9)一 { 3，z4，x9)；I一 (z1o)一 

{z3，z4，z9，x1。)。 

对象子集 Z一{ 1， 2， 4，z6，z9}，W 一{32'1，952，x4，x7， 

37 。}，显然两个集合不相同。由式(9)和式(10)定义的上、下 

近似来描述这两个不精确集合，可知：R(Z)一R(w)一{37 ， 

4}，R(Z)一R(Ⅳ)一{ l， 2，374，x6，35-7，z9．z1o}。用式(9)和 

式(1O)刻画一个不精确集合，显然在很大程度上并不能准确、 

合理地进行描述。因此 ，将上、下近似模糊化，用定义 6中对 

象对于上 、下近似的隶属度来刻画对象子集 Z和W。 

首先 ，根据定义 4得到对象之间的相似度，如表 2所列。 

表 2 对象之间的相似度g(x， ) 

然后 ，根据式(13)和式(14)，Va2∈U，分别对于 Z，w 的 

下近似和上近似的隶属度，如表 3所列。其中，各对象在集合 
 ̂  ̂

Z，w下的特征值分别是：Yz一(1，1，0，1，0，1，0，0，1，O)，yw一 

(1，1，0，1，0，0，1，0，0，1)。 

表 3 对象对于两个不精确集合的下近似和上近似的隶属度 

U ， R(z)( ) ， (Ⅳ)( ) (z)( ) FR(W)( ) 

1 1 l 1 1 

3-2 0．5 0．5 1 1 

2[- 0 O 0 0 

4 1 1 1 1 

5 0 0 0 0 

ov6 0．5 0 1 0．5 

j‘7 0 0．25 0．75 1 

x8 0 0 0 0 

rq 0．25 0 1 0．75 

Xl0 0 0．17 0．83 1 

根据式(15)和式(16)，Z的下近似集合和上近似集合可 

分别表示为： 

R(Z)一1Ix1十0．5／ 2+O／z3十l／x4+O／z5+o．5／x6+ 

0／ 7+O／x8十o．25／x9+O／x1o 

(Z)一1／ l+1Ix2+07x3十1／x4+O／x5+1／i6+o．75／ 

7+O／x8+1／z9+0．83／xlo 

尺(Z)≠ (Z)，显然 Z是不可定义的。类似地，W 的下近似和 

上近似也可根据式(15)和式(16)表示，且 w 也是不可定义 
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的。 

通过以上分析，说明了在不完备信息系统中，将上、下近 

似模糊化 ，通过对象对于某一集合上、下近似的隶属度，能更 

直观、合理地反应每个对象隶属于该集合上、下近似的具体情 

况，同时也能更准确地描述这一集合。 

结束语 针对基于相似关系的不完备信息系统，考虑到， 
一 方面，在不完备信息系统中，集合的上、下近似由相似关系 

确定 ；另一方面，由于“*”的存在使对象具有不确定性，因此， 

本文基于对象的不确定性，讨论了一种不完备信息系统中上、 

下近似的模糊化，即上、下近似是论域上的一对模糊集合。定 

义了对象的不确定性程度和对象之间的相似度，然后利用对 

象之间的相似度，分别给出了对象隶属于上、下近似集合的隶 

属度，由该隶属度可确定论域中任意集合的上、下近似这一对 

模糊集合。形式地 ，该过程可理解为上、下近似集合的模糊 

化。实例分析说明在不完备信息系统中，考察对象对于上、下 

近似的隶属度能更直观、合理地反应对象隶属于某一集合的 

上、下近似的情况。 
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