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基于权重约束的最大密度路径改进算法 

刘坤良 张大坤 武继刚 

(天津工业大学计算机科学与软件学院 天津 300387) 

摘 要 给定一棵树，树上的每个节点被赋予一对数值，它们分别表示节点的值和权重。基于权重约束的最大密度路 

径算法用于搜索树上的最大密度路径，即最大密度路径上所有节点的值之和与节点的权重之和的比值是所有路径中 

最大的。通过研究发现，现有的基于权重约束的最大密度路径算法有一定的局限性。文中提出了突破该局限性的可 

行性方案，进而设计并改进 了基于权重约束的最大密度路径算法。 
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Improved Algorithm for Finding W eight-constrained  Maximum-density Path 

LIU Kun-liang ZHANG Da—kun WU Ji—gang 

(School of Computer Science and Software Engineering，Tianjin Polytechnic University，Tianjin 300387。China) 

Abstract A tree was given in which each node iS associated with a pair Of numbers that represent the value and the 

weight of the node．The weight constrained maximum-density path algorithm is to find the maximum-density path in the 

tree．that iS the ratio of the summation of the nodes’values to the summation of the nodes’weights iS maximurrk After 

studing the current algorithm，we found that the maximum density path algorithm has limitations．W e gave the way of 

bypassing the limitations．Finally we designed and improved the algorithm． 
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1 引言 

给定一棵具有 个节点的树 T一(V，E)，树上的每个节 

点被赋予一对数值(val ， )，分别表示节点的值和权重 ，其 

中val 为一实数，表示节点 的数值大小 ； 为一正整数， 

表示节点 的权重。假设用 D(T)表示树 T的密度，则 D(T) 

∑val 

一 _ 。假设用 硼(丁)表示树 丁的权重之和，则 叫(丁)一 

∑叫 。树 T的子树 T 一( ，E )为树 T的一个连通子图，其 

中V ，E ∈E。给定一权重范围(win。 ，让h )，基于权重约 

束的最大密度子树算法 (MDT)用于搜索满足条件 ≤叫 

( )≤ 的最大密度子树 一( ，E )。如果子树被限定 

为节点之间的路径 ，MDT问题就变成了基于权重约束的最大 

路径(MDP)问题。MDP算法在计算生物学领域有着广泛的 

应用，比如基因序列比对。MDT算法在计算机网络、交通网 

络及物流网络设计中应用广泛。比如在交通网络设计 中，怎 

样在有限的预算之下改造交通流量最高的路段。Hoong 

Chuin LaiuE2_在树上的每条边赋予确定的权重和长度的情况 

下 ，给出了基于长度约束的最大密度路径算法。该算法的时 

间复杂度为 O(nlog )，当所有边的长度相同的情况下，时问 

复杂度可以降为O(nlogn)。以此为基础，又实现了基于长度 

约束的最大密度子树算法，算法的时间复杂度为 O(nl。)，其 

中 为树的节点个数，￡为路径或子树的最短约束长度。 

Hsin-Hao Su_3]提出了改进的基于长度约束的最大子树算法， 

该算法在树上所有边的长度都是正整数的情况下，时间复杂 

度为 O(nulogn)，边的长度一致的情况下 ，该算法的时间复杂 

度可以降为0(n／log孚)，其中，“为子树的最大约束长度。 

Sun-Yuan Hsieh[1_在树上的每个节点给定权重和节点值的情 

况下 ，设计了基于权重约束的最大密度路径(MDP)和基于权 

重约束的最大密度子树(MDT)算法，算法的时间复杂度分别 

为 O(Wm~ ，z)和 o(议缸 n)。其中 一为最大约束权重值 ， 为 

树上节点的个数 。在把节点对应的值和权重改为赋值给边的 

情况下，同样可以解决边约束的问题。我们通过研究发现该 

算法有实现上的局限性 ，如果按照算法本身的设计去实现并 

不能找到有效的最大密度路径或最大密度子树。本文对此问 

题进行研究，并作了改进。改进后的算法能有效地找到最大 

密度路径或最大密度子树 ，平均情况下的时间复杂度优于原 

算法，最坏情况的时间复杂度与原算法相同。 

2 问题描述 

在一棵具有根节点 r的树 T上，任一节点 的父节点用 

par(v)表示，其子节点用 child ( )表示，节点的度用 deg( ) 

表示，本文中节点的度是指该树上节点 的子节点的个数，节 

点的层用 level(v)表示。节点 的所有子孙节点组成的以 

为根节点的子树用 T 表示。一个节点不能作为子树处理。 

对任一节点 ，从其出发的路径有两个方向：一个是向其孩子 
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节点延伸的路径，另一个是向父节点方向延伸的路径。 

定义 1(基于权重约束的最大密度路径算法) 给定一个 

具有 个节点的树 丁，每个节点被赋予一数值对 (val ，Wv)， 

并且给定一权值范围(Wm ， )，搜索满足条件 ‰ 。 ≤W 

( )≤Wma 的最大密度路径。 

定义 2(基于权重约束的最大密度子树算法) 给定一个 

具有 个节点的树 丁，每个节点被赋予一数值对(val ，Wv)， 

并且给定一权值 范围(Wm。 ，Wma )，搜索满足条件 。 ≤ 

(r)≤ 的最大密度子树。 

基于权重约束的最大密度路径算法 ] 

带根节点的树 丁中的任一节点 ，我们用 Eq和 Ei] 

分别表示从节点 出发向子节点延伸的所有权重值之和为 i 

的路径中的数值之和的最大值和次大值。用 Uv[ ]表示从节 

点 出发向父节点方向延伸的所有权重之和为 i的路径中的 

最大值。 

利用 自底向上的动态规划技术，我们可以计算出树上每 

个节点的D [i3和 E1]，其中i=wv， +1，⋯， ⋯ 假设 

内部节点 有 m个子节点 ， ，⋯， ，则 D ]和 Ei]的 

计算公式为 ： 

D 1[z"]～ma 1．[ 一 ]+佣z l 1≤ ≤m) 

[~]=2nd_max{Dv．[ 一 ]+ z f l≤ ≤m) 

利用 自上而下的动态规划技术 ，我们可以计算出树上每 

个节点的 [a 其中i=wv， +1，⋯，牡 。 [ ]的计算 

公式为： 

fU )[ ～t％]+val 

[ ]=ma D m)[ 一 ]+ z 

LD )[ 一 ]+val 

如果 的值不包含在 D Ei—Wv]中，则 Dk [ 一 

]的值有效，否则无效；如果 的值包含在D rcⅥ [i—Wv] 

中并且 D 一 [ 一 ]存在，则 D m [ 一 ]的值有效。 

基于权重约束的最大密度路径算法框架如下所示： 

Algorithm MDP(T，r，Wva ，Wm ) 

1．computer the levels of all vE V(T) 

2．for all vE V(T)in non-increasing order of the levels do 

3． if vis aleafthen 

4． I)3 Ew ]一val 

5． else 

6． fori— w tow do 

7． Ei]~max{ [i一、vv]+val J vj is a child of v) 

8． IN[i]~-2nd—max{ [i—w ]+val 1 v1 is a child of v) 

9． computer d E1]and [．] 

10．for all v∈ V(T)in increasing order of the levels do 

11． if v is the root then 

12． U w ]一val 

13． else 

14． for i— w to w x do 

15． if v is not the contributor of D1衄r(v)[I_wv]then 

16． U Eli---max{U ( )[i—w ]+val ，Dkr(v)[i—w ]+ 

val ) 

17． computer u [I' 

18． else 

19． U Ei]~max{U。 ( )[i-w ]+val ，D ( )[i-wv]+ 

val ) 

20． computer u Eli 

21．return max( max (堕 
， }) 

V∈V(_r) Wmin≤l≤wm x 1 1 

i#-0 

其中，如果节点 是叶子节点并且i=Wv，那么D Ei]一 

val ，其他情况下取一cx。。所有节点的联 [ ]一～cx3，0％i≤ 

～ 。 该算法的时间复杂度为 0(叫 n)。 

2．1 MDP算法分析 

通过研究上述算法的运行过程 ，我们发现非叶子节点的 

[妇、 Ei]、Uv[ ]在没有赋值的情况下取默认值一oo是不 

恰当的，算法的运行结果并不能得到最大密度路径，如图1所 

示 。非叶子节点应该是和叶子节点一样 [ ]一val ，Uv 

[ ]一val ，其他情况下取默认值一cx3。而且从算法第 6—8 

行和 14—19行我们可以看出，对树上的内部节点来说，从节 

点的权重值 一直到Wma 之间的Dil1]、 [ 及Uo[ ]都要 

进行比较、计算取最大值 ，根本没有考虑推导公式中权重值 i 
～  是否存在，从而造成计算时间上的浪费。这就需要优化 

原算法的实现过程，避免无效计算。 

图1 MDP算法分析结果图 

例 1 如图 1所示，显而易见如果给定权重值范围为(1， 

7)，最大密度路径应该为节点 c—m所形成的路径，最大密度 

路径的权重之和为路径上节点 c和 m 的权重之和 2，值为 c 

和m 的值之和 9，其路径密度值为(3+6)／(1+1)一4．5。但 

是根据上述算法的计算过程，可以得出图 2所示的结果 ，可以 

看出其并没有找到路径 c—m。对于节点c，在给定权重值范 

围为(1，7)的情况下， [ ]中i的所有可能有效取值只能为 

1、2、3、4，而当i的值为 5、6、7时， f／]根本没有有效数值 ， 

所以这时MDP算法中第7、8行就存在冗余计算。 [ 的计 

算也存在同样问题。 

[13一max{ [1—1]十6}=一c×。 

D 1]=max{D；．[1—1]+3I ∈(g，h， )}一一Cx3 

[2]=max{D1 [2—1]+3 l ∈(g，h，m)}一一c×。 

U，[2]=max{ [1—1]+3， [1—1]+2)一一Cx。 

Um[1]一max{u [2—1]+6，D [2—1])一一C×3 

图 2 改进前 MDP算法部分计算过程 

2．2 MDP算法的改进算法 MDP-I算法 

对树上的每个节点 ，我们附加一个线性表 wList 来存 

储该节点上所有D [ ]为有效数值时所对应的权重i。如果 

节点 有父节点，则对 wList 中的每个权重值e： 

Dbm)[8+ ]=max{D~ )[P十 ]，D~Ee]+val ) 

其中，P+t％≤uI瑚 ，e∈wList ，wList )一wList ( )U(e+ 

Wv)，如果Db [P+ ]>D [e]+ ，则有计算公式： 

D )[P+ ]=max{／~ ，[P+ ]， [e]+val ) 

其中， + ≤让 ，eE叫L s 。 

另外再附加一个线性表 wList2 来存储该节点上所有 

[妇为有效数值时所对应的权重i。如果节点 有子节点， 
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则对 wList2 中的每个权重值 e及对应的每个子节点 ： 

fU ]+t̂2z 

[e+ ] maX{ [ ]+啦 
l [e]+ z 

如果 P+ ． wList ，则 [el+抛z ．有效，否则无效。 

如果 + ．∈wList 并且P+ ，∈wList2 ， [e]+val ，有 

效 ，否则无效。 

基于权重约束的最大密度路径改进算法如下所示 ： 

Algorithm MDP-I(T，r，Wmia，wm ) 

1．compute the level of all vE V(T) 

2．for all vE V(T)in non—increasing order of the level do 

3． D3 w ]一val 

4． wI ist =wList U w 

5． for i-~--0 to wList ．1ength()一 1 do 

6． if r(v)w )]+val > r(v)w )+wI ist [i]] 

7． D r(v)wpar( )+wList [i]]一max{ r(v)wpar( )+wListv 

[i]]，D )IⅥ r(v)]+val ) 

8． wListpa ( )=wListpar(v)Uwp8r( )+wList [i] 

9． else 

10． D r(v)[wpar( )+wList [i]]一max( r(v)w阳r( )+wList 

[i]]，Dk )w ( )]+val } 

11． compute dpar1( )W刚 )+wList El1]and d )wpar(v)+wL— 

ist [i]] 

12．for all v∈ V(T)in increasing order of the levels do 

13． U w ]一val 

14． wI ist 2 一wList 2 Uw 

15． for i+一O to wI ist 2 ．1ength()一 1 do 

l6． f0r all vi∈ childT(V)do 

17． if wList 2[i]+wv wI ist 

18． U [wList 2[i]+w ]一max{u [wList 2Eli+w ]， 

[wList 2[i]+w ]) 

19． else 

2o． U 
．
[wList 2[i]+w ：]=max{U ：[wList 2[i3+w 

．
]， 

[wList 2[i]+w”]} 

21． compute u ；[wList2[i]+Wv．] 

22． ret { { ， ” 
V∈V(I ) iEwl—istvUiEwl—ist 2v 

由于 MDP-I通过对每个节点附加两个线性列表，分别记 

录节点向下路径和向上路径中值为有效值的所有权重，避免 

了为无效值时的冗余计算，故减少了计算量，提高了计算速 

度。比如 ，同样对于图 1中的节点 m，D [妇(其中 ≤Wma )的 

值是由其子节点的有效值计算得到，由于节点m只有一个子 

节点，子节点只有一个有效的 [ ]值，即 =2时，故m的所 

有有效值通过一次计算就可以得到。而 MDP算法中 [ ] 

的计算需要i从 1到 7每个值都要判断一次，其中有 6次是 

无效计算。 

3 算法实现结果 

本文以Visual C++6．0为开发工具 ，随机生成了一棵节 

点具有权重和值的树，如图 3所示 ，其中节点内的数字为节点 

的权重和值，节点左上角的字母为节点的名称，如树的根节点 

的名字为a，权重为3，值为2O。算法改进前如果给定权重值 

范围为(10，20)，对该树计算最大密度路径的结果是：最大密 

度路径的权重和为 l6，密度为 4．8，路径为 e_b-a_d-f_i。算法 
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改进后的运行结果是：最大密度路 径的权重为 1O，密度为 

6．7，路径为 b-a_d。显然在给定权重范围为(10，20)的情况 

下最大密度路径应该为 a_d。 

图 3 节点带权重和值的随机树 

结束语 本文中，根据权重约束的最大密度路径算法的 

计算特点，发现现有的基于权重约束的最大密度路径算法有 
一 定的局限性，其非叶子节点的 [i3、 [i3、U [i3在没有 

赋值的情况下取默认值一。。是不恰当的，算法的运行结果并 

不能得到最大密度路径，非叶子节点应该是和叶子节点一样 

i[ ]=val ，U [ ]一val ，其他情况下可以取默认值～ 

Cx3。在此基础上又提出了改进的最大密度路径算法，改进后 

的算法相对原算法弥补了可能出现的找不到最优结果的缺 

陷，减少了冗余计算，提高了计算速度。接下来的工作，将在 

降低该算法时间复杂度的基础上 ，进一步研究如何降低其空 

间复杂度。 
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