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量子纠错码的一个统一构造方法 
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摘 要 在量子通信和量子计算中，量子纠错码起着至关重要的作用。人们已经利用 Hamming码、BCH码、Reed- 

Solomon码等各种循环码、常循环码、准循环码来构造量子纠错码。利用准缠绕码将这些构造方法统一起来，给出了 

准缠绕码包含其对偶码的充分必要条件及准缠绕码的一个新构造方法，并且利用准缠绕码构造了新的量子纠错码。 
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Abstract Quantum error-correcting codes play an important role in not only quantum communication but also quantum 

computation．A1l kinds of cyclic codes，for example，Hamming codes，BCH codes and Reed—So lomon codes et a1．，consta— 

cyclic codes and quasi—cyclic codes have been used tO construct quantum error-correcting codes．An unified approach to 

construct quantum error_correcting codes was presented by using quasi—twisted codes．A sufficient and necessary condi— 

tion for quasi—twisted contained its dual codes，and a new method for constructing quasi—twisted codes was given．Moreo— 

ver，new quantum quasi—twisted codes were obtained by using quasi-twisted codes． 

Keywords Quantum error-correcting codes，Quasi-twisted codes，Cyclic codes，Constacylic codes，Quasi—cyclic codes 

量子通信和量子计算理论的提出，为将来信息技术的深 

入发展开辟了一个全新的领域。为了实现量子信息的可靠传 

输与处理，必须保证量子状态经过一定的时空距离后保持不 

变或能够正确恢复。然而，量子系统不可避免地会受到外界 

环境的干扰，这必然导致量子状态发生错误，因此要实现可靠 

的量子通信和计算，量子纠错编码是必不可少的。 

1995—1996年，ShorC1]和 Stean[幻将量子错误的复杂机 

制简化为逐位纠错的物理模型，将每个量子位的错误归结为 

有限个 Pauli算子。基于此，Shor给 出了第一个量子 纠错 

码_1。 ]。1998年 Calderbank等人_3]利用有限交换群的特征 

理论给出构造量子码的系统数学方法 ，通过构造 和 F4上 

具有某种特性的经典纠错码来构造量子纠错码(稳定子码)。 

此后 ，人们使用各种经典纠错码来构造量子纠错码[4。]。 

在文献[8]中，Beth等人利用 Hamming码来构造量子纠错 

码 ；文献[9]中，Aly等人利用 BCH码来构造量子纠错码；文 

献[1O]中，Grassl等人利用Reed-Solomon码来构造量子纠错 

码 ；文献[11]中，Lin利用循环码和常循环码来构造量子纠错 

码，文献[1215~1]用准循环码构造了一批量子纠错码。 

本文利用准缠绕码来构造量子纠错码，给出了准缠绕码 

包含其对偶码的充分必要条件及准缠绕码的一个新的构造方 

法。研究结果表明，我们的方法是上述量子纠错码构造方法 

的统一，各种量子循环码(量子 Hamming码、量子 BCH 码、 

量子 Reed-solomon码)、量子常循环码、量子准循环码都是量 

子准缠绕码的特例。 

1 基本概念 

假设 P是一个素数，优是一个正整数，令 q一 ， 记为 

元素为q的有限域。 

经典的q元线性码C是F 上的 维向量空间F：的一个 

k维子空间，记为In，k， ]，其中d是码 c的非零码字 C的最 

小 Hamming重量 。 

下面在有限域 Fa上定义 Euclidean内积。 

设 “一(蛳，U1，⋯， 1)，口一(v0，⋯， 一1)∈ ，则 “和 

的Euclidean内积为 
一

1 

U· 一∑U u 
2= 0 

线性码C的 Euclidean对偶码定义为：C上一{uff l ·c— 

O rcEC}。显然， 是线性码[ ，n一 ]。如果CGc。上，则称 C 

是自正交码。 

引理 1 E。 (a 构造) 如果存在 自正交的线性码 C一[ ， 

是]，则存在量子纠错码[ ，”一2 ， ，其中 d=min{wt(c)l cE 
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C上＼C}，这里 wt(c)表示 中向量C的 Hamming重量。 

定义 1 F。上长度为 ，z的线性码C称为循环码，是指如 

果 c一(0，C “，C 一1)∈C，那么C循环移位得到的c =(c 一1， 

C0，⋯ ，Cn一2)∈C。 

如果把码字 c一( ，C ”，C一 )写成多项式，并且看成是 

商环R 一F日[ ]／( 一1)中的元素，即c(z)： +clz+⋯+ 

C 一 ∈ [-z]，则c是循环码的充分必要条件为C是商环 

R 的一个理想。 

定义 2 F0上长度为 的线性码 C称为常循环码，是指 

对 a∈ 一{0}，如果 C=(c0，C1，⋯，Cn--1)∈C，那么 c 一 

(ac 1，f0，⋯ ，C ～2)∈C。 

显然，当 一1时，即为循环码。 

同样，如果把码字 c一(co ，⋯， 一 )写成多项式，并且看 

成是商环 R2一F。[ z]／( --a)中的元素，即 c(z)一co+clz+ 

⋯ + 一 ∈ [-z]，则 c是常循环码的充分必要条件为 c 

是商环Rz的一个理想。 

定义 3 Fo上长度为 一ml的线性码 C称为 Z一准循环 

码，是指如果它的码字 c一(c11， ，⋯，Cml，Cm ⋯， 2，⋯， ， 

⋯Cm1)∈C，那么 C 一(Cm1，C11，⋯，C 1．1， 2，C12，⋯， ．f，⋯， 

Cm一1．f)∈C。 

显然，当z=1时，即为循环码。 

定义 4 上长度为 —ml的线性码 C称为z一准缠绕 

码，是指对 ∈ 一{0}，如果它的码字 C一(c11，C 一，fm ， 

C12，⋯， 2，⋯，C1 ，⋯ )∈C，那么 f 一( l，cll，⋯， 一1，1， 

⋯ ，a ．z，cl ，⋯ ，Cm--1．f)∈C。 

显然，当a一1时，即为准循环码；当 Z一1时，即为常循环 

码 ；当 口一1， 一1时，即为循环码。 

2 量子纠错码的构造 

本节利用 z～准缠绕码来构造一批量子纠错码。首先，给 

出准缠绕码包含其对偶码的充分必要条件。 

类似于准循环码[1 ，Fa上长度为 =ml的z一准缠绕码可 

视为(F口[z]／( --a)) 的F Ex3／(~ 一 )子模。 

定理 1[1 ] 设线性码 C是F 上长度为，2一ml的 z一准缠 

绕码，那么 C有下列形式的生成多项式，即 

g(Iz)一(fl(x)gl( )，，2(x)gz(-z)，⋯， (z)g ( )) 

其中，对 1≤ ≤￡，g ( )l( --a)，( (z)，( 一口)／毋(z))一 

1。 

引理 2l3] 设 g(-z)是 上长度为 的线性常循环码 C 

的生成多项式，则 C包含其对偶码的充分必要条件为 

--a----0(mod g(x)g (z)) 

其中g (z)一 —g(1／z)，即 g ( )是 g( )的互反多项式。 

定理 2 设线性码 C是 F 上长度为 一 的 Z一准缠绕 

码，其生成多项式为 

g(3c)一(，1(x)gl( )，，2(x)g2(z)，⋯， (x)gt( )) 

其中，对 1≤ ≤z，g ( )f( --a)，( ( )，( --a)／g ( ))一 

1，那么c包含它的对偶码的充分必要条件为 

--a~0(mod gl(z)g (-z))，⋯ ， --a=0(mod 

gz(-z) (z)) 

其中，gi*(z)是g ( )的互反多项式。 

证明：令 1≤ ≤z，对某一个固定的 i，定义下面第 i个在C 

上的映射 如下： 

(c11，c21，⋯ ，c棚1，c12，⋯ ，c，，l2，⋯ ，c1f，⋯ c， )一 (Cli，C2i， 

⋯ ，Cmi)。 

令 (C)一G，显然 G [z]／( --a)。由于 c是(Fq 

[ ]／( --a)) 的F [z]／( --a)子模，则对任意c(-z)=(cl 

(z)，C2(z)，⋯，Cz(-z))∈C和a( )∈FaE：d／(x~--a)，有口(z) 

c( )∈C。因此，对任意的 Ci(z)∈Ci，有 a(z) (z)∈G。所 

以G是F [ ]／( --a)的一个理想，即G是 上长度为m 

的循环码。由纠错码理论及引理 2可知，该结论成立。证毕。 

下面定义量子准缠绕码。 

定义 5 如果量子纠错码是由准缠绕码通过 CSS构造得 

到，则称该量子纠错码为量子准缠绕码。 

定理 3 设 C一[ ，忌， 是 上长度为 —ml的z一准缠 

绕码，其生成多项式为 

g(z)一(，1(3c)gl( )，̂ (x)gz(z)，⋯， (x)gz( )) 

其中，对 1≤ ≤Z，gl( )l( --a)，( (z)，( --a)／gl(z))一 

1，如果 --a~0(mod g1(z)g ( ))，⋯， --a~O(rood gz 

(z) (z))，那么存在参数为[[ ，2七一 ，d]]的量子准缠绕 

码 。 

证明：由引理 1及定理 2可知，该结论成立。 

注 1：由上述可知，量子循环码、量子常循环码、量子准循 

环码都是量子准缠绕码的特例。 

例 1 Glynn等人在文献[15-1中，通过 Tabu搜索，找到 

了一些参数较好的四元 自正交准缠绕码。为节省篇幅，选择 

自正交准缠绕码[12，4，8]，E16，4，123，通过 CSS构造，可得 

到量子准缠绕码f-Elz，4，4]]，FE16，8，377。 

3 准缠绕码的构造 

本节利用常循环码来构造准缠绕码，并且利用常循环码 

的对偶包含关系得到准缠绕码对偶包含关系。 

定义 6 映射 n ：Fq— ，Tr(a)一 + +⋯+ 

称为有限域 到其子域F 的迹映射。注意到对于每个 a∈ 

F。，有 一a 

于是 Tr(a) ： + +⋯+a _1+a—Tr(a)，即 丁r(口)∈ 

，所以Tr是 到 的映射 。 

由文献F161可知，迹映射有以下性质。 

性质 1 对所有 ，p∈ ，有 

(1)丁 ( + —Tr(a)+ ( ； 

(2)Tr(2a)=2Tr(a)，其中 ∈F 。 

定义 7 设 B一{a ， z，⋯，a )是 在F 上的一组基， 

如果 

门 ． i— i 
一

{0，其吾 
则称 B：{a ，a 一， )是 在Fp上的自对偶基 

由文献[17]知 ，如果 P是偶数，或者 P和 都是奇数，则 

在 上的自对偶基是存在的。 

下面 ，令 B一{a ，az，⋯，‰}是 在 F 上的自对偶基。 

对 c一(ca，C2，⋯， )∈C，定义映射 ： 一 为 

(c)一(cl1，c21，⋯ ，C月1，cl2，⋯ ，c ，⋯ ，C1 ，⋯ ，Cnm) 

这里 = 勺口j，其中q∈ 。 

令 (C)是码 C在 下的像，下面利用常循环码来构造准 

缠绕码，即有下面的定理。 
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定理 4 如果 C是 F 上长度为n的常循环码，其中a∈ 
一 {O}，／lVz, (C)是 上长度为m／／的m一准缠绕码。 ， 

证明：设c一( ，c2，⋯， )∈c，其中 一善白a ，那么 
(ac ，cl，⋯ ，cn 1)一 (口c 1，c】1，⋯ ，c 一1，l，⋯，O'Cran，C1州，⋯ ， 

一  )。由于 C是常循环码，由准缠绕码的定义可知， (C) 

是 上长度为m 的m一准缠绕码。 

引理 3[ ] 如果 C是 F 上长度为 的自正交码 ，则 

(C)是 上长度为m 的自正交码。 

由引理 3和定理 4，可得到下面定理： 

定理 5 如果 C是Fq上包含它的对偶码的常循环码 ，那 

么 (c)是 包含它的对偶码的准缠绕码。 

由引理 1及定理 5，可得到一大批新的量子准缠绕码 ，即 

有下面定理： 

定理 6 如果 c一[ ，k， 是 上长度为 的包含它的 

对偶码的常循环码，那么存在参数为[[ ，m(2志一n)，d ]]的 

量子准缠绕码，其中d ≥ 。 

结束语 本文利用准缠绕码来构造量子纠错码 ，通过对 

准缠绕码的结构分析，将量子循环码 、量子常循环码、量子准 

循环码的构造方法统一起来。如何在实际的物理背景下对这 

些量子纠错码加以应用，将是未来量子纠错码研究的一个重 

点 。 
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