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摘 要 通过 对粗糙集理论 (RST)中的基本概念 “正区”(Positive Region)、“负区”(Negative Region)和“边 区” 

(Boundary Region)与集对分析(SPA)中的基本概念“同一度”、“差异度”和“对立度”的分析 ，从人类认识世界的这个广 

义角度探讨了RST与 sPA的等价性。 
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Abstract Based on the analysis of the essential conception about positive region，negative region，boundary region of 

RST and degree of sameness，difference，opposition of SPA，discussed the equivalence between RST and SPA from the 

generalized angle of human cognizing the world． 
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近几十年来，模糊集l】]、粗糙集0 、灰色系统l3 、直觉模糊 

集 、集对分析 和 Vague集L 61等许多数学理论相继涌现， 

它们虽然从不同角度分别研究了不精确(模糊)、不确定 (随 

机)与不完全(灰色)数据的处理，但这些理论之间存在着密切 

的关系，有的甚至完全等价。如：1986年，保加利亚学者 Ata— 

nassov在模糊集的基础上，提 出了直觉模糊集 (Intuitionistic 

Fuzzy Sets)的概念，直觉模糊集是模糊集的推广，模糊集是直 

觉模 糊集 的 特殊情 形。1993年，Gau和 Buehrer定 义 了 

Vague集。1996年，Bustince和 Burillo指出 Vague集的概念 

与 Atanassov的直觉模糊集是相同的[̈l】。 

本文认为搞清上述理论之间的关系对进一步研究与发展 

它们至关重要。从人类认识世界的角度，本文运用 Vague集 

中的真、假隶属度概念进一步分析了 RST中的模糊边区；同 

时，用 sPA中的同一度、差异度、对立度逐层嵌套地分析了差 

异度，从而证明了 RST和 SPA的广义等价性。 

1 基础理论 

1．1 liST 

粗糙集作为一种处理不精确、不确定与不完全数据的新 

的数学理论 ，最初是由波兰数学家 Z．Pawlak于 1982年提出 

的。 

(1)不可分辨(indjstingujshable) 

集合 R U×U，【，称为论域 ，尺为满足 自反性 (refle- 

xive)、对称性(symmetric)及传递性(transitive)的集合 ，在 U／ 

R的元素被称为基本集合 ，并且存在 xRy，则称 和Y为不可 

分辨。 

(2)下近似(1ower approximations)，即正区(positive re— 

gion，PR) 

如果集合 A U，则定义下近似为： 

(A)一! (A)一{ ~-uI E ] A}一u {[ ] ∈ I 

[z] A) 

where[ 一{Y{xRy} (1) 

(3)上近似 (upper approximations) 

如果集合 A U，则定义上近似为： 

(A)一{ Eeri E ] nA≠。}=u {[ ]R∈ 

[ ] nA≠0} 

where[ ]R一{ IxRy} 

(4)负区 (negative region，NR) 

定义 

NRR(A)一U一Ⅱ r(A) 

为A的负区。 

(5)边 区 (boundary region，BR) 

定义 

BRe(A)一口 r(A)一＆户r(A) 

为A的边区，如果 

(2) 

(3) 

(4) 

apr(A)≠ apr(A) (5) 

则称 A为粗糙集的边区。 

1．2 SPA 

中国学者赵克勤于 2O世纪 80年代末提出集对分析，即 
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从同、异、反 3方面表征两集合(集对)H(A，B)的关系，它主 

要通过同、异、反联系度来描述。 

(1)联系度 

C F D 

(叫)一 + + 6) 

其中，N指集对的特性总数，s指共同具备的特性总数，P指 

具有相对立的特性总数，F—N～S—P指既不相对立，又不 

共同具备的特性总数。 

S／N为两集合在问题W下的同一度 ； 

F／N为两集合在问题W下的差异度； 

P／N为两集合在问题训下的对立度。 

式(6)中， ∈[一1，1]， 一般情况下取 l，可简记为： 一 

n+6H一巧。其中，a，b，C满足归一化条件：“+6+f一1。 

(2)集对势 

当联系度 一n十 + 中C≠o时，同一度 a与对立度 f 

的比值a／c为所论集对在指定问题背景下的联系势或集对 

势，用 “shi”表示， 

(H)=a／c (7) 

a／c~l，则称 shi(H)为集对同势；a／c=l，则称 shi(H)为 

集对均势；a／c~l，则称 shi(H)为集对反势。 

2 广义的解释 

实质上，RST与 SPA都是人们认识世界的方法，RST体 

现了西方哲学的思辨求是；SPA体现 了东方哲学的实事求 

是。它们根植于同一个基础——集合论，体现了东西方哲学 

在认识世界上的互补与殊途同归。 

人类认知是用已知理论去认识未知事物的过程 ，是一个 

逐步“去粗存真”、“去伪存真”的过程。也就是说，通过不断地 

认识事物的部分是什么、不是什么，最终确定事物的全体是什 

么、不是什么。 

本文认为认识事物的关键在于对事物边界的分析。由于 

人类认识水平的局限，对事物边界的认识是模糊的。人类对 

事物的认识程度可以用事物边界区域的大小和模糊状况来描 

述，事物边界区域的不断缩小和模糊状况逐步澄清代表着人 

类对事物认识的加深。 

2．1 lIST的广义拓展 

RST是建立在分类机制的基础上的，它将分类理解为在 

特定空间上的等价关系，而等价关系构成了对该空间的划分。 

RST将知识理解为对数据的划分，每一被划分的集合称为概 

念。RST的主要思想是利用已知的知识库，将不精确或不确 

定的知识用已知的知识库中的知识来(近似)刻画[8]。 

从人类认知的角度，RST可以表述为：对于未知事物 A， 

用已知事物的知识 确定 A的 PR，NR和 BR，即：PR 

A；NRnA—eg；BR( A^BRNA≠ 。 

对于 BR，引入 Vague集的真、假隶属度来逐步澄清它。 

Vague集是对模糊集的扩充，它弥补了模糊集中隶属函 

数的不足，提出了从真假(正反)两个方面对研究对象进行描 

述。 

定义 1 U是论域，其中的任意一个元素用 z表示，U中 

的一个 Vague集 V用一个真隶属函数 tv和假隶属函数 -厂 

表示。如(z)是从支持 的证据所导出的 的隶属度下界， 

^ ( )则是从反对 z的证据所导出的 z的否定隶属度下界， 

· 168 · 

ty(z)和 ( )将区间[o，1]中的一个实数与u中的每一个点 

联系起来，即： 

tv：u一[O，1]； ：U一[0，1] (8) 

其中，ty( )+^(z)≤1；arEV，可表示为[tv，1一 ]。 

由式(1)、式(2)和式(4)可知，BR由[z] 和[z] 组 

成，即： 

BR=[ ] U[z] 

其中， 

(9) 

[ ] ’一{z∈ul[ ] NA(Ex~ A A[ nA≠ )) 

[32]ff 一{32EUlIx] 一A([ AA[ nA≠ )} 

如图 1所示，对于未知事物 A的边界区域(去掉中央实 

心圆形的矩形区域)，已知概念 C(右下角圆形)与A之间存在 

部分([323 ’)属于 A和部分([325J’)不属于 A。 

Region 

BR 

图 1 粗糙集边界区域的划分 

实际上，概念 C与未知事物 A的属于、不属于关系是很难 

清晰界定的，所以 Vague集用真、假隶属度来确定。tv(z)+ 

(z)≤1是一个准确的描述，因为 ty(z)+，v(z)一1是一个 

理想状态，是人类认识事物的终极状态。1～ (z)一-厂v( )> 

0是由于认识提高而引发的新一轮模糊。 

2．2 SPA的广义拓展 

sPA从两个集合同(同一)、异(差异不确定)、反(对立) 

这个角度研究不确定性。在基本概念、研究思路、处理方式等 

方面都与其它不确定性理论有根本性的区别。采取了对不确 

定性加以客观承认、系统刻画、具体分析的态度，从而使研究 

结果更加贴近实际。 

从人类认知的角度，SPA可以表述为：对于未知事物 A， 

用已知事物的知识 B分析与 A 的同一 (Sameness)、差异 

(Difference)和对立(Opposition)，如图2所示。即：事物 A与 

知识B的联系度 一a+ + ，其中，12为同一度fb为差异 

度；c为对立度。 

图 2 集对分析与人类认知 

实际上，人类认知受人类现有知识的限制 ，对差异度的认 

识更是如此。随着知识的不断涌现，在差异度中会产生新的 

同一、差异与对立。也就是说，对于差异度的逐层嵌套的集对 

分析势必导致差异度的不断缩小。 

2．3 RST与 SPA的关系 

RST与 SPA都是针对不确定性研究的理论。从人类认 

知的角度看，它们都是用现有知识确定未知事物的是与否，更 

主要的，它们都是分析未知事物边界区域的方法。 

为了说明 RST与 SPA的广义等价性，本文采用 Vague 

集的真(f)、假(厂)隶属度与逐层嵌套的集对分析作为二者之 



间的桥梁，如图 3所示。 

图 3 RST与 A关系 

(1)对于论域 U上的一个未知事物 A，构造集对 H(A， 

[ ] )，则有： 
T r 

同一：S=PR=U z]R∈ t-J i[z]R A}； 

差异：D—B尺一U {[ ] ∈ l[ ] nA≠o^[ ’] 

A}： 

r r 

对立：0一NR—U {[ ]R∈ l[ ]RnA—o}。 

则对于联系度 一r』+bi+cj，有 d—PR／U；b—BR／己，； 

c—NR／U 

(2)对于未知事物 A的BR(边界区域或称差异)，构建集 

对 H (BR，[ ] )，则有： 

同一：s—U[ ； 

差异 ：D—BR—S一0； 

对立：O—U[ ] ’。 

则，对于联系度 一Ⅱ + i+f0，有a 一f；b 一1-t-f； 

c；一f 

一 般地，[z] 中关于论域 U的关系集合R 与[ ] ，中关 

于论域 【，的关系集合 R 存在RCR ，因此，随着人类认识的 

提高，应对 U×U作进一步的刻画。 

3 等价性探讨 

常用的数学证明有两种：构造性证明和存在性证明。本 

文对于 RST与 SPA的广义等价的证明采用构造性证明。 

3．1 一般性假设 

论域 U：由全部可能成员 M 和全部可能关 系 R 组 

成，表示为 ：U一(M ，R >，其中，R R ×R ’，M 代 

表全部成员及其全部可能组合。另外，用 M 代表已知成员 

集合 ；用 R 代表 已知关系集合 ，则 ：J】Ⅵ【 M ，R 

R 。对于V m ∈M ，[m ]R(K)表示与已知成员 m 是 

有已知关系R 的全部可能成员的集合。 

事物A：由成员 M 一{m ，Ⅲ2，⋯}和关 系 R 一{n， 

r ··}构成，表示为：A一(M ，R )。则 ：M M D，R 

尺‘D
。  

如果 A是一个未知事物，[ ] c 与 M 之间存在 3 

种关系： 

(1)[m ’]R(K／ M ； 

(2)[ ]R(K) M ^[ ’]R(K)nM‘A ≠中； 

(3)[m ]R( )n 一中。 

第一种关系：从 RS『r的角度 ，说明了未知事物 A包含论 

域 U中的已知成员，也就是说 ，已知成员的并集构成了未知 

事物 A的正区；从 SPA的角度 ，说明了未知事物A与论域 U 

中的已知成员具有共性，即同一性。 

第二种关系：从 RST的角度，说 明了未知事物 A不包含 

论域 U中的已知成员 ，但它们之间存在着相同和相异的成 

分 ，也就是说 ，已知成员的并集构成了未知事物 A的边界区 

域 ；从 SPA的角度，说明了未知事物 A与论域 U中的已知成 

员具有差异性。 

第三种关系：从 RST的角度，说明了未知事物 A不包含 

论域己，中的已知成员，且它们之间毫无相似之处，也就是说 ， 

已知成员的并集构成了未知事物 A的负区；从 SPA的角度 ， 

说明了未知事物 A与论域 U中的已知成员具有对立性 。 

由上可知，在一般性假设前提下，RST与 SPA是相通的。 
一 般地 ，我们认为 ：随着已知关系集合 R 的变大，即人 

类认知水平的提高，对论域 U的划分变细，基本集合变小，未 

知事物的正区和负区变大，边界区域变小。也就是说，人类的 

认识变清。 

若存在已知关系集合 R ，使得 R (== ， 

则有 ： 

[m ]R (二=[m ]R(K) 

但是 ： 

U([ ’]R(K))c二U([Ⅲ ]R} )Im ∈M 

3．2 等价性构造 

用 card(S)代表集合 S的基数 ，对于论域 U中的未知事 

物A，作如下构造： 

Card(PR) ， Card(BR) cnrd(NR) L 

： 一 扫一 一 万  

对于A的边界区域 BR，进一步构造： 

Let：d 一t；b 一1一￡一 f；f 一 厂 

则对于 一＆+6 + ，有： 

cnrd(PR)．card(BR) ．cnrd(NR) 
— 十  十  

进一步 ，有： 

一 ( + r)+( (1mt--rd rd card ) + ＼御(U) (U)‘／。＼ (U) ／～ 

( rd + card ＼fn (U) ‘ (U) ／ 

以上的构造表示，使用 Vague集中的真、假隶属度分析 

RST中的边界区域等价于使用集对理论进一步分析 SPA中 

的差异度 。 

3．3 逐层嵌套 SPA的收敛性证明 

特殊地 ，在 SPA中，假定对于差异度 b的进一步分析， 

同、异、反的比例不变 ，即有 a 一d；6 一6；f 一c。并且，认为新 

的差异度 6方 同样遵循这样的比例。以下是对逐层嵌套 SPA 

收敛性的简单证明。 

Proof： 

I et： 一“+ 6 + 

where&+6+c一1 

m ore 

一＆(1+6)十6 +c(1+6) 

一a + 

一  

+南  
where a+c一1 

n c 
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Q E D． 

一 般地，在 SPA中，对于差异度的每一次进一步分析都 

不可能遵循同样的同、异、反比例。即有：＆ ≠n；6 ≠6；c ≠c。 

Proof： 

“=0o+6o +coj 

where a0+60+co=1 

m ore 

一 (no+n】6o)+b0b】 +(co十c】bo)J 

Let：b一1— 1 

for 一n+ + 

where：n一∑a H 一1，6一Hb ，f一∑c Ⅱ6 1 
⋯ o o i— o i o J{ o 

Let：n 一max(a／)，ami =min(a1)； 

=max(b )，bm 一min(b )； 

Cmax—max(c／)，Cmi 一min(c )； 

where： 一0，1，2，⋯ ， 

lira ‰ ≤ lim 6≤ lira ‰  一 lim b=0 

lira ∑口 6 ≤ liraⅡ≤ lim ∑ama 

一T=a mi= n≤T二a ma===x 

lim ∑f～6总 ≤ Iim f≤ lim ∑Crna 

一 ≤熙  ≤ 

一  + —max (a 产 n +f
，) “ 

where a，+ =1， ， —O，1，2，⋯ ， 

+ciJ 

( E．D． 

结束语 本文在分析 RST与 SPA基本理论的前提下， 

从人类认知的角度，引入 Vague集的真、假隶属度研究R 

的边界区域，从而达到扩展 RST的目的；同时，采用逐层嵌套 

的方式运用集对理论进一步分析 SPA中的差异度 ，从而达到 

扩展 SPA的目的。进而，为了说明RST与SPA的理论相通， 

进行了一般性假设和等价性构造 ，并且证明了逐层嵌套 sPA 

的收敛性。本文认为这对进一步发展 RST和 SPA有着重要 

的意义。 
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