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支配问题 的研究进展 

王建新 陈蓓玮 陈建二 

(中南大学信息科学与工程学院 长沙 410083) 

摘 要 复杂性理论 中，支配问题是一类重要的问题，被广泛应用于资源分配、电话交换网络和无线传感器网络等领 

域。支配问题主要包括点支配集(VDS)问题和边支配集(EDS)问题 两大类。人们利用动 态规划、加权分治等技术对 

VDS和 EDS问题的精确算法进行设计与分析，并通过将 EDS问题转化为边覆盖集问题提 出了 EDS问题的近似算 

法。近年来对参数化支配问题做了大量研究。目前 已经证明了平面图中VDS问题和一般图中 EDS问题都是固定参 

数可解的(FPT)。利用树分解和分支搜 索等技术，人们分别对平面图 VDS问题和一般 图 EDS问题提 出了一系列 

FPT算法。文中对 VDS和 EDS问题进行了分类，给 出了每类问题的具体定义及其相关算法介绍，此外还对矩阵支配 

集问题进行 了简单介绍，并提出了支配问题研究中值得关注的几个方面。 
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Abstract In complexity theory，dominating problem is an important problem，which has important applications in many 

fields such as resource allocations，electric networks and wireless ad hoc networks．The two most known dominating 

problems are Vertex Dominating Set(VDS)and Edge Dominating Set(EDS)problem．People designed and analyzed exa- 

ct algorithms for the two problems by dynamic programming and measure-and—conquer techniques and proposed many 

approximation algorithms for EDS problem by reducing the problem to Edge Cover problem．Recently，parameterized 

dominating problem has attached considerable attention．Planar VDS and General EDS problem has been proved to be 

Fixe Parameter Tractable(FPT)problem，and many techniques such as tree decomposition and branch-search have 

been used in the design of FPT algorithms for them．The paper presented the classification for the tWO problems respec 

tively，and gave definitions and some relative algorithms for each derivative problem． Furthermore，the M atrix Domina— 

ting Set problem and some research directions on dominating problem were also introduced． 

Keywords Do minating problem，Vertex dominating set problem，Edge dominating set problem，Exact algorithm，Ap— 

proximation algorithm，Parameterized algorithm 

1 引言 

支配问题 主要包括 点支配集 (VDS)问题 和边支 配集 

(EDS)问题两大类 。点支配集问题是一类基本的 NP-hard问 

题 ，被广泛应用于资源分配[1]、电力网络『2]和无线传感器网络 

等重要领域中 ]。边支配集问题也是 NP-hard问题 ，主要应 

用于电话交换网络中l4j。 

近年来，人们对点支配集问题和边支配集问题的精确算 

法和近似算法做了大量研究，通过改进算法本身使得算法具 

有更优的时间复杂度或近似度 ，从而使得算法在实际应用中 

更可行。参数计算理论被提出后 ，人们开始对这两类问题的 

参数算法进行研究，并证明了一般图上 的点支配集问题 为 

W_ ]一hard问题 ，平面图上的点支配集问题和一般图上的边支 

配集问题为 FPT(Fixed-Parameter Tractable)问题。本文根 

据所研究的问题的差异，对点支配集问题和边支配集问题进 

行分类 ，并对每类问题的相关算法进行总结。此外，本文还对 

矩阵支配集问题进行了简要介绍。最后对支配问题进行了总 

结，并提出了进一步的研究方向。 

2 点支配集问题 

本节对点支配集问题进行分类，并给出每类问题的具体 

定义和相关算法。 
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给定图G一( ，E)，vEV，N(u)是 的所有邻居点的集 

合，NE 一{73}UN( )；给定集合D V，如果U ∈。N Evl— 

，就称 D是图G的点支配集。 

2．1 一般点支配集问题 

点支配集问题是一类典型的NP hard问题，其定义如下。 

点支配集(Vertex Dominating Set)问题：给定图G一(V， 

，目标是求出图G中所含点数最少的点支配集。 

近年来，人们对点支配集问题的精确算法做了很多研究。 

Fominc阳等首次打破 0(2 )的上界，对点支配集问题提出时间 

复杂度为 0(1．9379 )的精确算法。文章首先根据一组分支 

规则对图G中度数为 1和 2的点进行分支，直到图 G中只存 

在度数大于 2的点和 0度点，将 0度点从图中删除从而得到 

剩余图 。根据文献E6]可知：如果给定的图 G中包含 ”个点 

且所有顶点度数均不小于 3，则图 G中必定存在不大于 3n／8 

的点支配集 因此，要求得问题的解，仅需考虑图 中所有不 

大于3n／8的点集合。由Stirling公式可知，这类点集合的个 

数不会超过 1．9379 (￡为图G 中点的个数，t≤，z)，则该过程 

的时间复杂度为 0(i．9379 )。与分支过程的时间复杂度进 

行比较后可得整个精确算法的时间复杂度为 ()(1．9379 )。 

此后，Grandonï7]对 集合覆 盖 问题提 出时 间复杂度 为 0 

(1．3424 )的精确算法，其中 志为问题规模 (即问题实例中给 

定的集合个数和需要被覆盖的元素个数之和)；然后根据点支 

配集问题和集合覆盖问题之间的规约关系，得到点支配集问 

题时间复杂度为 0(1．3424。 )一()(1．8021 )的精确算法。 

加权分治技术(Measure-and-Conquer)的提出使得点支 

配集问题精确算法的时间复杂度有了显著改进。FominE 利 

用加权分治技术对文献[7J中集合覆盖问题的精确算法进行 

分析，得到该算法的时间复杂度为 O(1．2353 )，其中 ，2为问 

题规模。其主要方法为：首先，对给定的一组元素 U的集合 U 

以及 U的一组子集 的集合 S，用 表示 S中大小为i的集 

合个数，确 表示集合u中freq(“)一 (freq(u)为元素 “在S 

中出现的次数)。给 5中所有大小为 i的集合S赋予权值硼 ， 

U中所有freq(u)一i的元素 U赋予权值 ，。令 S的大小 k 

(S)一∑Win +∑vim，， 一Vl一1，当 ≥6时，Wi— 一1。 
l≥ 1 J≥ l 

△ 一 ，△ 一 ；当 i≥ 3时 ，△ —u々 一 一】，Avi—vi一 

一  ；O≤Awl≤△ 一 。然后，文章基于以上假设证 明了文献 

E7]中精确算法得到的子问题个数不超过 1．2353”l K l，其 中 

K为所有子问题的可能大小的集合，lKl—poly(n)，且每个 

子问题均可在多项式时问内解决，因此得到算法的时间复杂 

度为O(1．2353 )。从而得到，利用该算法可在 O(1．2353 )一 

0(1．5137 )m-t间内解决点支配集 问题。Rooij和 Bodlaend— 

er[9l利用加权分治技术对算法进行设计与分析，得到点支配 

集问题时间复杂度为 0(1．5063 )的精确算法。 

实际应用中，图 G的每个点的作用都可能不一样 ，对不 

同的点进行操作需要付出的代价也可能不一样，因此需要给 

图 G中每个点赋予不同的权值。由此人们开始对加权点支 

配集问题进行研究[1 。 

加权点支配集 (Weighted Vertex Dominating Set)问题： 

给定加权图 G一(V，E)，图G中每个点都有一个大于 0的权 

值，目标是求出图 G中权值最小的点支配集(点支配集的权 

值即为点支配集中所有点的权值之和)。 

Fominc”]等利用加权分治技术，证明枚举所有极小点支 
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配集的时间复杂度为 ()(1．7697 )，并基于此算法得到加权点 

支配集问题时间复杂度为O(1．5780 )的精确算法。 

2．2 参数化点支配集问题 

随着参数理论的提出，人们证明了一般图上的点支配集 

问题是 w[ ]一hard问题【”]，因此该问题不存在时间复杂度为 

0(厂(是)nO(”)的参数算法。此外，人们还证明了平面图上的 

点支配集问题是固定参数可解的l_】 ，并对该问题的参数算法 

进行了大量研究。下面给出平面点支配集问题和平面加权点 

支配集问题的参数化定义l_】 。 

参数 化平 面 点 支 配集 (Parameterized Planar Vertex 

Do minating Set)问题 ：给定平面图 G一( ，E)和正整数 k，目 

标是求出图G中一个所含点数不大于 k的点支配集。 

参数化平面加权点支配集(Parameterized Planar Weigh— 

ted Vertex Dominating Set)问题：给定平面加权图 G一( ，E) 

和正整数k，图G中每个点都有一个正整数权值，目标是求出 

图G中一个权值不大于k的点支配集。 

参数理论的引入使得点支配集问题的求解具有更高的实 

际可行性。2001年 ，AlberE 等给出有标记平面点支配集问 

题(给定平面图G=(V，E)和正整数 k，V—BUW，B中均为 

黑点，w 中均为白点，目标是求取一个不大于 k的点集 S，使 

得B中不属于 5的点均被 S中的点支配)的 FIyr算法。该 

递归算法首先利用一组规约规则对待处理的图进行规约，然 

后利用分支搜索技术对规约后得到的子图中度数最小的黑点 

进行分支。通过分析可知，该算法的时间复杂度为 0(8 )。 

令w： ，则可将有标记平面点支配集问题转化为平面点支配 

集问题，因此该算法同样可用于求解平面点支配集问题。 

2002年，人们开始利用树分解技术求解参数化平面点支 

配集问题。Alber在文献[12]中证明：如果一个平面图中存 

在不大于k的点支配集，则该平面图的树宽为 O( )，构造树 

分解的时间复杂度为 0(̂屈 )。基于此，文章给出一个动态规 

划算法使得能够在时间0(27o4； )内求解参数化平面点支配 

集和参数化平面加权点支配集问题。此后，文献[14]基于 

Backers算法得到平面点支配集问题时间复杂度为 0(2。砺 ) 

的参数算法。Alber[ ]证明了参数化平面点支配集问题具有 

大小为 335k的核，且求核过程可在 0( 。)时间内完成。Fo— 

min和ThilikosE州基于此结论，并结合分支搜索技术和动态 

规划技术，将平面点支配集问题参数算法的时间复杂度改进 

为 O(2 1叭k+k + )。 

表 1中列出了一般点支配集问题和参数化点支配集问题 

的一些相关算法的时间复杂度及其相关技术。 

表 1 点支配集问题相关算法比较 

2．3 特殊点支配集问题 

连通 点 支配集 (Connected Vertex Dominating Set)问 



题_1 ：给定图 G一( ，E)，目标是求出图 G中包含点数最少， 

且所含点在图 G中导出的生成子图为连通图的点支配集。 

连通点支配集问题在无线传感器网络中有重要应用，它 

已经被证明了是 W [2]hard问题。人们针对连通点支配集 

问题本身，提出了一些近似算法和精确算法。 

近似算法方面，主要利用贪婪法和 steiner树的相关算法 

进行求解。文献[18]对连通点支配集问题给出近似度为 ln3+ 

3的多项式时间近似算法，其 中 是原图中点的最大度数。 

算法的基本思想是首先通过贪婪近似算法得到原图的一个点 

支配集 ，然后利用 steiner树的近似算法对这个点支配集进行 

扩展进而得到原图的连通点支配集。文献E19]x~文献[18]中 

的贪婪近似算法进行改进，得到近似度为 lrd+2的多项式时 

间近似算法。 

精确算法方面，目前最优结果为 ()(1．9407 ) ”一，该算法 

与以往的近似算法在求解思想上的最大不同之处在于，要求 

递归过程中所有 中间解都必须保持连通性 ，即每一轮递归后 

得到的中间解在图 G中导出的生成子图均为连通图。最后， 

利用加权分治技术对算法时间复杂度进行分析。 

独立点支配集 (Independent Vertex Dominating Set)问 

题l2 ：给定图 G一( ，E)，目标是求出图 G中包含点数最少， 

且所含点在图G中均不相邻的点支配集。 

独立点支配集问题已经被证明了是 W [2]一hard问题，人 

们主要针对它的精确算法进行研究。Liu和 Songl_2。。首次打 

破 0(2 )的上界，提出时间复杂度为 ()(1．7321 )的精确算 

法。Randerath和 Schiermeyer~ 通过枚举 所有极大独立集 

来求 取 最 小 独 立 点 支 配 集 ，其 算 法 时 间 复 杂 度 为 0 

(1．4423 )。文献[22]利用加权分治技术对文献[21]中提出的 

算法进行分析 ，得到算法时间复杂度为 ()(1．3575 )。 

支配团(Dominating Clique)问题 ：给定图 G一(V，E)， 

目标是求出图G中包含点数最少 ，且构成图 G中团的点支配 

集 。 

文献[23]给出了目前最小支配团问题的最优精确算法。 

该递归算法(mdc)将每轮递归后得到的中间图中的点划分为 

4个集合：S(已被放人支配团的点)、D (不会放入支配团的 

点)、A(与 S中点相邻且不属于sUD的点)、F(不与 S中点 

相邻且不属于SUD的点)。对每个中间划分(S，D，A，F)，首 

先通过一组规约规则对其进行规约，然后从 A中取出H-de— 

gree(即邻居点中属于F的点的个数)最大的点 。若 的F— 

degree为 1，则令 的邻居 点 中属 于 F 的点 为 “，返 回 

mi ∈～ ){mde(G，SU{ }，DU(NA(“)＼{ })U{“}UNA[ ， 

A＼(NA( )UNa(“))，F＼{“))}，其中 (“)一N(“)NA，NA[ 

= AXNA[ ；否则，返回min(mdc(G，S U{ }，DU NA[ U 

NF( )，A＼NA( )，F＼NF( ))，mdc(G，S，DU{ }，A＼ ，F))。 

文章利用加权分治技术对算法时问复杂度进行分析，得到算 

法时间复杂度为 ()(1．3390 )。 

3 边支配集 问题 

本节对边支配集问题进行分类 ，并给出每类问题的具体 

定义和相关算法。 ， 

给定图G一(V，E)，集合 SC_E，如果图 G中不属于 s的 

边至少和 S中一条边有公共交点，就称 S是 图G 的边支配 

集 。 

3．1 一般边支配集问题 

边支配集 (Edge Dominating Set)问题：给定图 G一( ， 

E)，目标是求出图G中所含边数最少的边支配集。 

加权边支配集(Weighted Edge Do minating Set)问题：给 

定加权图G一(V，E)，图 G的每条边都有一个大于 0的权值， 

目标是求出图G中权值最小的边支配集(边支配集的权值即 

为边支配集中所有边的权值之和)。 

人们对一般边支配集问题的精确算法和近似算法进行了 

大量研究。文献[24]将最小边支配集问题规约为最小极大匹 

配问题进行求解：通过对最小极大匹配问题给出时间复杂度 

为 ()(1．4423”)的精确算法 ，从而得到最小边支配集问题可在 

0(1．4423 )时间内解决 。此后，FominF 将该时间复杂度改 

进为 0(1．4082”)。边支配集问题很多相关算法的提出都是 

基于以下重要结论：给定图 G一( ，E)和 E的子集 D，如果 D 

是图G的边支配集 ，则 是图G的点覆盖。从而得到，图 G 

的边支配集就是图G中一个点覆盖的边覆盖集。因此，人们 

通常首先利用分支搜索技术对给定图中的极小点覆盖进行枚 

举 ，然后通过动态规划算法求取每个极小点覆盖的边覆盖集 ， 

从而得到原图的边支配集。文献[26]通过在极小点覆盖的枚 

举过程中添加一组规约规则得到边支配集和加权边支配集问 

题的指数时间精确算法 ，并利用加权分治技术对算法进行分 

析 ，得到其时间复杂度为 ()(1．3226”)。 

近似算法中，通常也是将边支配集问题转化为边覆盖集 

问题求解[27 29：。其中，文献[29]对加权边支配集问题给出近 

似度为 2的多项式时间近似算法 ，该算法是 目前该问题近似 

算法中效果最好的。 

3．2 参数化边支配集问题 

近年来，人们开始利用参数计算的思想对边支配集问题 

和加权边支配集问题进行求解，并且已经证明了一般图上的 

边支配集和加权边支配集问题为 FPT问题。下面给出它们 

的参数化定义0。 。 

参数化边支配集(Parameterized Edge Do minating Set)问 

题 ：给定图G一( ，E)和正整数 k，目标是求出图 G中一个所 

含边数不大于k的边支配集。 

参数 化加 权边 支 配集 (Parameterized Weighted Edge 

Do minating Set)问题 ：给定加权图 G=(V，E)和正实数 k，图 

G的每条边都有一个不小于 1的权值，目标是求出图 G中一 

个权值不大于是的边支配集。 

边支配集问题的参数算法通常基于以下结论l3 ：给定图 

G一(V，E)和 E的子集D，如果 D是图G的是一边支配集(即所 

含边数不大于 k的边支配集)，则 V 是图G中一个不大于 2是 

的点覆盖。因此．图G的忌一边支配集必定是原图中某个不大 

于 2是的极小点覆盖的 一边覆盖集。所以，边支配集问题的求 

解过程通常由两部分组成：枚举给定图中所有不大于 2是的极 

小点覆盖，该步骤 的时间复杂度为 ()(4 )[3 ；对每个极小点 

覆盖求取其最小边覆盖集，该步骤通常需要运用匹配的相关 

理论。Fernau： 利用上述方法得到边支配集和加权边支配 

集问题时间复杂度为 0(2．6181 )的参数算法。Fomin[3 对 

文献 [30]中 的 方 法 进 行 改 进 ，得 到 时 间 复 杂 度 为 

0(2．4181 )的参数算法。 

表 2中列出了边支配集问题一些相关算法的时间复杂度 

及用到的相关技术。 
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表 2 边支配集问题相关算法比较 

4 矩阵支配集问题 

给定 ×m矩阵M，M 中各元素的值为 0或 l，如果存在 
一 个由M 中部分非零元素构成的集合D，使得 M 中每个非 

零元素至少和D中某个元素在M 中属于同一列或同一行，就 

称 D为该矩阵的矩阵支配集。 

参数化矩阵支配集问题 是 FPT 问题，其具体定义如 

下 33]。 

参数化矩阵支配集 (Parameterized Matrix Dominating 

Set)问题：给定 nXm矩阵M 和正整数k，M 中各元素的值为 

0或 1，目标是求出 M 的一个不大于k的矩阵支配集。 

文献[29]给出的一个算法使得能够将参数化矩阵支配集 

问题规约为参数化边支配集问题。首先为矩阵 M构造一个 

新图G，具体方法为：分别将矩阵M 中每一行 i和每一列 用 

图G中的点 和J表示 ；若 M 一1，则在图G中添加边( ， )。 

求取图G的边支配集相当于求取 M 的矩阵支配集。因此，边 

支配集问题的参数算法也可用于求解参数化矩阵支配集问 

题。目前 边 支 配 集 问题 参 数 算 法 的 最 优 结 果 为 0 

(2．4181 )Is ，则参 数化矩 阵支 配集问题 同样 可以在 0 

(2．4181 )he间内解决。 

结束语 支配问题包括一系列重要的 NP—hard问题 ，在 

很多实际领域都有应用。本文主要对点支配集问题和边支配 

集问题进行介绍，并对相关算法进行分析。人们对点支配集 

问题的相关研究可大致分为 3类： 

(1)对点支配集问题的精确算法进行研究。无论算法如 

何改进，其时间复杂度中总有个 的指数，通常我们认为 是 

个很大的数，因此精确算法几乎无法在实际应用中执行。 

(2)对平面点支配集问题的参数算法进行研究。目前最 

优的算法时间复杂度为 O(2 azzk+k + 。)。 

(3)对一些特殊点支配集问题进行研究，例如独立点支配 

集问题、连通点支配集问题以及支配团问题。 

人们对边支配集问题所做研究也可分为 3类： 

(1)对边支配集问题的精确算法进行研究，这些算法同样 

很难被应用到实际中。 

(2)对边支配集问题的多项式时间近似算法进行研究，然 

而已知的相关近似算法的近似率并不理想。 

(3)对边支配集问题的参数算法进行研究，目前最优算法 

时间复杂度为 0(2．4181 )。当 k较小时，参数算法的时间复 

杂度在实际操作中是可接受的。因此，参数计算理论的产生 

推动了支配问题研究的发展，使之成为近阶段的热点研究问 

题。 

对于支配问题，依然还有很多方面有待人们进行进一步 

的研究： 

(1)树分解技术在平面点支配集问题参数算法的研究中 

常常被用到，通过降低图的树宽上界，有可能得到更好的算法 

· 】O · 

时间复杂度。 

(2)目前已知的加权边支配集问题的参数化定义仅对所 

求边支配集的权值作出限制。希望提出一个新的定义，对加 

权边支配集中所含边数作出限制，并寻求有效的参数算法，对 

满足条件的所有边支配集中权值最小的解进行求取。 

(3)最近参数理论中产生了固定参数可枚举这一新概 

念[。 。如果能够在时间复杂度 0(．厂(忌) ” ”)内枚举某个 

问题的前 个最优解，就称该问题为固定参数可枚举 (fixed- 

parameter enumeration)问题。目前对于加权边支配集问题还 

没有有效的枚举算法，希望通过设计一个有效的固定参数枚 

举算法，对前 个权值最小的志一边支配集进行枚举。 
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