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直觉模糊集上的混合单调包含度 

姚燕青 米据生 

(河北师范大学数学与信息科学学院 石家庄 050016) 

摘 要 包含度是不确定推理理论中度量两集合间的包含程度的一种有力工具。提出了直觉模糊集上的混合单调 包 

含度(简称 IFH包含度)的定义。构造 了一些具体的 IFH 包含度，证明了这些构造方法的合理性。讨论了一些特殊的 

IFH 包含度所满足的分配性质和传递性质。给 出了IFH包含度在知识模式匹配中的应用。丰富了包含度理论，同时 

为研 究直 觉模糊 集之 间的包含 程度提 供 了具体 方法。 
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Abstract In the theory of uncertainty reasoning，inclusion measure is an effective tool for measuring the degree to 

which one set iS contained in another set．W e introduced a new definition of inclusion measure：hybrid monotonic inclu— 

sion measure on intuitionistic fuzzy sets(IFH inclusion measure for short)．Based on which，several kinds of IFH inclu— 

sion measures were constructed，and the rationalities of which were proved．Then cetain distributivity and 7"-transitivity 

of some special IFH inclusion measures were investigated．And the use of IFH inclusion measures in pattern matching of 

knowledge was discussed．So this paper provided US with operational methods for measuring the degree to which an in— 

tul‘tl’onl‘stl‘c fuzzy set is contained in another intuitionistic fuzzy set as well as enriching the theory of inclusion measure． 
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1 引言 

包含度是不确定推理理论中的一种重要度量工具。它作 

为两集合之间的包含关系的一种推广，用来刻画一个集合包 

含于另一集合的程度。研究包含度的方法主要有两种：构造 

性方法l1 和公理化方法l2]。构造性方法主要研究在实际应用 

中如何构造具体的包含度来度量两集合之间的包含程度，而 

公理化方法则侧重于研究包含度的结构。许多学者给出了形 

式多样的公理化定义。其中文献[23给出的包含度定义最常 

用。文献E32给出了模糊集上的混合单调包含度的定义，然后 

给出了几种构造混合单调包含度的方法并研究了它们的基本 

性质。 

由 Atanassov提出的直觉模糊集作为 Zadeh模糊集的推 

广，是一种处理不完整、不精确信息的数学结构。它与模糊集 

的区别在于：模糊集只给出了每个元素属于某一集合的程度， 

而直觉模糊集不仅给出了每个元素属于某一集合的程度，还 

给出了不属于该集合的程度。现在 ，直觉模糊集 已引起许多 

学者的研究兴趣 ，且已被成功地应用于决策分析和模式识别， 

而模糊集中的许多概念也已被推广到直觉模糊集中，例如直 

觉模糊关系、直觉 L_模糊集、直觉模糊蕴涵、直觉模糊逻辑、 

直觉模糊集间的相似度等[4]。 

本文旨在给出一种度量直觉模糊集之间的包含程度的工 

具。首先给出直觉模糊集上的混合单调包含度的定义，接着 

给出几种构造混合单调包含度的方法，并讨论一些特殊的混 

合单调包含度的基本性质 ，最后给出这种包含度在知识模式 

识别中的应用。 

2 预备知识 

下面先回顾一些基本概念 ，接着给出直觉模糊集上的混 

合单调包含度的定义。 

定义 1_5 设 U是一个给定论域，A一{( ， (z)， 

(z))lxEU)，称A为 U上的一个直觉模糊集，其中 ,UA：U一 

[O，1]表示 A的隶属函数，Ⅵ：U一[O，1]表示 A的非隶属函 

数，且 V ∈U，都有 0≤ (z)4-VA(z)≤1成立，Vz∈U，都 

有 O≤ ( )+Ⅵ( )≤1成立。A的补集定义为～A一{(z， 

( )， (z))f ∈U}。U上的直觉模糊集全体记为 IF(U)。 

在不引起混淆的情况下，{(z，1，0)l EU}简记为 U，{(z，0， 

1)I ∈U)简记为 0。 

定义 2[5] 对于A，Bff jF(U)来说， 

(1)A B㈢ V ∈U，都有 (z)≤ (z)， (z)≥地 

(z)； 

(2)AUB一{<z， (z)V (z)． (z)̂  (z))j ∈ 
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U)； 

(3)AnB一{( ，pA( )A B( )，VA(z)V地(z))I zE 

U}。 

定义 3l3 二元函数 丁：[O，1] 一[o，1]称为三角模，如果 

它是单调增加的、结合的、交换的且满足 T(a，1)一a，VaE 

[O，1]。 

定义4[3] 设 丁是下半连续的三角模，定义二元算子 ： 

[O，1] 一[O，1]如下： 

(口，6)=sup(c{T(a，f)≤6}，V口，bE[0，1]，称 为基 

于丁的剩余蕴涵算子。 

注 1I3 蕴涵算子是指函数 I：[0，1]。一[0，1]，其 中 I 

满足 I(1，0)一0，I(0，1)：I(1，1)一 I(0，O)一1。蕴涵算 

子 I是左单调的(右单调的)的充要条件是 VnE Eo，1]，I 

(·，a)是单调递减的(I( ，·)是单调递增的)。若 I既是 

左单调的又是右单调的，则称 I是混合单调的。若 Vz，yE 

[O，1]，有 z≤ I(-z， )一1，则称 I满足 CP律。 

定义5[ 设(L，≤)是偏序集，Lo L，如果对任意 a， 

∈L口，有数 D(fl／a)对应，且满足： 

(1)O~D(fl／a)≤1； 

(2) ≤ 时，D( a)一1； 

(3)口≤ ≤y时，D(a／y)≤D( y)， 

称 D为Lo上的包含度。 

下面给出直觉模糊集上的混合单调包含度的定义。 

定义6 映射J：IF(U)×JF(L，)一[o，1]称为直觉模糊集 

上的混合单调包含度，简称为 IFH包含度，若 满足以下性 

质：VA，B，C∈IF(U)， 

(】)A Be,I(A，B)一1； 

(2)A B时，I(B，C)≤J(A，C)，I(C，A)≤I(C，B)。 

3 删 包含度的构造 

在下面的讨论中，约定 U是非空有限论域，且 U一{z ， 

372，⋯，z }，厂：[o，1] 一[o，1]是单调递增二元函数，且(1，1) 

是 f(x， )一1的唯一解 ， >O(1≤ ≤ )，且∑ 一1。 

定理 1 设 I是满足混合单调性和 CP律的蕴涵算子，分 

别定义映射 I1，J ，L，J ：IF(U)×JF(U)一[O，1]如下 ： 

厶(A，B)=善丸，(I( (zz)， B( t))，I(vB(-z )，IJA 
(z )))， 

(A，B)一 八f(I(／2A(35" )，舳 (z ))，I(垤(z )，VA 
t  U 

(z )))， 

厶 (A，B)一善A ／(I( ( )，tUB(oT ))，I(1一m(嚣)，1 
～  

(五 )))， 

2 (A，B)一 A厂(I( (z )， B(z ))，I(1一VA(Xi)，1 
． t u 

～地 (五 )))， 

则 I ，J ，L和L 都是 IFH包含度。 

证明：(1)若 A B，则 Vz ∈U，有 ,aA(五)≤ B(五)， 

(五)≥如(x1)，故由 I满足 CP律知，I(／IA(z )，加 (-z ))一1， 

I( (xi)， (五))一1，所以 I】(A，B)一∑A 厂(1，1)一1。 

反之，若 (A，B)一1，则 V五 E U，-厂(I( (五)， 

(z ))，I( ( )， (z )))一1，所以 I( ( )，,UB(-z ))一1， 
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I( (五)，YA(97i))一1，所以 V五∈U，,ua(五)≤加 (五)，YB 

(五)≤ (五)，即 A 三B。 

(2)若 A B，则由I满足混合单调性知， 

I( (z )，／LC(z ))≤ I( (z )， (z ))， 

I(VC(五)，YB(z ))≤ I(UC( )， ( ))， 

I( ( )，,UA( ))≤ I(pC(z )， B(z ))， 

I( (五)， (矗))≤ I(地(xi)，pc(xi))， 

所以由_厂是单调递增函数知，̂ (B，C)≤厶(A，C)，厶(C，A)≤ 

I1(C，B)。 

综上可得 是 IFH包含度。 

类似可证 I ，Iz和 J。 都是 IFH包含度。 

引理 1 设 n，b，c是任意实数，则l口V 6—6V cl≤ ln—cI， 

IaA6——6̂ cl≤ ln——cI。 

注 2 此引理可以看成文献I-3]所引的引理 3．1的推广。 

定理 2 定义映射 I3：IF(U)× ’(【厂)一[O，1]如下： 

Ia(A，B)= 

(五)+卜 甥(墨)] 

(五)V (茹)+1～ (五)A增( )]’ 

当A—B一0时 

其它 

则 I3是 IFH包含度。 

证明：(1)若A B，则易知J。(A，B)一1；反之，若 L(A， 

B)一1，则 
，
[ B( )+I--vB( )] ∑[ (Xi)V,uB(z )+ 

z
，
c u  z

．

t u 

1一 (x1)̂ 临(五)]，所以V ∈U，g．B(xi)+1一地(五)=肌 

(z )V (五)+1一 ( )A (z )，从而 (五)≤ (五)， 

(X1)≥ ( )，即 A B。 

(2)A B时，易得 (A，C)≥I3(B，C)。下证 I3(C，A) 

≤ 13(C，B)： 

由引理 1知 ， 

,u．c(xi)V (z )-pc(z )V (x1)≤ (矗)一 (嚣)， 

比(Xi)̂  (五)一比( )̂ 垤(z )≤ (．z )一地(嚣)， 

所 以 

暑 (xi)+卜 (z )]． (丑)V／ZB(Xi)-J-1一 

(五)A v~(xt)]一 [ (五)+1-地(蕾)]。暑 2： U U 
[ ( ，)v,UA( )+1一 (Iz )A (z )] 

≤ 暑，[ (五)+1一 (嚣)]。暑{ (五)V (五)+ 
1-uc(x )̂ I／A(z )]+[ B(zf)一 (z )+ ( f) 

一蛔(五)]}一 {[ ( )+1一I／A(五)]+[ B 
z

．

∈U ’ 。 

( )一 (五)+ ( )～YB(五)]}· 『[ (五) 
- t u 

V (xi)+l一 ( )A (z )] 
一  [Za(xz)+1一 (z )]· [ (zz)一 (五) 

+ (z )一!JB(z )]一 ∑ EZB( )一 (五)+W．4 

(五)一 (五)]·荟，[ (五)V (五)+l一 
i 

(五)A (五)] 
一  [ (五)一 (五)+啦(五)一地(五)]· 

{[ (五)-pc(五)V (五)]十[ (五)A v̂(五)一 

YA(Xi)]} 

≤O 

所以 I3(C，A)≤J3(C，B)。得证。 



 

注 3 上述定理为我们提供了另一种形式简单的 IFH包 

含度。若把模糊集看成一种特殊的直觉模糊集 ，也就是说， 

VAEF(【，)，VzEU，令 ,uA(z)一A(z)，1．JA(Lz)一1一A(z)，贝0 

当此定理中的A和B都是模糊集时， 就退化为文献[3]中 

构造的一种包含度。 

引理 2 设 T是三角模 ，若 T(a，6)一1，则 a和b中至少 

有一个为 1。 

证明：用反证法。若 n和b均小于 1，则 T(a，6)≤T(a，1) 

^T(1，6)一口^6<1，与 T(a，6)一1矛盾。证毕。 

定理 3 设 I是 IFH包含度，T是三角模，则下列函数也 

都是 IFH包含度 ： 

(1)14(A，B)一 丁( (A，B)，j(～B，～A))； 

(2)f5(A，B)一J(～B，～A)； 

(3)I6(A，B)一fl(J(A，B))，其中_厂l：[o，1]一[o，1]是单 

调递增函数 ，且 -z一1是 fl(z)一1的唯一解。 

证明：由IFH包含度的定义直接可证。 

定理 4 设 和 j 都是 IFH包含度 ，则下列函数也都是 

IFH包含度： 

(1)I (A，B)一丁(I (A，B)， (A，B))； 

(2)I8(A，B)一 厂(I (A，B)，，(A，B))。 

证明：由IFH包含度的定义直接可证。 

4 几类特殊的 IFH包含度的基本性质 

定理 5 设 I是 丁的剩余蕴涵算子，分别定义映射 J。： 

IF(U)×IF(U)— [O，1]，J1。：JF(U)×IF(U)— [O，1]如下： 

(A，B)一 厂(I( (z )， (五))，I( (五)， 
l= j 

(z )))， 

1o(A，B)一 △， f(I( (Xi)， B(Xi))，I( ( )， 
z · C u  

(z )))， 

则 ( 一9，10)满足下列性质 ： 

(1)厶(A，B)≤Ik(AnC，BnC)； 

(2) (A，B)≤Ik(AUC，BUC)； 

(3)记 T(A，B)一{<z，T(,ua(z )， B(z ))，T( (z)，地 

(z)))1．72EU)，则 (A，B)≤Ik(T(A，C)，T(B，C))； 

(4) (A，nB，)≤ ^Î(A，B，)； 
i∈ J i i 

(5)Ik(UA，，B)≤ ^I女(A，，B)； 
'∈i J∈J 

(6)Vj (A，B，)≤ (A，UB，)； 
， i ， i 

(7)Vj (Aj，B)≤ (nA，，B)。 

证明：(1)由文献F61知 ，Vz EU，有 I(M (．z )，u (z )) 

≤ I( (xi)̂  (Jc1)， (x1)̂  (x1))，I(地(ECi)， (xi)) 

≤ I( (z )V ( )，队(xi)V (z ))， 

所以由 _厂是单调递增函数及 >O即证 。 

(2)与(1)类似可证。 

(3)由文献[7]知， 

I( (五)， (五))≤I(T( (五)，,uc(薯))，T( (五)  ̂

(z )))， 

I(地(z )，IJA(z ))≤ I(丁( ( )， (z ))，T( (xi)， 

(z )))， 

所以由 _厂是单调递增函数及 A >0可得 (A，B)≤Ik(T(A， 

C)，T(B，C))。 

(4)由文献[7]知，I满足混合单调性，所以由_厂是单调 

递增函数及 >O即证 。 

性质(5)一(7)的证略。 

引理 3[6] 设 工是基于三角模 T的剩余蕴涵算子，则 

sup—T(工(n，6)，I(6，f))≤ I(n，c)，Va，f∈[O，1] 
6 E0，1j 

定理 6 设 I是基于三角模 的剩余蕴涵算子，，，P(n， 

6)=ab，定义映射 J⋯ (U)×JF(u)一[O，1]如下： 

I11(A，B)一 ^ I( (z )，,uB(z ))· I( (z )， 
xiEU 

(z ))， 

则 是 一传递的。 

证明：因为 

(J1】(A，C)，jll(C，B))一j1l(A，C)·Ill(C，B)≤  ̂
xiEU 

(rrP(I( (Xi)， (z ))·I( (z )， (z )))·丁P 

(I( ( ，)， (xi))，I(比(z )， ( )))]≤ ^ [I 
xiE U 

( (z )， B(-z ))·I( ( )， (z ))]一工1l(A， 

B)． 

所以 I 是 丁P一传递的。 

4 IFIt包含度在知识匹配中的应用 

在智能系统的推理过程中，经常需要将两个知识模式(如 

两个模糊断言、两个谓词公式、两个框架片断或两个语义网络 

片断)进行比较和藕合 ，即检查这两个知识模式是否完全一 

致。如果两者完全一致，或者虽不完全一致，但两者问的相似 

程度落在限定的阀值内，则称这两个知识模式是匹配的，否则 

称为不匹配 。在模糊逻辑中常用模糊集间的相似度来度量 

两个知识模式之间的相似程度。而直觉模糊集能更全面地反 

映事物的模糊程度，为此，文献[9]研究了直觉模糊集间的相 

似度。 

此部分将利用本文给出的 IFH包含度来构造文献[9]给 

出的直觉模糊集间的相似度，从而为研究知识模式之间的匹 

配问题提供新的工具。 

定义 7E9] 映射 S：IF(U)×IF(U)一[O，1]称为直觉模 

糊集问的相似度，若 S满足以下性质： 

(1)A—B S(A，B)一 1； 

(2)S(A，B)一S(B，A)； 

(3)A B ( S(A，C)≤ S(A，B)̂ S(B，C)。 

定理 7 设 T是三角模，I是 IFH包含度，分别定义映射 

S1：IF(U)× (∽ 一[0，1]，S2：IF(U)×IF(U)一[O，1]为： 

S1(A，B)一T(I(A，B)，I(B，A))，S2(A，B)一J(AUB，An 

B)，则 S 和 Sz均是直觉模糊集间的相似度。 

证明：由定义 6和定义 7即证。 

利用上述定理中的相似度不仅可以有效地度量由直觉模 

糊集所刻画的两个知识模式之间的相似程度，而且还可以弥 

补文献FlO]给出的直觉模糊集间的相似度的缺陷。 

例[” 设论域 L，一{zl，z2，⋯，z }，A一{(z ，0，O>l z E 

U}，B一{<z ，0．2，0．8>l-z EU)，C一{<五，0．4，0．6)l z EU}， 

D一{<蕾，0．5，0．5)l z EU}。试分别计算 A和 B，c，D这 3 

个直觉模糊集之间的相似度。 

不妨把上面的 4个直觉模糊集理解为 4个知识模式的 

个特征的数值描述。若按照文献[1o3给出的直觉模糊集间的 

(下转第 274页) 
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DDR512MB内存及 NVIDIA GeForce 7300 LE(256MB)显卡 

的PC机上进行的，当场景漫游系统 中动态粒子数达到 900 

时，场景漫游系统能够以 40 fps的速度进行漫游。同时显示 

器的垂直刷新率为 60Hz，可以保证渲染图像显示跟屏幕更新 

保持同步。沉淀现象的效果如图4所示。 

■■■ 
图4 不同帧数下粒子运动沉淀效果 

结束语 本文基于粒子系统方法，构建了沉淀现象的数 

学模型，详细描述了沉淀现象的实现过程，并讨论了沉淀现象 

实现过程中的实时性优化方法 和真实感增强技术。基于 

OpenGL技术对沉淀现象的模拟进行设计，并在化学实验仿 

真项目中得到了实现。该方法在数学方法和绘制方法上都力 

求简化，以最简单的数学模型完成模拟任务，这样不仅使系统 

结构易于理解，而且提高了运行速度，具有一定的通用性，扩 

大了系统应用范围，只要对粒子速度模型中的随机参数稍作 

修改，该系统即可应用于其它现象的模拟，增强了系统的可移 

植性 。 
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相 似 度 公 式 (A， B) 

出!墨 二地 墨 l±I 墨 二塑(墨 
2 

relational databases based on semantic inclusion degree[J]．In一 

1 卫 formation Processing Letters，1999，72：25—29 

i一

=1 [2] 张文修，梁怡，徐萍．基于包含度的不确定推理[M]．北京：清华 

，经计算得 (A，B) 

一 (A，C)一 (A，D) 0．5。而按照我们的直观理解，A和 

B的相似程度应最小，A和D 的相似程度应最大。因而文献 

[10]给出的相似度公式在这个例子中失效。 

下面利用本文给出的 IFH包含度 J。和直觉模糊集之问 

的相似度公式 S ，并取 T(a，6)一“̂ 6，经计算得 S (A，B)一 
1 A 9 

÷，sl(A，c)一号，S】(A，D)一÷。 
J f 0 

可见，这个结论更客观地反映了两个直觉模糊集之间的 

相似程度。 

上述例子只是从一个侧面反映了本文构造的 IFH包含 

度的应用价值。我们相信本文提出的 IFH包含度理论对其 

它不确定推理分支也很有意义。 

结束语 本文在已有的包含度理论的基础上定义了直觉 

模糊集上的混合单调包含度(即 IFH包含度)。构造了几种 

具体的 IFH包含度。证 明了某些 由剩余蕴涵算子生成的 

IFH包含度满足一定的分配性质和传递性。IFH包含度在 

知识模式匹配中的应用为度量直觉模糊集问的包含程度提供 

了具体的方法，同时丰富了包含度理论和直觉模糊集理论。 
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