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基于动态分数阶和 Alpha稳定分布的粒子群优化算法 

吕太之 李 卓 
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(加州大学默塞德分校工程学院 加州I默塞德 95340)。 

摘 要 针对传统粒子群优化算法(PSO)收敛速度慢及容易陷入局部极小化的问题，提 出了一种改进的粒子群优化 

算法。新算法结合分数阶微分具有的记忆特性 ，使得粒子的更新融入 了轨迹信息，提高了算法的收敛速度。使用 Al— 

pha稳定分布代替均匀分布使得粒子在一定概率条件下可以逃逸局部极小点，提 高了粒子的全局搜索能力。仿真结 

果表明，算法不仅在单模态函数下具有更快的收敛速度和更有效的全局搜索能力，在复杂的具有欺骗性的多模态函数 

下也取得较理想的实验结果，证实了动态分数阶和 Alpha稳定分布可以有效地提高粒子群优化算法的性能。 
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Novel Particle Swarm Optimization Algorithm Based on Fractional Calculus and Alpha-stable Distribution 
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Abstract For the traditional particle swarm optimization(PSO)algorithm converges slowly and it is easy tO fall into lo— 

cal minimum point，an improved PSO algorithm was proposed．The new algorithm combines memory character of frac— 

tional differential。reflects the historical information of particles’movement and therefore improves the optimization 

process．Using Alpha-stable distribution instead of uniform distribution tO generate random value can make the particle 

to escape from local minima in a certain probability and therefore there is more effective global search capability in new 

algorithm．Simulation results show that there is not only faster convergence speed and more effective global search capa— 

bility under the single function in new algorithm，but also more satisfactory results under a complex and  deceptive func— 

tion．It iS confirm ed that the Alpha-stable distribution and fractional calculus can improve the performance of the PSO 

algorithm． 
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1995年 Kennedy和 Eberbar提出了一种基于模拟鸟群 

和鱼群社会行为的搜索算法——粒子群优化算法(Particle 

Swarm Optimization PSO)_】]。由于 PSO算法简单 ，容易实 

现，具有很强的通用性，因此其应用领域非常广泛，涵盖了生 

物医学、金融、工程设计、电子、自动控制、机器人、信号处理、 

图像处理等多个领域_2。]。PSO算法在寻优过程中受粒子的 

个体最优和全局最优位置影响，存在着早熟收敛和收敛较慢 

的问题 。为了避免算法早熟收敛，有的研究者提出了融合模 

拟退火算法l_4]以及遗传算法“变异”操作_5]来增强全局搜索性 

能。文献[6]提出了基于扩散机制的杂交 PSO算法 ，以有效 

改善粒子群优化算法 的收敛速度。显然 这些算法提高 了 

PSO算法的全局寻优能力，但是很难在提高搜索速度和提高 

全局搜索能力之间达到平衡。文献[7]首次提出将分数阶融 

入到 PSO算法中，使得粒子在更新过程中融人 了轨迹信息 ， 

提高了算法的收敛速度。为了提高 PSO算法的收敛速度和 

全局搜索能力，本文提出了基于动态分数阶和 Alpha稳定分 

布的粒子群优化(Dynamic fractional calculus and alpha-stable 

distribution，DFC ASD，PSO)算法。新算法在文献[7]方法 

上加以改进，将固定分数阶的阶数改成根据粒子状态和最优 

粒子轨迹信息动态调整的阶数，同时引入 Alpha稳定分布产 

生的随机数代替均匀分布的随机数，使得粒子具备逃逸局部 

极小值的能力，提高了算法的全局搜索能力。为了验证算法 

的有效性 ，引人了 l2个经典函数问题(包括简单和复杂函数、 

单模态和多模态函数)进行数值分析，并与基本 PSO、文献 

[5]、文献[7]算法进行对比分析，结果显示改进算法收敛速度 

更快，搜索结果更有效。本文选择的测试函数与文献[8]中3 

个单模态函数和 4个多模态函数相同。在该文献中，作者将 

文中提出的APSO方法和其他 7个 PSO算法(GPSO，LPSO， 
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VPSO，FIPS，HPS()_TVC，DMS-PSO，CLPSO)进行了对 比。 

本文提出的算法与 APSO方法相比，测试结果各有优劣 ，但 

对比其他 7种 PSO算法还是有很大的改进。 

1 标准粒子群优化算法 

考虑 ～维全局优化问题 rain{厂( )；xEnc )，PSO算 

法使用一组集合 S={X ，X2，X3，⋯，Xw}来求解该问题。这 

组集合称为种群(swarm)，集合 中每一个元素称为粒子(par— 

ticle)，集合的长度M称为种群的规模(size)。种群中每个粒 

子根据 自己已经到达过的最优位置和整个种群到达过的最优 

位置来改变自己的位置和速度。经过若干次迭代，这些粒子 

按照一定的速度来寻找全局最优解。粒子群在 t时刻的状态 

描述如下 ： 

粒子群：S一{X—X X一 ⋯，x，，M} 

第 i个粒子的位置：五． 一{Xt ，Xt-f2，Xt ，⋯， } 

第 i个粒子的速度：V，， 一{ m， ， ，⋯， ， ) 

第 i个粒子的个体最优位置： 

pBest,。 ={Xtm，Xt， 2，Xt∞，⋯，Xt． } 

全局最优位置：gBest 一{XtIl' 2， 3，⋯， } 

+1时刻粒子的位置和速度通过式(1)和式(2)来更新 ： 

+l' 一 wXvt +C1 Xrand()X(pBestt， 一 ， )+ 

惯性部分( 眦懈荆 ) 认知部分(G Ⅲ“ Component) 

C2×rand()×(gBest 一X． ) (1) 
、 ’—。 —’’’。 。。。。。。。。。‘。。。。。。。。。’ ‘。。。。‘。。‘‘‘ ‘‘。 ——————————’一  

社会部分(＆ lⅡf Cornpon~t) 

X —X． + +1_ (2) 

惯性部分为粒子先前行为的惯性，其中 W为惯性权重。 

认知部分表示粒子本身的思考，社会部分表示粒子间的信息 

共享与相互合作。C-，C2为加速常数，rand()为基于[O，1]均 

匀分布的随机函数。 

2 分数阶微分和Alpha稳定分布 

2．1 分数阶微分 

分数阶微积分的定义有多种，Griinwald-LetnikovE。 是应 

用最为广泛的一种，其定义如下。 

n 古× 皇 c ×(：) ㈣ 

(。k)一 P(k 1 告k丽1 (4) ＼， +)×r(a一+) 
其中，a 表示函数 f(￡)的 a阶微积分， 为负是分数阶积 

分，为正则是分数阶微分。如果时间 t是离散的，其近似实现 

如下： 

n 一  1 点r(一 X(：)×厂(t--kX T) (5) 
其中，T是采样区间，r是截断次数。 

2．2 Alpha稳定分布 

Alpha稳定分布又称分形分布，其分布通过尺度因子、特 

性指数、移位参数和偏度参数来表示，其概率密度函数可以用 

特征函数的连续傅立叶变换来定义 ]。 

1 节 

厂(1z； ，卢， ， )一 X j xpEitt~一[at} (1一 sgn(￡)) 

蜘 e dt (6) 

其中，sng(t)是 t的符号，中表示为 

一

i一(2／7c)1。g 一1 

3 D ℃&ASD PSO算法 

3．1 基于 Alpha稳定分布的随机函数 

DFC&ASD PSO算法使用 Alpha稳定分布代替式(1)中 

的随机函数。新算法采用文献[11，12]中的方法来生成随机 

数。随机数生成流程如下： 

首先生成两个独立 的随机变量 V和 w。 是一个在 

[一詈，詈]区间上均匀分布的变量，W是一个均值为1的指 

数分布变量。 

然后根据 和 生成服从S(口，口，1，0)的随机变量 X。 

I ， 

X一{2 
l 丁c 

I 

× 
‘ (cos(V))言 

≠ 1 

[(号+ tan( ) 

)
-

X(c~s(V--a

w

(V+B 

(8) 

， 和B 定义如下： 

，
口=[1+fftan。( )]杰 (9) 

arctan(fltan( )) 
Bn 一——————L  (10) 

最后根据随机变量 X生成服从 S(a，卢，d， )的随机变量y。 

{dx+ ， a=／：l 

y一 
． 2 ． ． (11) l x+{ 1o + ， a= l 

本文采用 一1．5的 L6vy分布，这种分布介于高斯分布 

a一2．0和柯西分布 a一1．0之间。该分布可不同于标准算法 

中 [0，1]的均匀分布，基于该分布的随机函数在一定的概率 

条件 下可以获得较大的值，从而使得粒子有机会逃逸局部极 

小点 ，扩大其搜索范围。 

3．2 基于动态分数阶的速度计算 

DFC&ASD PSO算法使用分数阶微分来更新粒子速度。 

新算法中惯性权重设置为 1，随机函数采用 3．1节的方法，式 

(1)可以改写为下面的形式。 

+l， 一V=f， 一C1 X stbrand()X (pBest 一 X． )+Cz× 

stbrand()X(gBest 一X ) (12) 

左边的 +lj 一 ， 是一阶差分 ，由于在 PSO算法中，粒 

子飞行是离散时间的，其最小间隔 T一1，其差分形式如下： 

0 一C1 X stbrand()X(pBest 一 X，． )+C2×stbrand() 

X(gBestt— ． ) (13) 

根据式(4)和伽玛函数递推公式，差分公式前 5项的近似 

表达式整理如下。 

Vt+l,i=a× ， +专Xa× —1． +吉XaX(1一口)× 吨 + 

云×口X(1--a)×(2一a)xv,_3l + 1 XaX(1 
--

a)×(2～口)×(3一口)× 4． +C1 X stbrand() 

X(pBest,， 一X ．f)+ C2×stbrand()X(gBest 一 

X，f) (14) 

为了使粒子具有扩展搜索空间的能力，阶数 a根据粒子 
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的状态和最优粒子的轨迹信息动态调整。阶数 a的初始值为 

0．5，上下限为[0．4，0．83，每隔 2O步迭代调整一次 a，调整过 

程如下： 

1)计算每个粒子与其他粒子间距离的总和。 

， M r —————————一  

di--M~1
，： +  备(Xi,k-- ) (15) 

2)参照式(15)计算 最优粒子和各个粒子距离的总和 

d 

3)根据粒子最优轨迹信息确定口值。如果粒子最优位置 

2o步没有发生变化， 值加0．1；否则卢值为0。 

4)计算分数阶微分的阶数。 

+J9 (16) 

5)根据上下限调整阶数。 

3．3 算法详细流程 

DFC&ASD PSO算法的实现步骤如下： 

1)初始化 

完成各类参数的设定。设定粒子群规模 M 和最大迭代 

次数、搜索空间的上下限、学习因子 C 和 C2；随机生成 M 个 

初始粒子和初始速度；个体最优位置为当前粒子的位置；全局 

最优就是个体最优中最好的。 

2)粒子的评价 

计算每个粒子的适应度值。若该值优于当前粒子个体最 

优值，将该值设置为新的个体最优值 。根据各个粒子的个体 

最优值找出全局最优值。 

3)速度更新 

使用 3．1节的方法生成随机数，利用 3．2节介绍的方法 

更新粒子的速度。 

4)粒子更新 

根据式(2)更新粒子当前的位置。如果粒子的位置超出 

了搜索空间，将其设置为搜索空间的边界值。 

5)检验是否符合结束条件 

判断是否达到终止条件，若达到，则记录全局最优值及粒 

子位置；否则转向步骤 2)。 

4 实验仿真 

为了验证改进算法的性能，本文选择了 PSO及其改进算 

法[5 ]进行对比试验，引入了 PSO和遗传算法中经常使用的 

12个函数问题[13,14 进行数值分析。对于基本 PSO和文献 

[5，7]的算法，惯性权重在[0．4，0．95]之间随代数线性递减， 

DFC&ASD PSO算法惯性权重设置为 1，分数阶微分的阶数 

在[0．4，0．8]之间动态变化。所有算法中加速常数C 一2，C2 

—2。实验函数的种群规模设置为 20，每次运行迭代 6000 

次。函数评价次数为 1．2×10 ，搜索中如果全局最优值每相 

隔 100次迭代后变化小于 1e一160则停止搜索。每个函数独 

立搜索运行 3O次。 

表 1给出了6个单模态函数，该类函数都是连续的，在区 

间上呈现凸状。Sphere函数是一个简单的平方函数 ，只有一 

个极小点 f(O，0，O)一0。Axis parallel hyper-ellipsoid，Tablet 

和 Schwefel 1．2函数是 Sphere函数的变形 ，增加了各维函数 

之间的相互作 用。Rosenbrock虽然只有一个 全局极小点 

，(1，1)一O，但它却是病态的，在极值周围梯度极小，难以求得 

全局极小值。 

表 2给出了 6个典型的非线性多模态函数 ，7一^z，大量 

的局部极小点被认为是遗传算法很难处理的复杂多模态问 

题 。 

表 1 ，l一，6单模态函数 

测试函数 维度 搜索空间 全局最优 函数名称 

表 2 --flz多模态函数 

图 1和图 2显示了单模态 Quadric和多模态 Ackley函数 

全局最优值收敛曲线。DFC&ASD PSO算法能够始终保持 

较快的收敛速度，持续有效地搜索全局最优点。从图 3中可 

以看出DFC&ASD的收敛速度要远远快于其他函数 ，搜索终 

止于第 1462次迭代，平均次数为 1584。PSO算法的平均迭 

代次数为5671，文献E5]算法的迭代次数为 1946，文献1-7]为 

3899次。对于大部分多模态函数，DFC&ASD的实际执行次 
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数少于 6000次 ，如 Rastrigin函数的 1622次，Michalewicz的 

3201次。 

表 3显示 6个单模态函数的对比实验结果。从算法的均 

值和方差可以看出，DFC&ASD PSO算法要优于其他 3种算 

法。对于复杂单模态的Rosenbrock函数，它是一个经典复杂 

优化问题 ，它的全局最优点位于一个平滑、狭长的抛物线山谷 

里面，因此找到全局最优点的机会微乎其微。虽然算 法在 



Rosenbrock函数找到 的最优结果是 7．5054e一8，相 比标准 

PSO算法的4．1936、文献Es]的0．0124、文献E7l的0．9478要 

好得多，也有 1O％的概率找到 1e一5以下的最优值，但是该 

函数由于很难辨别方向，难以像其他单模函数那样找到更接 

近于0的值。对比文献[8]的 3个单模态测试函数，Rosen— 

brock函数和 Quadric函数优于 APSO算法，Sphere函数不如 

APSO算法。DFC&ASD PSO的搜索结果远优于其他 7种算 

法。 

童 

墓 
署 

奢 

嚣 
署 

图 1 3O维 Quadric函数收敛 图 2 3O维 Ackley函数收敛 

曲线 曲线 

表 4显示 6个多模态函数的对比实验结果。从算法的均 

值和方差可以看出，DFC＆ASD PSO算法要优于其他 3种算 

法。对于 3O维的Griewank函数，DFC&ASD PSO算法有 11 

次(35 )找到全局最优值0，文献[7]的方法有 6次(12 )找 

到全局最优值0，基本PSO有 4次，文献Es]算法没有找到全 

局最优值 ，可以看出其全局搜索能力显著优于 PSO及其它改 

进算法，能够有效逃出全局最小点。DFC＆ASD PSO算法虽 

然加快了收敛速度但同时也提高了陷入局部极小点的可能 

性。动态调整阶数和使用 Alpha稳定分布，不仅使得算法有 

一 定概率逃逸局部极小点 ，也提高了算法的收敛速度。从图 

2和表4可以看出DFC＆ASD PSO算法比文献E7]的算法有 

更快的收敛速度和更好的搜索效果。对比文献Es]中的4个 

多模态 函数，在 Sehwefel函数下两个算法基本一致，对于 

Griewank函数，DFC&ASD PSO优于 算法，Ackley算 

法略低于 APSO算法，Rastfigin算法 APSO的搜索结果均值是 

5．8X10 ，差距较大。除了 CLP~)算法，在 Rastrigin函数下 

的测试结果表明，DFC&ASDPSO均优于其他 8种 PSO算法。 

表 3 DFC&ASD PSO和其他 PSO算法在单模态函数下的实验对比 

结束语 在标准粒子群优化算法的基础上，DFC&ASD 

PSO算法使用动态分数阶和 Alpha稳定分布计算粒子速度 ， 

将分数阶融人到 PSO算法中，充分利用了粒子群在寻优过程 

中的历史信息。动态的惯性权重有利于种群搜索，同样动态 

分数阶的阶数也有利于提高种群搜索能力。使用 Alpha稳定 

分布代替标准算法中的均匀分布产生随机数，使得粒子具备 

逃逸局部最小值的能力。实验证明，算法在大部分函数中收 

敛速度都很快，获得了较好的理想的结果。但是对于部分函 

数问题仍然存在不能逃出局部极小值点的问题，同时该算法 

仅仅提高了个体粒子的搜索性能，没有充分利用种群间的相 

互信息。所以，进一步工作主要体现在以下几个方面： 

(1)研究种群间的相互信息，提高算法全局搜索能力。 

(2)根据算法所在的不同的搜索阶段，动态调整 Alpha稳 

定分布的参数。 

(3)在粒子陷入局部极小点的时候，是否有更有效的方式 

逃逸。 
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搜索长路径，由于两方搜索是交替进行的，如果一方搜索结 

束，另一方搜索则很可能已经找到最短路的从起点开始(或到 

终点)的子路。因此，BiBFS对于长路径查询有高正确率。 

3．结果分析 

实验结果表明，对于大规模图中的长路径查询 ，双向优先 

搜索有较高的运行效率和正确率。在路网中，一般来说 ，起始 

点和终止点的地理位置越远 ，其最短路径越可能是长路径。 

启动查询时，可先检查起止点的地理位置，若相距较远，则可 

采用双向广度优先搜索；反之，则采用单向广度优先搜索。 

结束语 最短路径查询是图研究中的一个经典问题。目 

前大部分研究假设图中每条边只有一种权值。然而，有些应 

用需要考虑图中每条边有多种权值。多权值路网中，最短路 

的子路不一定也是最短路，使得单权值路网中的大部分求解 

最短路算法不适用。本文提出了一种双向广度优先搜索方法 

及剪枝策略，用以求解多权值路网中的最短路径近似解。实 

验表明，该算法适用于长路径搜索。与单向广度优先搜索相 

比，该算法有更快的运行效率；与基于 Dijkstra算法的贪心算 

法相比，该算法有更高的准确率。在路网中查询最短路径时， 

若起始点和终止点的地理位置相距较远，则适合采用双向广 

度优先搜索求解。 
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