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摘　要　虚拟网映射是实现网络虚拟化的关键环节,其任务是在满足虚拟网构建约束的前提下,把虚拟网的虚拟节点

和虚拟链路分别映射到底层物理网的节点和路径上.文中根据虚拟节点映射是否已知、物理网是否支持路径分割、物

理节点是否支持重复映射等特征,对虚拟网映射问题进行分类,并针对一般网络拓扑模型和某些特殊网络拓扑模型完

成各类虚拟网映射可行问题和优化问题的计算复杂性分析.
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１　概述

网络虚拟化是下一代互联网、移动通信网、云计算、软件

定义网络和网络功能虚拟化的重要技术,该技术通过抽象、分
配和隔离机制,在底层物理网上构建多个独立且可以是异构

的虚拟网,从而为用户提供多样的网络服务[１Ｇ５].虚拟网映

射[６]是网络虚拟化的基础,它负责在底层物理网为虚拟网分

配资源,且在分配资源时必须满足相应的约束条件.虚拟网

映射问题是一个优化问题,其主要优化目标[６Ｇ９]是最大化物理

网提供商的长期收益.
根据虚拟网构建请求是动态到达还是预先已知,可将虚

拟网映射问题分为离线虚拟网映射问题[７]和在线虚拟网映射

问题.在离线虚拟网映射问题中,其优化目标是最大化物理

网提供商的收益.而在在线虚拟网映射问题中,当单个虚拟

网构建请求到达后,必须在后续虚拟网构建请求未知的情况

下,确定是否接受该请求,若接受则给出映射方案并完成映

射.为提高物理网提供商的长期收益,在单个虚拟网构建的

收益确定的前提下,单个虚拟网映射的优化目标一般设置为

成本最小[６Ｇ８,１０Ｇ１２],如物理网资源消耗量最小、物理网负载均

衡等.本文将以成本最小为优化目标的单个虚拟网映射问题

称为单个虚拟网映射优化问题.
虚拟网映射问题极其复杂,除了根据虚拟网构建请求是

否预先已知,来对虚拟网映射问题进行分类外,还可根据虚拟

节点映射是否已知、底层物理网是否支持路径分割[６]和物理

节点是否支持重复映射[１１Ｇ１２]等特征,将虚拟网映射问题分成

６类(因为当虚拟节点映射已知时,不存在物理节点是否支持

重复映射的问题).
虚拟网映射问题的求解极具挑战性,关于各类虚拟网映

射问题的计算复杂性的研究较少[７]且不完整,下面从４个方

面总结已有研究.

１)关于单个虚拟网映射优化问题的结论.①文献[１３]基
于多路分割问题是 NP难问题,得出虚拟节点映射未知、底层

物理网不支持路径分割和物理节点不可重复映射的单个虚拟

网映射优化问题是 NP难问题的结论[１,７].②若底层物理网

不支持路径分割,则不管虚拟节点映射是否已知,单个虚拟网

映射优化问题仍是 NP难问题[１４],而且是不可近似的 NP难



问题[１５].③若底层物理网支持路径分割且虚拟节点映射已

知,则单个虚拟网映射优化问题是 P问题(多项式时间可解

问题)[１４Ｇ１５],因为单个虚拟网映射优化问题可归约为相应的

多商品流问题,而多商品流问题是 P问题,可用线性规划来

求解.由此可知,目前对６类单个虚拟网映射优化问题的分

析并不完整.

２)关于单个虚拟网映射可行问题(指不考虑优化目标的

单个虚拟网映射问题)的结论.①文献[８]证明了在物理节点

可重复映射(意味着虚拟节点映射未知)且物理网不支持路径

分割的情况下,单虚拟网映射可行问题是 NPC问题.②文献

[１５]证明了在虚拟节点映射已知且物理网不支持路径分割的

情况下,单虚拟网映射可行问题是 NPC问题.③若底层物理

网支持路径分割且虚拟节点映射已知,则单个虚拟网映射可

行问题是P问题[１４Ｇ１５],因为单个虚拟网映射可行问题可以归

约为相应的多商品流问题.由此可知,目前仅完成了６类单

个虚拟网映射可行问题中３类问题的计算复杂性分析.

３)关于离线虚拟网映射问题.目前仅有文献[７]针对底

层物理网不支持路径分割的情况,给出相关结论:①不管虚拟

节点映射是否已知,离线虚拟网映射问题都是强 NPＧ难问题;

②只包含一个虚拟网请求的特殊离线虚拟网映射问题是强

NPＧ难问题;③所有虚拟网请求只包含单个虚拟节点的特殊

离线虚拟网映射问题是强 NPＧ难问题;④物理网只包含单个

节点的特殊离线虚拟网映射问题是弱 NPＧ难问题.其实,由

结论④可知,不管虚拟节点映射是否已知、物理网是否支持路

径分割、物理节点是否支持重复映射,离线虚拟网映射问题都

是 NPＧ难问题.由此可知,目前针对离线虚拟网映射问题的

计算复杂性分析较为完整.

４)关于在线虚拟网映射问题的结论.①文献[１６]证明了

任意确定(非随机)在线算法的竞争比会趋向于无穷大;②文

献[１５]证明了即使虚拟节点映射已知,任意确定在线算法的

竞争比会趋向于无穷大.其实,从以上两个结论的证明过

程[１５Ｇ１６]可知,即使物理网只有一个物理节点,任意确定在线

算法的竞争比也会趋向于无穷大,则不论虚拟节点映射是否

已知、物理网是否支持路径分割、物理节点是否支持重复映

射,在线虚拟网映射问题的任意确定在线算法的竞争比会趋

向于无穷大.

综上所述,离线虚拟网映射问题和在线虚拟网映射问题

的计算复杂性分析较为完整,而关于单个虚拟网映射优化问

题和单个虚拟网映射可行问题的计算复杂性分析尚不完整.

本文针对单个虚拟网映射优化问题和单个虚拟网映射可行问

题,首先,对已有计算复杂性分析结论的这类问题进行计算复

杂性分析,证明它们是强 NPＧ难问题或强 NPC问题;然后,对

尚没有计算复杂性分析结论的其他类问题,给出计算复杂性

分析结论;最后,针对一些特殊网络拓扑模型下的单个虚拟网

映射优化问题和可行问题进行计算复杂性分析.

２　网络模型和虚拟网映射问题描述

２．１　网络模型

物理网用无向图G０＝(N０,E０)表示,其中N０和E０分别

表示物理节点和物理链路的集合,c(n０
i)和b(e０

j)分别表示第i

个物理节点n０
i 的 CPU 容量和第j条物理链路e０

j 的链路

带宽[７Ｇ８].

虚拟网用无向图Gj＝(Nj,Ej)表示,其中Nj 和Ej 分别

表示虚拟节点和虚拟链路的集合,c(nj
i)和b(ej

k)分别表示第i
个虚拟节点nj

i 的CPU 容量和第k条虚拟链路ej
k 的链路带

宽,物理网提供商完成该虚拟网映射后所获得的收益为ρj.

２．２　映射问题描述

定义１(单个虚拟网映射可行问题)　给定一个物理网

G０＝(N０,E０)和一个虚拟网络Gj＝(Nj,Ej),求解一个可行

的虚拟网映射方案.虚拟网映射方案指将虚拟网络Gj映射

到物理网G０ 的一个子图上,具体可分解成可行的虚拟节点

映射方案和可行的虚拟链路映射方案.１)虚拟节点映射方案

指将每个虚拟节点nj
i ∈Nj 映射到某个物理节点上,该物理

节点需要为nj
i 分配CPU容量c(nj

i );若完成所有虚拟节点映

射后,各物理节点上所分配的CPU容量之和没有超出各物理

节点的CPU容量,则该方案称为可行的虚拟节点映射方案.

２)虚拟链路映射方案指将每条虚拟链路ej
i (ej

i ∈Ej)映射到以

ej
i 的两个节点所映射的物理节点为端点的无圈物理路径上,

同时在所映射的物理路径上分配带宽b(ej
i );若完成所有虚拟

链路映射后,各物理链路上所分配的带宽之和没有超出各物

理链路的带宽,则该方案称为可行的虚拟链路映射方案.

定义２(单个虚拟网映射优化问题)　给定一个物理网

G０＝(N０,E０)和一个虚拟网络Gj＝(Nj,Ej),求解一个成本

最小的可行虚拟网映射方案,其中可行的虚拟网映射方案的

定义同定义１.在目前的研究中,成本的定义采用得最多的

是物理网资源的绝对消耗量[８,１７],文中成本的定义也采用此

方法,即将成本定义为分配给虚拟网的物理节点CPU容量和

物理链路带宽之和.

根据虚拟节点映射是否已知、物理网是否支持路径分割

和物理节点是否支持重复映射,单个虚拟网映射可行问题和

单个虚拟网映射优化问题都可细分为６种类型.另外,在物

理节点支持重复映射的情况下,映射到相同物理节点的虚拟

节点间的虚拟链路不用映射[８,１１Ｇ１２].

３　计算复杂性分析

下面针对一般网络拓扑模型,对各类虚拟网映射可行问

题和优化问题进行计算复杂性分析.

３．１　虚拟节点映射已知的情况

在该情况下,虚拟网映射可行问题和优化问题根据物理

网是否支持路径分割均可以分为两类.当物理网支持路径分

割时,如前所述,单个虚拟网映射可行问题和单个虚拟网映射

优化问题都是P问题.当物理网不支持路径分割时结论如下.

定理１　若物理网不支持路径分割,则单个虚拟网映射

可行问题是强 NPC问题.

证明:１)任意给定该问题的一个映射方案,可在多项式时

间内验证该方案是否可行,故该问题属于 NP问题.２)边不

相交路径问题是 NPC问题[１８],其定义如下:给定一个图G＝
(N,E),以及图G中的m 个顶点对{(ui,vi)|１≤i≤m},要求

在图G中找到连接这m 个顶点对的m 条没有公共边的路径.

３)边不相交路径问题可多项式时间归约到该类特定的单个虚
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拟网映射可行问题,特定问题的构造如下:物理网 G０(N０,

E０)＝G,所有物理链路带宽都为１;虚拟网络Gj＝(Nj,Ej),

其中 Nj＝{u１,v１}∪ 􀆺 ∪{uk,vk},E ＝{(u１,v１)}∪ 􀆺 ∪
{(uk,vk)},所有的虚拟链路带宽都为１.显然,该特定的单个

虚拟网映射可行问题有可行解当且仅当对应的边不相交路径

问题有可行解.故上述特定的单个虚拟网映射可行问题是

NPC问题,并且该问题的参数都为常量,根据强 NPC问题的

定义[１９]可知,结论成立的.

显然,作为强 NPC问题,该类单个虚拟网映射可行问题

(判定问题)可以多项式时间图灵归约到相应类的单个虚拟网

映射优化问题,故有以下推论.

推论１　若物理网不支持路径分割,则单个虚拟网映射

优化问题是强 NP难问题.

３．２　虚拟节点映射未知的情况

在该情况下,虚拟网映射可行问题和优化问题根据物理

网是否支持路径分割和物理节点是否支持重复映射,均可以

分为４类.

定义３(虚拟节点映射可行问题)　给定一个物理网G０＝
(N０,E０)和一个虚拟网络Gj＝(Nj,Ej),求解一个虚拟节点

映射方案,该方案必须满足:１)可行的虚拟节点映射方案;

２)存在一个或多个可行的虚拟链路映射方案.

文献[２０]证明了物理节点不支持重复映射、物理网支持

路径分割的虚拟节点映射可行问题是 NP难问题.由虚拟节

点映射可行问题的定义可知,该问题可多项式时间归约到相

应的单个虚拟网映射可行问题;同时,任意给定单个虚拟网映

射可行问题的一个映射方案,可在多项式时间内验证该方案

是否可行,故有以下推论.

推论２　若物理网支持路径分割且物理节点不支持重复

映射,则单个虚拟网映射可行问题是 NPC问题.

定理２　若物理网支持路径分割且物理节点不支持重复

映射,则单个虚拟网映射优化问题是强 NPＧ难问题.

证明:１)满足三角不等式的旅行商问题(TSP)是强 NPＧ
难问题.证明如下:①满足三角不等式的旅行商问题[２１]的定

义为:给定一个完全无向图G＝(V,E),其中每条边(u,v)∈E
的距离是d(u,v),且任意３个顶点u,v和w 之间的距离满足

三角不等式d(u,v)≤d(u,w)＋d(w,v);要求找出G 中距离

最短的哈密顿环.② 哈密顿环问题是指在给定的无向图

G′＝(V′,E′)中,求解一个包含图G′中所有顶点的一个圈(圈

中顶点不重复),即求解哈密顿环,哈密顿环问题是 NPC问

题[１９].③哈密顿环问题可多项式时间归约到特定的满足三

角不等式的旅行商问题,特定问题的构造如下:完全无向图

G＝(V′,E),E＝{(u,v)|u,v∈V′},若E中边(u,v)∈E′,则

d(u,v)＝１;若E 中边(u,v)∈E－E′,则d(u,v)＝２;这样的

设置使任意３个顶点之间的距离满足三角不等式.显然,该

特定的满足三角不等式的旅行商问题有解当且仅当对应的哈

密顿环问题有可行解.故满足三角不等式的旅行商问题是

NPＧ难问题,并且该问题的参数都为常量,根据强 NPＧ难问题

的定义[１９]可知,满足三角不等式的旅行商问题是强 NPＧ难

问题.

２)最紧凑节点映射问题[１７]是强 NPＧ难问题.证明如下:

①最紧凑节点映射问题的定义为:已知点的集合 N,第i个点

ni 和第j 个点nj 之间的距离dij ＝dist(ni,nj)≥０(１≤i,

j≤|N|),且任意３点之间的距离满足三角不等式(因为dij表

示两点之间最短路径的长度[１７]);节点簇的集合C＝{ci|１≤

i≤k},ci⊆N(１≤i≤k),簇间的需求R＝{rxy|１≤x,y≤k,x≠

y},rxy≥０(１≤x,y≤k).问:是否存在点序列V＝‹v１,v２,􀆺,

vk›,其中vi∈ci(１≤i≤k),满足如果i≠j,则vi≠vj 且 ∑
rxy∈R

dist(vx,vy)×rxy 最小化.②满足三角不等式的旅行商问题

可多项式时间归约到特定最紧凑节点映射问题.特定问题的

构造如下:点的集合N＝V,第i个点ni 和第j个点nj 之间的

距离dij＝d(ni,nj)(１≤i,j≤|N|),且任意３个顶点之间的

距离满足三角不等式;节点簇的集合C＝{ci|１≤i≤|N|},

ci＝N(１≤i≤|N|),簇间的需求R＝{rxy|１≤x,y≤|N|,x≠

y},如y＝x＋１或x＝|N|∧y＝１,则rxy ＝１,否则rxy ＝０.

问:是否存在点序列V＝‹v１,v２,􀆺,v|N|›,其中vi∈ci(１≤i≤

|N|),满足如果i≠j,则vi≠vj,且 ∑
rxy∈R

dist(vx,vy)×rxy 最小

化.显然,该特定最紧凑节点映射的最优解与对应的满足三

角不等式的旅行商问题的最优解对应.由于满足三角不等式

的旅行商问题(TSP)是强 NPＧ难,因此最紧凑节点映射问题

是强 NPＧ难问题.

３)由于最紧凑节点映射问题与物理链路带宽资源不受限

的该类单个虚拟网映射优化问题等价[１７],因此物理链路带宽

资源不受限的该类单个虚拟网映射优化问 题 是 强 NPＧ难

问题.

４)由于物理链路带宽资源不受限的该类单个虚拟网映射

优化问题可以图灵归约到该类单个虚拟网映射优化问题(只

要将物理链路的带宽设置得足够大,如每条物理链路的带宽

等于所有虚拟链路带宽之和),因此当物理网支持路径分割且

物理节点不支持重复映射时,单个虚拟网映射优化问题是强

NPＧ难问题.

定理３　若物理网支持路径分割且物理节点支持重复映

射,则单个虚拟网映射可行问题是强 NPC问题.

证明:１)装箱问题是强 NPC问题[１９],其定义为:给定 K
个容量为B 的箱子;n个物品集合{x１,x２,􀆺,xn},每个物品

xi(１≤i≤n)的大小是si;问能否将这n个物品装入这K 个箱

子中,要求装入每个箱子中的物品的大小之和小于或等于B.

２)装箱问题可以多项式时间归约到该类特定的单个虚拟网映

射可行问题,该特定问题的构造如下:物理网G０＝(N０,Ø),

|N０|＝K;所有物理节点的 CPU 容量为 B;虚拟网络 Gj＝
(Nj,Ø),|Nj|＝n,虚拟网的第i个虚拟节点nj

i 的CPU 容量

是si.显然,该特定的单个虚拟网映射可行问题有可行解当

且仅当对应的装箱问题有可行解.因此,若物理网支持路径

分割且物理节点支持重复映射,则单个虚拟网映射可行问题

是强 NPC问题.

由于当物理网支持路径分割且物理节点支持重复映射

时,单个虚拟网映射可行问题可以图灵归约到该情况下的单

个虚拟网映射优化问题,故有以下推论.

推论３　若物理网支持路径分割且物理节点支持重复映

射,则单个虚拟网映射优化问题是强 NP难问题.
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根据定理１和推论１,显然推论４和推论５成立.

推论４　若物理网不支持路径分割,则单个虚拟网映射

可行问题是强 NPC问题,不管物理节点是否支持重复映射,

该结论都成立.

推论５　若物理网不支持路径分割,则单个虚拟网映射

优化问题是强 NPＧ难问题,不管物理节点是否支持重复映射,

该结论都成立.

４　特殊情况下的计算复杂性分析

下面针对某些特殊网络拓扑模型,完成各类虚拟网映射

可行问题和优化问题的计算复杂性分析.

从定理３和推论３的证明过程可直接得到推论６和推论７.

推论６　若物理节点支持重复映射,则即使物理网和虚

拟网只有节点没有链路,单个虚拟网映射可行问题仍是强

NPC问题,不管物理网是否支持路径分割,该结论都成立.

推论７　若物理节点支持重复映射,则即使物理网和虚

拟网只有节点没有链路,单个虚拟网映射优化问题仍是强

NPＧ难问题,不管物理网是否支持路径分割,该结论都成立.

需要说明的是,若物理节点不支持重复映射,则物理网和

虚拟网的网络拓扑模型都是只有在节点没有链路的情况下,

单个虚拟网映射可行问题和单个虚拟网映射优化问题是 P
问题,与属于P问题的二分图匹配问题[２２]等价.

定理４　 若物理节点不支持重复映射,则即使物理网

G０＝(N０,E０)是满足|N０|＝|E０|＋１的连通图(即物理网就

是一条路径或线),单个虚拟网映射优化问题依然是强 NPＧ难

问题.不管物理网是否支持路径分割,上述结论都成立,且即

使映射时不考虑容量约束条件,上述结论依然成立.

证明:显然,若物理网的网络拓扑模型是一条线,则一旦

确定虚拟节点映射方案,对应的虚拟链路映射方案是唯一的,

因为任意两个物理节点之间的物理路径是唯一的.１)满足

dkl＝|k－l|,cij＝cji∈{０,１}的二次分配问题,即最优线性分

配问题是 NP难问题[２３Ｇ２４].二次分配问题的定义如下:给定

n个设施和m 个地点,任意两个设施i和j之间的费用为cij

(１≤i,j≤n),任意两个地点k和l之间的距离为dkl(１≤k,

l≤m),求一个一对一函数f:{１,２,􀆺,n}→{１,２,􀆺,m}(即

给每个设施分配一个地点),使代价∑
n

i＝１
　∑

n

j＝１
(cij×df(i)f(j))最小.

２)最优线性分配问题可多项式时间归约到该类特定的单个虚

拟网映射优化问题.特定问题的构造如下:物理网G０(N０,

E０),N０＝{n０
１,n０

２,􀆺,n０
m},物理节点的CPU容量都为１,E０＝

{(n０
１,n０

２),(n０
２,n０

３),􀆺,(n０
p,n０

p＋１),􀆺,(n０
m－１,n０

m)},任意物理

链路的带宽等于n.显然,任意两个物理节点n０
k 和n０

l 之间只

有一条物理路径,且路径长度记为dkl＝|k－l|.虚拟网络

G１＝(N１,E１)是完全图,其中 N１＝{n１
１,n１

２,􀆺,n１
n},虚拟节点

的CPU容量都为１,虚拟链路(n１
i,n１

j)的带宽等于cij(取值为

０或１).显然,一个可行的虚拟网映射方案的映射成本等于

∑
n

i＝１
　∑

n

j＝１
(cij×df(i)f(j))＋n,其中虚拟节点映射成本都为n,f(i)

和f(j)分别表示虚拟节点n１
i 和n１

j 所映射物理节点的序号.

显然,该特定的单个虚拟网映射优化问题的最优解所对应的

虚拟节点映射方案为{f(１),f(２),􀆺,f(n)},当且仅当一对

一函数{１,２,􀆺,n}→{f(１),f(２),􀆺,f(n)}是对应的最优线

性分配问题的最优解.故上述特定的单个虚拟网映射优化问

题是 NPＧ难问题,并且该问题的参数都为常量和虚拟节点数,

根据强 NPC问题的定义[１９]可知,结论成立.

定理５　若物理节点不支持重复映射,物理网不支持路

径分割,则即使虚拟节点映射已知,虚拟网是高度为１的树,

单个虚拟网映射可行问题依然是 NPC问题.

证明:１)单源不可分割流问题是 NPC问题[２５].单源不

可分割流问题的定义如下:给定一个无向图G＝(V,E)、一个

源顶点s∈V 和K 个目的顶点{ti|１≤i≤k},其中,ti∈V(１≤
i≤k),每条边(u,v)∈E的容量是c(u,v),源顶点s到目的顶

点ti(１≤i≤k)的容量需求是Di.问:在图G 中,能否对每个

顶点对(s,ti)(１≤i≤k)找到一条sＧti 路径(需在该路径的每

条边上占用容量Di),并且在图G的每条边(u,v)上所占用的

容量之和不能超出c(u,v).２)单源不可分割流问题可以多

项式时间归约到该类特定的单个虚拟网映射可行问题.该特

定问题的构造如下:物理网G０(N０,E０)＝G＝(V,E),每条边

(u,v)∈E的容量是c(u,v).虚拟网络G１＝(N１,E１),其中

N１＝{s,t１,t２,􀆺,tk},E１＝{(s,ti)|１≤i≤k},虚拟链路(s,ti)
(１≤i≤k)的带宽等于 Di.显然,该单个虚拟网映射可行问

题有可行解当且仅当对应的单源不可分割流问题有可行解,

故结论成立.

定理６　若物理节点不支持重复映射,物理网支持路径

分割,且虚拟链路所映射的每条路径上所分配的虚拟链路带

宽为正整数(即意味着虚拟链路带宽为正整数),则即使虚拟

网只包含４个虚拟节点、２条不相交虚拟链路,单个虚拟网映

射可行问题依然是 NPC问题.

证明:１)２Ｇ商品整体流问题是 NPC问题[２３].２Ｇ商品整体

流问题的定义如下:给定一个无向图G＝(V,E)、两个源顶点

s１,s２∈V 和两个目的顶点t１,t２∈V,其中每条边e∈E 的容量

是c(e),顶点对(si,ti)(１≤i≤２)的容量需求是Ri.问在图G
中,是否能找到满足边容量约束、容量需求约束和流正整数要

求约束条件的可行的网络流.２)２Ｇ商品整体流问题可以多项

式时间归约到该类特定的单个虚拟网映射可行问题.该特定

问题的构造如下:物理网G０(N０,E０)＝G＝(V,E),物理节点

的CPU容量都为１,每条边e∈E 的容量是c(e).虚拟网络

G１＝(N１,E１),其中 N１＝{s１,s２,t１,t２},E１＝{(si,ti)|１≤i≤
２},虚拟链路(si,ti)(１≤i≤２)的带宽等于 Ri,虚拟节点的

CPU容量都为１.显然,该单个虚拟网映射可行问题有可行

解当且仅当对应的２Ｇ商品整体流问题有可行解,故结论成立.

结束语　本文完成了各类虚拟网映射可行问题和优化问

题的计算复杂性分析,使得关于虚拟网映射问题的计算复杂

性分析更为完整.由分析过程和结论可知,物理节点支持重

复映射增加了问题的计算复杂性,而物理网支持路径分割降

低了问题的计算复杂性.
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