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用于求解正则(３,４)ＧSAT实例集的修正警示传播算法

佘光伟　许道云

(贵州大学计算机科学与技术学院　贵阳５５００２５)
　

摘　要　利用极小不可满足公式的临界特性,可以将任意的一个３ＧCNF公式多项式时间归约转换为一个正则(３,４)Ｇ
CNF公式,从而得到一个保留 NP完全性的正则(３,４)ＧSAT问题.警示传播算法(WarningPropagation,WP)在归约

转换后的正则(３,４)ＧSAT 实例集上高概率收敛,但在任意一个实例上都无法判断公式的可满足性,因此算法求解失

效.对于一个归约转换后的正则(３,４)ＧCNF公式,每一变元出现的正负次数之差具有趋于稳定的结构特征,基于该特

征,提出基于变元正负出现次数规则的 WP算法来求解归约转换后的正则(３,４)ＧSAT 实例.实验结果表明,修正的

WP算法对正则公式的可满足性判定有效,从而可以利用公式的正则性特征进一步研究 WP算法的收敛性特征条件.
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ModifiedWarningPropagationAlgorithmforSolvingRegular(３,４)ＧSATInstanceSets
SHEGuangＧwei　XUDaoＧyun

(CollegeofComputerScienceandTechnology,GuizhouUniversity,Guiyang５５００２５,China)

　
Abstract　Basedonthecriticalcharacterizationoftheminimalunsatisfiableformula,a３ＧCNFformulacanbereducedto
aregular(３,４)ＧCNFformulawithinpolynomialtime．Thustheregular(３,４)ＧSATproblemisNPＧcomplete．ThewarＧ
ningpropagationalgorithm(WP)convergesinhighprobabilityontheregular(３,４)ＧSATinstancesetsbyreducing,but
itcan’tdeterminethesatisfiabilityoftheformulaonanyinstance,sothealgorithmfailstosolvetheproblem．ForareＧ
ducedregular(３,４)ＧCNFformula,thedifferencebetweenthepositiveandnegativeoccurencesofeachvariablehasbeen
foundtobestable．Withthisfeature,aWPalgorithmbasedontheruleofpositiveandnegativeoccurenceswasproposed
tosolvethereducedregular(３,４)ＧSATinstances．TheexperimentalresultsshowthatthemodifiedWPalgorithmisefＧ
fectiveforregularformulas．Therefore,theregularityoftheformulacanbeusedtostudytheconvergenceoftheWPalＧ

gorithm．
Keywords　Minimalunsatisfiableformula,Regular(３,４)ＧSATproblem,Warningpropagationalgorithm

　

１　引言

可满足性问题(SatisfiabilityProblem,SAT问题)是理论

计算机科 学 领 域 的 核 心 问 题,它 是 指 给 定 一 个 合 取 范 式

(ConjunctionNormalForm,CNF)公式F,判定是否存在一组

布尔真值指派使得F 为真.在 SAT 问题中,限制每个子句

长度为k的SAT问题为 kＧSAT问题.
随机 kＧSAT 问题是 kＧSAT 问题的一个子集合,它 在

kＧSAT问题的典型计算复杂性研究中有着重要的作用. 在

随机kＧSAT问题中,公式的规模(如变元数、子句数)以及公

式的结构(如子句长度、子句约束密度)等都会影响到随机kＧ
SAT问题实例的可满足性和求解难度.例如,当k＝２时,该
问题属于P问题.２ＧSAT 问题易于判定且存在着线性时间

的判定算法[１].当k＝３时,该问题属于 NP完全问题[２].在

最坏情形下,NP完全问题没有多项式时间的求解算法.特

别地,一个重要的结构参数是子句约束密度α,它表示一个随

机kＧCNF公式中子句个数m 与变元个数n 的比值.实验验

证和理论分析表明[３Ｇ５]:当 N≽１时,随着约束密度α的逐渐

增大,可满足指派数目将逐渐减少,存在着某个与k有关的临

界值点αs(k),当α＞αs(k)时,F 以高概率不可满足;当α＜αs

(k)时,F以高概率可满足.这种从满足到不可满足的突变现

象,称为随机kＧSAT 问题的相变(PhaseTransition)现象,临
界值αs(k)称为随机kＧSAT问题可满足的相变点,且 在 相 变

位置点αs(k)前存在某个阈值αc(k),当α＜αc(k)时,公式的可

满足性判定可能在多项式时间内完成,这称为易解 SAT 区

域,当α＞αc(k)时,公式的判定难度很大,这称为难解SAT区

域.目前,人们还无法找到αs(k)的精确值,围绕经典的随机

３ＧSAT问题,相关研究者使用统计物理学中的腔域方法[６]给

出了αs(３)的近似值,约为４．２６７[７].

警示传播算法(WarningPropagation,WP)[８]是一种基于

腔域方法而设计的求解SAT问题的迭代算法,它能有效求解

α＜３．５区域的随机３ＧSAT实例.WP算法有效的原因在于



其能正确地收敛.如果 WP算法收敛,则可以根据算法收敛

得到的警示信息构造一种寻找 CNF公式可满足指派集的

WID(WarningInspiredDecimation)算法.已经知道,WP算

法在树公式上一定收敛.Feige等[９]基于植入指派的随机可

满足实例产生模型 Pplant
n,p ,分析了 WP算法的收敛性,文献

[１０]证明了在G(n,３,p)产生模型上p取值很小时 WP算法

的收敛性,具体地,当p渐进趋于１/８n２ 时,G(n,３,p)模型产

生的３ＧCNF公式所对应的因子图最多含有一个圈,此 时 WP
算法高概率收敛.文献[１１]进一步给出了一个 WP算法收敛

的充分条件.目前,对于警示传播算法收敛性的理论分析依

然不完善.

极小不可满足公式(MinimalUnsatisfiableformula,MU)

是一类特殊的CNF公式,它是一个不可满足的公式,但从中

删除任意一个子句是可满足的.极小不可满足公式在简化

NP完全类研究中有着重要的应用[１２].文献[１３]以极小不可

满足公式为构造工具,给出了将任意一个３ＧCNF公式多项式

时间归约转换为一个正则(３,４)ＧCNF公式的变换技术.与原

来的３ＧCNF公式相比,一个归约转换下的正则(３,４)ＧCNF公

式的结构发生了很大的变化,WP算法在其上的性能也有了

很大的不同.文献[１４]的实验结果表明,WP算法在归约转

换后的正则(３,４)ＧSAT实例上高概率收敛,即与原３ＧSAT实

例相比,WP算法在归约转换后的正则(３,４)ＧSAT 实例上的

收敛性有了较大提高.然而,对于任意一个归约转换后的正

则(３,４)ＧSAT实例,尽管 WP算法高概率收敛,但它得到的警

示信息只能固定其中少部分的变元,从而导致算法对公式可

满足性判定的失效.基于此,本文提出一种修正的 WP算法

用于专门求解此类正则公式.实验结果表明:修正的 WP算

法对正则CNF公式的可满足性判定有效,从而可以利用公式

正则性特征进一步研究 WP算法的收敛性特征条件.

２　归约转换下正则(３,４)ＧCNF公式的结构特征

设{x１,x２,􀆺,xn}为含有n个布尔变元的集合,一个文字

Li 是一个变元xi 或其否定¬xi,一个子句C是若干个文字的

析取(L１∨L２∨􀆺∨Lk),称k为子句长度.一个CNF公式由

若干个子句的合取(C１∧C２∧􀆺∧Cm)构成,或表示为一个子

句表[C１,C２,􀆺,Cm].F 是一个正则(３,４)ＧCNF公式,是指

公式F中每个子句恰好含有３个文字,每个变元恰好出现４
次.文献[１３]给出了一个从３ＧCNF公式到正则(３,４)ＧCNF
公式的多项式归约转换技术,其具体方法如下.

用var(F)表示出现在公式中的变元集,＃cl(F)和＃var
(F)分别表示公式F中的子句数和变元数.pos(F,x)和neg
(F,x)分别表示变元v在公式F 中的正负出现次数,将变元v
出现的次数记为occs(F,x)＝pos(F,x)＋neg(F,x),CNF
(n,m)表示含有n个变元、m 个子句的 CNF公式类.若F∈

CNF(n,m),则F 可以表示为一个n×m 的基础矩阵(ai,j),

其中,若xi∈Cj,则ai,j＝＋;若¬xi∈Cj,则ai,j＝－;否则,

ai,j＝０(或空白).

假定F＝[C１,C２,􀆺,Cm]是一个３ＧCNF公式,对于每一

个变元x,假定pos(F,x)≥１,neg(F,x)≥１(若pos(F,x)＝０
或neg(F,x)＝０,则可以将包含文字¬x或x的子句从公式中

删除,这样处理不影响公式可满足性的判定).对于固定的变

元x,令F＝[(x∨f１),􀆺,(x∨fs),(¬x∨fs＋１),􀆺,(¬x∨

fs＋t),frest].

(１)引入一个新的变元集 X[x]＝{x１,x２,􀆺,xn},定义一

个新公式:

A[x]＝ [(¬x１∨x２),(¬x２∨x３),􀆺,(¬xs＋t－１∨xs＋t),

(¬xs＋t∨x１)]

注意:X[x]中每个变元在A[x]中恰好出现２次.

(２)引入s＋t个新的变元集 Y[x]
j ＝{yj,０,yj,１,􀆺yj,９}

(j＝１,􀆺,s＋t),定义如下s＋t＋１个公式:

B[x]＝ [(¬y１,０ ∨x１),(¬y２,０ ∨x２),􀆺,(¬ys＋t,０ ∨

xs＋t)]

T[x]
j ,j＝１,２,􀆺,s＋t

其中,T[x]
j 的表示矩阵为:

yj,０

yj,１

yj,２

yj,３

yj,４

yj,５

yj,６

yj,７

yj,８

yj,９

－ － －
＋ ＋ － －
＋ － ＋ －

＋ ＋ ＋ －
＋ ＋ － －
＋ － ＋ －

＋ ＋ ＋ －
＋ ＋ － －
＋ － ＋ －

＋ ＋ ＋ －

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

(３)引入２(s＋t)个新变元集 Z[x]
l ＝{zl,０,zl,１,􀆺,zl,９}

(l＝１,２,􀆺,２(s＋t))构造一个公式:

F[x]
０ ＝ [(x∨f１),􀆺,(x∨fs),(¬x∨fs＋１),􀆺,(¬x∨

fs＋t),frest]＋A[x]＋B[x]＋T[x]
１ ＋T[x]

２ ＋􀆺＋T[x]
s＋t

注意:子公式A[x]＋B[x]中含有２(s＋t)个新的２Ｇ子句,

子公式T[x]
１ ＋T[x]

２ ＋􀆺＋T[x]
s＋t含有１３(s＋t)个３Ｇ子句,并且

xj,yj,k(１≤j≤s＋t,０≤k≤９)在F[x]
０ 中恰好出现４次.

(４)假定 C′１,C′２,􀆺,C′２(s＋t)为 A[x]＋B[x]中 ２(s＋t)个

２Ｇ子句序列,对于每个２Ｇ子句C′l＝(Ll,１∨Ll,２)(１≤l≤２(s＋

t)),引入一个新的变元集Z[x]
l ＝{zl,０,zl,１,􀆺,zl,９},构造公式

H[x]
l 并替换掉C′l＝(Ll,１∨Ll,２)以加长C′l＝(Ll,１∨Ll,２)为

３Ｇ子句.

H[x]
l 的表示矩阵为:

zl,０

zl,１

zl,２

zl,３

zl,４

zl,５

zl,６

zl,７

zl,８

zl,９

Ll,１

Ll,２

＋ － － －
＋ ＋ － －
＋ － ＋ －

＋ ＋ ＋ －
＋ ＋ － －
＋ － ＋ －

＋ ＋ ＋ －
＋ ＋ － －
＋ － ＋ －

＋ ＋ ＋ －

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

(５)定义一个公式:

F[x]＝[(x∨f１),􀆺,(x∨fs),(¬x∨fs＋１),􀆺,(¬x∨

fs＋t),frest]＋H[x]
１ ＋H[x]

２ ＋􀆺＋H[x]
２(s＋t)＋T[x]

１ ＋T[x]
２ ＋􀆺＋

T[x]
s＋t
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注意:子公式 H[x]
１ ＋H[x]

２ ＋􀆺＋H[x]
２(s＋t)＋T[x]

１ ＋T[x]
２ ＋􀆺＋

T[x]
s＋t含有４１(s＋t)个３Ｇ子句,并且每一个新引入的变元zl,k

(１≤l≤２(s＋t),０≤k≤９)在 F[x]中恰好出现４次.

基于上述方法,可以逐步构造一个公式F[p１,p２,􀆺,pn],其每

个子句的长度恰为３,每个变元在公式中出现的次数恰为４,

且F[p１,p２,􀆺,pn]∈CNF(９３m,１２４m).

与原公式相比,一个归约转换下的正则(３,４)ＧCNF公式

的结构发生了很大的变化,这种变化主要体现在两个方面:

１)归约转换后的正则(３,４)ＧCNF公式中变元出现的正负次数

之差所占的比例趋于稳定;２)归约转换后的正则(３,４)ＧCNF
公式所对应的因子图会形成很多的圈.

为叙述方便,在一个 CNF公式中,我们引入如下记号:

１)Vari
(s,t),表示变元xi 在 CNF公式中正出现s次,负出现t

次;２)＃Var(s,t),表示CNF公式中正出现s次,负出现t次的

变元集合;３)|＃Var(s,t)|,表示Vari
(s,t)的大小,即Vari

(s,t)中包

含变元的个数.

设F∈CNF(n,m)是一个３ＧCNF公式,在F 中正文字出

现的总数为S,负文字出现的总数为T.F′是F 归约转换下

的正则(３,４)ＧCNF公式,则在F′中有:

|＃Var(０,４)|＝３m

|＃Var(１,３)|＝６m

|＃Var(２,２)|＝５４m＋T

|＃Var(３,１)|＝３６m＋S

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

一个CNF公式可以表示为一个二分图,称这个二分图为

因子图.因子图的一侧由变元集构成,另一侧由子句集构成.

通常用圆形来表示变元节点,用矩形来表示子句节点,若变元

xi 在子句Cj 中正出现,则用实边来连接xi 与Cj,若变元xi

在子句Cj 中负出现,则用虚边来连接xi 与Cj.例如,一个正

则(３,４)ＧCNF公式F′＝(x１∨x２∨x３)∧(x１∨¬x２∨x３)∧
(x１∨¬x２∨¬x３)∨(¬x１∨¬x２∨¬x３)的因子图如图１所

示.其中,C１＝(x１∨x２∨x３),C２＝(x１∨¬x２∨x３),C３＝
(x１∨¬x２∨¬x３),C４＝(¬x１∨¬x２∨¬x３).

对于归约转换后的正则(３,４)ＧSAT实例,有如下定理.

图１　公式F′的因子图表示

Fig．１　FactorgraphrepresentationofformulaF′

定理１　假设公式F∈CNF(n,m)是一个３ＧCNF公式,F
中任意一个变元至少出现两次,G 是公式F 所对应的因子

图,F′是F 归约转换后的正则(３,４)ＧCNF公式,G′是F′所对

应的因子图,则G′中的任意一个变元节点至少被包含在两个

圈中.

证明:首先,证明G 上的任意一个变元节点都至少被包

含在一个圈中.可以断定图G 上任意一个节点的度至少为

２.任意构造一条以变元x１ 为起点的最长路径L:x１－C２－

x３－C４􀆺,考察与x１ 关联的边,这些边中任何一条边的另一

端必然在L 上,否则,将这个节点加入到L 就可以得到一条

更长的路径.因为G中的每个节点的度数至少为２,所以节

点x１ 要关联一条不在L上的边e,这样,路径L上x１ 到某一

子句节点Cj 的子路就与边e构成了一个圈.

本文将G′上的变元节点分为两类:替换变元和引入变

元.替换变元是指F中任意的变元x∈＃Var(s,t)正则归约转

换为F′后的变元集X[x]＝{x１,x２,􀆺,xs＋t},引入变元是指

F′中的其他变元.考察替换变元集 X[x]的局部结构,由正则

归约转换技术,X[x]中的变元会形成一个包含２(s＋t)个节点

的圈(其中变元节点和子句节点各s＋t个),称这类圈为reＧ

placeＧcycle.则对于任意一个替换变元,它一定被包含在一个

replaceＧcycle中.正则归约转换技术并未破坏 G 的整体结

构,如果G中的任意两个节点存在一条连通的路,那么在G′
中的替换变元之间也一定存在一条连通的路.同理,G 中的

任意一个变元节点都至少被包含在一个圈中,那么G′中的替

换变元也一定至少被包含在另一个圈中,称这类圈为origiＧ
nalＧcycle.因此,G′中的任一替换变元至少 被 包 含 在 两 个

圈中.

最后考察G′中的引入变元.每一个引入变元的局部结

构类似,以任意一个引入变元为起点,构造图G′上的一个游

走,容易证明不同的游走至少会形成两个圈.

因此,因子图G′上的任一变元节点至少被包含在两个

圈中.证毕.

３　警示传播算法在正则(３,４)ＧSAT问题上的收敛性

和有效性

　　前文已经提到,一个CNF公式F可以由一个二分图G＝
(X∪Y,E)来表示,称为因子图.这里,变元节点集表示为

X＝{１,２,􀆺,n},子句节点集表示为Y＝{C１,C２,􀆺,Cm}.G
中的边分为两类:实边和虚边.

实边:(Ci,j)∈E⇔子句Ci 包含正文字xj.

虚边:(Ci,j)∈E⇔子句Ci 包含负文字¬xj.

为叙述方便,本文用a,b,c,􀆺来表示C１,C２,C３,􀆺,并给

出如下符号的表示意义.

V(a)表示出现在子句a中的变元集,V(a)＝V＋ (a)∪
V－ (a).V＋ (a)表示子句a中变元正出现的集合,V－ (a)表
示子句a中变元负出现的集合.V(a)\i＝V(a)－i.

V(j)表示包含变元xj 的子句集合,V(j)＝V＋ (j)∪V－

(j).V＋ (j)表示变元xj 正出现的子句集合,V－ (j)表示变元

xj 负出现的子句集合.V(j)\a＝V(j)－a.

Ja
j 是一个标识参数,如果xj∈a,那么Ja

j＝－１;如果¬xj∈

a,那么Ja
j＝１.

WP算法是一种基于因子图的迭代算法.对于因子图中

的每一条边(a,i),定义一个警示信息ua→i,来表示变元xi 满

足子句a的概率.警示信息更新函数的定义如下:

ua→i(t)＝ ∏
j∈V(a)\i

θ(－Ja
j( ∑

b∈V(j)\a
Jb

jub→j(t－１))) (１)

其中,t是迭代步.θ(x)定义为:如果x≤０,那么θ(x)＝０;否
则θ(x)＝１.如果V(a)\i＝Ø,那么ua→i＝１.如果V(j)\a＝
Ø,那么ua→i＝０.通常式(１)被写为:

ua→i(t)＝ ∏
j∈V(a)\i

θ(Ja
i( ∑

b∈V＋ (j)\a
ub→j(t－１)－ ∑

b∈V－ (j)\a

　ub→j(t－１))) (２)
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如果所有的ua→i(t)＝ua→i(t－１),那么就可以得到稳定

的警示信息u∗
a→i＝ua→i(t),通过计算

Hi＝－ ∑
b∈V(i)

Jb
iu∗

b→i＝ ∑
b∈V＋ (i)

u∗
b→i－ ∑

b∈V－ (i)
u∗

b→i (３)

就可以固定变元xi 的值:如果 Hi＞０,则xi＝１;如果 Hi＜０,

则xi＝０.否则,xi 随机赋值为０或１.

同时计算一个冲突标识ci:

ci＝
１, 如果( ∑

b∈V＋ (i)
u∗

b→i)( ∑
b∈V－ (i)

u∗
b→i)＞０

０, 其他{ (４)

求解SAT问题的 WP算法如算法１所示.

算法１　WP(forSATProblemInstanceF)

Step１　构造公式F的因子图 G,变元集合 X,V＝Ø.

Step２　对 G中的每一条边的警示信息ua→i随机赋值０或１.

Step３　fort＝１tot＝tmax(tmax是设置的最大迭代步,用来强制算法

终止)

　Step３．１以某种顺序,使用式(２)更新警示信息ua→i(t).

　Step３．２对于每一条边a→i,如果ua→i(t)＝ua→i(t－１),那么转向

Step４;否则,转向Step５.

Step４　如果t＜tmax,得到一组稳定的警示信息u∗
a→i＝ua→i(t).

　Step４．１使用式(３)计算所有的 Hi,使用式(４)计算所有的ci.

　Step４．２如果存在ci＝１,返回 UNSAT,否则:转向Step４．３.

　Step４．３如果存在 Hi≠０,用 Hi固定xi,S＝{i|由 Hi的变元xi},使

用变元xi(i∈S)清洗图 G为 G′(对公式 F进行化简),构

造图 G′的变元集 X′,转向Step４．５;否则,转向Step４．４.

　Step４．４选择X中的一个变元xi,随机赋值０或１,S′＝{i|随机赋值

的变元xi},使用变元xi(i∈S′)清洗图 G为 G′,构造图 G′
的变元集 X′.

　Step４．５计算 V＝V∪S∪S′,X＝X′,G＝G′.

　Step４．６如果 X′≠Ø,转向Step２.

　Step４．７返回 V中变元的可满足指派.

Step５　如果t＝tmax,返回 UNＧCONVERGENCE.

文献[１４]表明,WP算法在正则(３,４)ＧSAT 实例集上高

概率收敛.具体地,在模型G(n,k,m)(其中,n表示变元个

数,k表示子句长度,m 表示子句个数)产生的随机３ＧSAT实

例集上,当子句约束密度α＜３．９１时,WP算法高概率收敛;

当子句约束密度α＞３．９１时,WP算法高概率不收敛;但在归

约转换后的正则(３,４)ＧSAT 实例集上,WP算法的收敛性有

了较大提高.本文取变元规模n＝４０,比较随着参数α的变

化,随机３ＧSAT实例集和归约转换后的正则(３,４)ＧSAT实例

集上 WP算法的收敛性,结果如图２所示.

图２　WP算法在随机３ＧSAT实例集和归约转换下正则(３,４)ＧSAT
实例集上的收敛性对比

Fig．２　Convergencecomparisonbetweenrandom３ＧSATinstance

setsandreducedregular(３,４)ＧSATinstancesets

虽然 WP算法在归约转换后的正则(３,４)ＧSAT 实例集

上高概率收敛,但算法是否有效,即 WP算法得到的警示信息

是否可以有效固定部分变元的赋值,从而判断正则(３,４)Ｇ
SAT问题的可满足性,还需进一步验证.我们发现,WP算法

在归约转换后的正则(３,４)ＧSAT问题实例集上无法给出有效

的警示信息,算法高概率判断失效.具体地,在随机产生模型

G(n,k,m)上,取变元规模n＝４０,比较在参数α≤３．５的范围

内,随机３ＧSAT实例集和其归约转换下正则(３,４)ＧSAT 实例

集上 WP算法能返回变元可满足指派的概率,结果如图３
所示.

图３　WP算法在随机３ＧSAT实例集和归约转换下正则(３,４)ＧSAT
实例集上求解有效性的对比

Fig．３　Effectivenesscomparisonbetweenrandom３ＧSATinstance

setsandreducedregular(３,４)ＧSATinstancesets

从图３可以看出,WP算法在归约转换后的正则(３,４)Ｇ
SAT实例集上无法有效给出变元的可满足指派.这是因为

WP算法本质上是一种随机算法,算法收敛得到的稳定警示

信息实际上只能固定其中的部分变元,其他的变元只能随机

赋值.随着子句约束密度α的增大,变元可满足指派的个数

将逐渐减少.若随机赋予变元一个不可满足的值,则会导致

算法判断失效,这也解释了为什么尽管 WP算法收敛但不是

总能返回一个可满足赋值指派.在以极小不可满足公式为构

造工具的正则(３,４)ＧSAT实例集上,由于极小不可满足公式

的临界特性,有大量的变元赋值是确定的.WP算法对这些

确定变元的随机赋值就导致了算法的判定失效,这正是本文

对算法修正的方向.

４　修正的警示传播算法求解正则(３,４)ＧSAT问题

针对 WP算法在正则(３,４)ＧSAT 实例集上返回可满足

指派的失效的问题,本文提出一种基于变元正负出现次数的

修正策略,其算法如算法２所示.

算法２　WP(forRegular(３,４)ＧSATInstanceF′,Reducted
by３ＧSATInstanceF)

Step１　构造公式F的因子图 G,变元集合 X,V＝Ø.

Step２　标记 G中属于由F中同一变元归约转换下的变元集 Ok(k＝

１,２,􀆺,n).

Step３　对 G中的每一条边的警示信息ua→i随机赋值０或１.

Step４　fort＝１tot＝tmax

　Step４．１以某种顺序,使用式(２)更新警示信息ua→i(t).

　Step４．２对于每一条边a→i,如果ua→i(t)＝ua→i(t－１),那么转向

Step５;否则,转向Step６.

Step５如果t＜tmax,得到一组稳定的警示信息u∗
a→i＝ua→i(t).

　Step５．１使用式(３)计算所有的 Hi,使用式(４)计算所有的ci.

　Step５．２如果存在ci＝１,那么返回 UNSAT,否则,转向Step５．３.

　Step５．３计算 X中每一变元的 Vari(s,t).
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　Step５．４ 如 果 存 在 xi∈ ＃Var(s,０),则 xi＝１;如 果 存 在 xi∈

＃Var(０,t)或 xi∈ ＃Var(１,３),则 xi＝０.令 P＝{i|xi∈

＃Var(s,０)∪＃Var(０,t)∪＃Var(１,３)},使用变元 xi(i∈P)

清洗图 G为 G′,构造图 G′的变元集 X′,计算 X＝X′,G＝

G′,V＝V∪P,转向Step３;否则,转向Step５．５.

　Step５．５遍历 X中的变元,当某一变元xi∈＃Var(３,１),则xi＝０,使

用变元 xi 清洗图 G 为 G′,构造图 G′的变元集 X′,计算

X＝X′,G＝G′,V＝V∪ {xi},转 向 Step３;否 则,转 向

Step５．６.

　Step５．６如果存在 Hi≠０,用 Hi 固定xi,S＝{i|由 Hi固定的变元

xi},使用变元xi(i∈S)清洗图G为 G′,构造图G′的变元集

X′,转向Step５．８;否则,转向Step５．７.

　Step５．７选择X中的一个变元xi,如果xi∈Ok(k＝１,􀆺,n),那么随

机赋值Ok 中所有变元都为０或１;否则xi＝０,S′＝{i|计算

Step５．６固定的变元},使用变元xi(i∈S′)清洗图 G为 G′,

构造图 G′的变元集 X′.

　Step５．８计算 V＝V∪S∪S′,X＝X′,G＝G′.

　Step５．９如果 X′≠Ø,转向Step３.

　Step５．１０返回 V中变元的可满足指派.

Step６　如果t＝tmax,返回 UNＧCONVERGENCE.

该算 法 主 要 的 修 正 是 在 Step５．４ 和 Step５．７ 中.在

Step５．４中,当变元xi∈＃Var(s,０)或xi∈＃Var(０,t)时,xi 是

公式中的纯文字,删除xi 所在的子句将不影响公式的可满足

性判定;当xi∈＃Var(１,３)时,正则归约转换的规则迫使xi＝０
才能使公式可满足.在 Step５．７中,当xi∈Ok(k＝１,􀆺,n)

时,由正则归约转换的规则,Ok 中所有变元取值都一样才能

使公式可满足.

５　实验结果与分析

基于上文提出的求解算法,取G(n,k,m)模型上正则归

约转换下的两组实例集进行测试,算法返回的可满足指派概

率曲线如图４所示.

图４　修正的 WP算法在两组正则(３,４)ＧSAT实例集上返回

可满足指派的概率

Fig．４　AssignmentprobabilityofmodifiedWPalgorithmontwo

regular(３,４)ＧSATinstancesets

图４中的每个数据点是由G(n,k,m)模型产生的１００个

随机实例构成,实验环境为:CPU３．２０GHz,４．００GB内存,

Win１０操作系统,C语言编程,CodeBlock编译.变元规模分

别取n＝２０和n＝４０.

从实验结果可以看出:修正的 WP 算法在正则(３,４)Ｇ
SAT实例集上有效.

修正 WP算法的有效性表明了 WP算法在求解SAT问

题时与公式的结构有着很大的联系.在不改变公式可满足性

的前提下,正则归约转换技术加长了CNF公式对应的因子图

上变元到变元、变元到子句、子句到变元的路径,从而使 WP
算法的收敛性有了较大的提高;但同时也会使 WP算法求解

失效,这是因为在归约转换的正则(３,４)ＧSAT实例集上有着

大量的变元在公式任何的可满足赋值中是固定的,WP算法

无法给出这些所有固定变元确定的赋值,所以导致了算法的

失效.本文提出的修正算法是对公式的一种分解,其分别作

用于分解后独立的子公式,从而使得算法再次有效.

结束语　 本文针对 WP 算法在求解归约转换下正则

(３,４)ＧSAT问题上的失效,提出了一种修正策略,得到了一种

WP修正算法.实验证明了修正的 WP算法有效.本文的结

论有助于进一步理解 WP算法,结合其他的方法设计出求解

SAT问题更有效的算法.

本文提出该算法的主要目的是对 WP算法的收敛性进行

理论分析或改进 WP算法.前文提到,WP算法之所以有效,

关键就在于算法能够收敛.基于 WP算法在归约转换后的正

则(３,４)ＧSAT实例集上近乎完全收敛的实验现象,我们相信

正则(３,４)ＧCNF公式的结构性质会对算法收敛性的理论分析

有着潜在的帮助.同时,算法１对本文中正则公式可满足性

判定的失效也表明 WP算法仍有改进的余地.修正策略本质

上是对公式的一种分解,可以理解为把公式对应的因子图分

离为若个不同“区域”,修正的 WP算法分别作用于这些独立

的“区域”,从而使算法１对公式可满足性的判定再次有效.

受此启发,在使用 WP算法对任意一个CNF公式进行求

解时,我们能否将公式分离为不同的“区域”,然后更改 WP算

法的信息传递方式为“区域”内的传播,使之具有更好的求解效

果? 基于 WP修正算法,我们将进一步利用 CNF公式的正则

性深入研究 WP算法的收敛性特性与收敛条件的本征性质.
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零元素的比例仅约为１０－６.综合两个数据集上的实验结果

得出,在面对不同稀疏程度的真实张量数据时,本文给出的

ParSCPＧALS算法相较于现有并行和串行算法获取得更好的

性能.

结束语　本文提出的结合 GPU 技术的并行 CP张量分

解ParSCPＧALS算法是对CPＧALS张量分解算法进行改进后

的并行实现.首先,对CPＧALS中的 TensorKhatriＧRao乘积

进行简化,并给出SCPＧALS算法;然后,结合张量数据的稀疏

特性与SCPＧALS算法,实现原 CPＧALS算法的并行化,也就

是ParSCPＧALS算法.基于模拟数据集和真实数据集的算法

性能对比实验,都验证了 ParSCPＧALS算法能有效提升 CP
张量分解的计算效率.模拟数据集和真实数据集上的实验结

果都表明,相比于现有的并行张量算法,ParSCPＧALS算法有

着更优的性能,能够高效地处理大规模稀疏张量的分解问题.

参 考 文 献

[１] LI X T．Research on Key Technologiesof MultiＧRelational

GraphMiningBasedonTensors[D]．Harbin:HarbinInstitute

ofTechnology,２０１３．(inChinese)

李旭涛．基于张量的多关系图挖掘关键技术研究[D]．哈尔滨:

哈尔滨工业大学,２０１３．
[２] YANGB,LIU DY,LIUJM,etal．ComplexNetworkClusteＧ

ringAlgorithms[J]．JournalofSoftware,２００９,２０(１):５４Ｇ６６．(in

Chinese)

杨博,刘大有,LIUJM,等．复杂网络聚类方法[J]．软件学报,

２００９,２０(１):５４Ｇ６６．
[３] MØRUPM．Applicationsoftensor(multiwayarray)factorizaＧ

tionsanddecompositionsindatamining[J]．WileyInterdiscipliＧ

nary Reviews Data Mining & Knowledge Discovery,２０１１,

１(１):２４Ｇ４０．
[４] HITCHCOCKFL．Theexpressionofatensororapolyadicasa

sumofproducts[J]．JournalofMathematicsandPhysics,１９２７,

６(１Ｇ４):１６４Ｇ１８９．
[５] KOLDATG,BADERB W．TensorDecompositionsandAppliＧ

cations[J]．SiamReview,２００９,５１(３):４５５Ｇ５００．
[６] HARSHMANRA．FoundationsofthePARAFACprocedure:

Modelandconditionsforan ‘explanatory’multiＧmodefactor

analysis[J]．UCLA WorkingPapersinPhonetics,１９７０,１６:１Ｇ８４．
[７] CARROLL J D,PRUZANSKY S,KRUSKAL J B．CANＧ

DELINC:ageneralapproachto multidimensionanalysisof

manyＧwayarrayswithlinearconstraintsonparameters[J]．PsyＧ

chometrika,１９８０,４５(１):３Ｇ２４．
[８] PAPALEXAKISEE,FALOUTSOSC,SIDIROPOULOSND．

ParCube:SparseParallelizableTensorDecompositions[J]．Acm

TransactionsonKnowledgeDiscoveryfromData,２０１２,１０(１):

５２１Ｇ５３６．
[９] ANTIKAINEN J,HAVEL J,JOSTH R,et al．Nonnegative

TensorFactorization Accelerated Using GPGPU [J]．IEEE

TransactionsonParallel& DistributedSystems,２０１１,２２(７):

１１３５Ｇ１１４４．
[１０]ZOU B,LI C,TAN L,etal．GPUTENSOR:Efficienttensor

factorizationforcontextＧawarerecommendations[J]．InformaＧ

tionSciences,２０１５,２９９:１５９Ｇ１７７．
[１１]KANG U,PAPALEXAKISE,HARPALE A,etal．GigaTenＧ

sor:scalingtensoranalysisupby１００timesＧalgorithmsanddisＧ

coveries[C]∥ ACM SIGKDD International Conference on

KnowledgeDiscoveryandDataMining．ACM,２０１２:３１６Ｇ３２４．
[１２]COOKS．CUDAProgrammingＧADeveloper’sGuidetoParallel

ComputingwithGPUs[M]．Beijing:ChinaMechinePress,２０１４．
(inChinese)

COOKS．CUDA并行程序设计[M]．北京:机械工业出版社,

２０１４．
[１３]BELLN,GARLAND M．EfficientSparseMatrixＧVectorMultiＧ

plicationonCUDA[OL]．http://www．users．csbsju．edu/~

mheroux/fau２０１３_csci３１７/SPMVＧGarlandＧBell．pdf．
[１４]LEY M．DBLP:somelessonslearned[J]．Proceedings ofthe

VLDBEndowment,２００９,２(２):１４９３Ｇ１５００．
[１５]HARPERFM,KONSTANJA．TheMovieLensDatasets:HisＧ

toryandContext[J]．ACM TransactionsonInternactiveIntelliＧ

gentSystmes(TiiS),２０１５,５(４):１９．

７１３第１１期 佘光伟,等:用于求解正则(３,４)ＧSAT实例集的修正警示传播算法




