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新型软粗糙集:软粗糙半群

路怡瑶　孔祥智

(江南大学理学院　江苏 无锡２１４１２２)
　

摘　要　为进一步简化处理不确定性问题的方法,在半群上研究了一种新型的软粗糙集(MSRＧ半群).首先,基于软

集、粗糙集和半群的一些基本理论,对它们之间的关系进行深入研究,并讨论了软粗糙集的运算和基本性质;接着,为

了进一步了解软逼近空间,应用了下软粗糙逼近和上软粗糙逼近的概念;同时,在半群上提出了两种特殊软集即 GＧ软

集和 GGＧ软集的概念,对其做相应的运算,并给出实例进行了证明;接着,对 MSRＧ逼近空间的粗糙性进行讨论,提出

了 MSRＧ半群的概念,并且研究了上 MSRＧ半群和下 MSRＧ半群的基本特征;最后,通过实例进行比较分析,说明了软粗

糙半群的研究价值.
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NovelSoftRoughSet:SoftRoughSemigroups
LUYiＧyao　KONGXiangＧzhi

(SchoolofScience,JiangnanUniversity,Wuxi,Jiangsu２１４１２２,China)

　
Abstract　Inordertofurthersimplifythemethodofdealingwiththeproblemofuncertainty,thispaperstudiedanew
typeofsoftroughset(MSRＧsemigroup)onsemigroups．Firstofall,basedonsomebasictheoriesofsoftsets,rough
setsandsemigroups,therelationshipamongthem weredeeplystudied,andtheoperationandbasicpropertiesofsoft
roughsetswerediscussed．Then,inordertofurtherunderstandthesoftapproximationspace,theconceptsofthelower
anduppersoftroughapproximationwereapplied．Atthesametime,twospecialsoftsetsGＧsoftsetsandGGＧsoftsets
wereproposedonsemigroups,correspondingoperationsweregivenandsomeexamplesweregiven．Then,theroughness
ofthesoftapproximationspacewasdiscussed,theconceptofMSRＧsemigroupswasproposed,andthebasiccharacterisＧ
ticsoftheupperandlowerMSRＧsemigroupswerestudied．Finally,acomparativeanalysisofexampleshowsthereＧ
searchvalueofthesoftroughsemigroup．
Keywords　Roughset,Softroughset,MSRＧsets,MSRＧsemigroups

　

１　引言

粗糙集理论由波兰数学家 Pawlak于１９８２年首次提出,
它作为一种重要的数学工具,在处理不确定性管理的问题中,
与智能决策、认知科学、模式识别、机器学习和图像处理等领

域广泛结合.根据粗糙集的定义,在全域中的一个子集上建

立一种等价关系,而在Pawlak粗糙集中这种等价关系通常在

理论和应用等方面都会受到限制.因此,许多研究者通过利

用非等价关系对Pawlak粗糙集的概念进行推广[１Ｇ２];同时,粗
糙集理论还可以被应用到代数结构中[３Ｇ５].

为了进一步发展不确定性理论,俄国学者 Molodtsov于

１９９９年提出了一种新概念———软集.作为一种解决不确定

性问题的重要数学工具,软集对描述的物体没有任何限制条

件,这大大简化了决策过程,尤其对缺乏物质信息的问题决策

更有效.近年来,对软集理论的研究发展迅速[６Ｇ８],但是在现

实生活中很多领域的属性都具有模糊性,从而促使很多学者

开始对软集进行扩展研究.用集合的代数结构处理不确定性

问题已经被很多学者所关注,因此软集作为集合的理论分支,
其代数结构自然也得到了很多学者的重视.Aktas等[９]定义

了软群的概念;Feng等[１０]将软集理论和半环代数结构相结

合,得到了一种新的代数结构———软半环.另一方面,半群代

数理论系统是一个二元运算的代数系统,其研究始于２０世纪

５０年代.半群理论已成为代数学的一个公认分支学科,并以

其特有的方法早已独立于群论和环论之外,在形式语言和自

动机等领域都有具体的研究.在处理很多不确定性问题时,
软集合理论主要运用参数化法,而粗糙集理论主要依靠构造

隶属函数.然而,许多复杂的实际问题仅仅依靠其中一种数

学工具得不到解决,需要粗糙性和参数化来共同简化问题,此
时,粗糙集理论和软集合理论可以作为两种不同的工具来共

同解决复杂的不确定性问题.显然,这两种理论之间没有直

接的联系,为了能够在粗糙集中应用参数化工具,Feng引入

了新概念———软粗糙集.为解决理论和实际应用等方面的问



题,要求这里的软集必须是完整软集.
若弱化对软集的要求,即如果不是完整软集,经证明得到

这种不完整的软集显然不满足软粗糙集的定义.因此,本文

引入新概念———MSRＧ集,提出了两种特殊软集的概念,给出

其运算性质并应用实例来进行证明;基于此,进一步研究了软

集、粗糙集和半群之间的关系,在半群上讨论了软粗糙集的基

本性质,提出了粗糙半群的延伸概念———软粗糙半群,并结合

其基本性质给予新的运算与应用.

２　预备知识

本节首先回顾关于半群、软集和粗糙集的一些基本理论.
定义１[１]　设S是一个非空集合,“􀅰”是S上的一个代

数运算,若所有的x,y,z∈S 均满足条件:(x􀅰y)􀅰z＝x􀅰
(y􀅰z),则称S关于运算“􀅰”构成一个半群,记作(S,􀅰).

(１)如果半群S包含单位元素１且满足对于所有的x∈
S,有x􀅰１＝１􀅰x＝x,那么称元素１是S的单位元,称S为

一个含单位元半群或幺半群.如果S是一个含零半群,则对

于所有x∈S,０∈S,有０􀅰x＝x􀅰０＝０.
(２)如果半群S的运算满足交换律,即对于任意的x,y∈

S,有x􀅰y＝y􀅰x,那么称S是一个交换半群或阿贝尔半群.
(３)设S是一个半群,A 是S 的一个非空子集,如果A 是

关于S 上的运算封闭,即对于所有的x,y∈A,有x􀅰y∈A,
则A 被称为S 的一个子半群.

(４)设S是一个半群,A 是S 的一个非空子集,若SA⊆A
(AS⊆A),则称A是S上的一个左理想(右理想).若A 在S
中既是 左 理 想 又 是 右 理 想,则 称 A 是 S 的 一 个 理 想.若

ASA⊆A,则称A 是S 的一个双理想.
定义２[２]　设U 是全域集,E 是参数集,P(U)为U 的幂

集,且集合A⊆E,F 是一个集值映射,即F:A→P(U),则称

(F,A)是U 上的一个软集.
假设en 为A 中的任意一个元素,定义２表示每个F(en)

都可以看作(F,A)中en 元素的一个集合或者en 近似元素的

集合.
定义３[３]　设U 是全域集,E 是参数集,P(U)为U 的幂

集,且A＝{e１,e２,􀆺,en}⊆E,(F,A)是U 上的一个软集.
如果 ∪

ei∈A
F(A)＝U,即满足F(e１)∪F(e２)∪􀆺∪F(en)＝

U,则称软集(F,A)为U 上的完整软集.
定义４[４]　令R为全域U 上的等价关系,(U,R)是一个

Pawlak逼近空间,设 X 是U 的一个非空子集,即 X⊆U,若

R∗X＝R∗X,则称X 是可定义的.若R∗X－R∗X≠Ø,则称

X 为粗糙集.其中的两种运算被定义为:

R∗X＝{x∈U:[x]R⊆X}

R∗X＝{x∈U:[x]R∩X≠Ø}
其中,[x]R 表示在U 上与元素x 有R 等价关系的所有元素

的集合.
引理１[５]　假设(U,R)是Pawlak逼近空间,其中R 为全

域U 上的等价关系,A,B⊆U,则有:

R∗ (A)⊆A⊆R∗ (A)

R∗ (Ø)＝Ø＝R∗ (Ø)

R∗ (U)＝U＝R∗ (U)

R∗ (R∗ (A))＝R∗ (A)

R∗ (R∗ (A))＝R∗ (A)

R∗ (R∗ (A))＝R∗ (A)

R∗ (R∗ (A))＝R∗ (A)

R∗ (A)＝(R∗ (Ac))c

R∗ (A)＝(R∗ (Ac))c

R∗ (A∩B)＝R∗ (A)∩R∗ (B)

R∗ (A∩B)⊆R∗ (A)∩R∗ (B)

R∗ (A∪B)⊇R∗ (A)∩R∗ (B)

R∗ (A∪B)⊇R∗ (A)∪R∗ (B)

A⊆B→
R∗ (A)⊆R∗ (B)

R∗ (A)⊆R∗ (B){
定义５[６]　设G＝(F,A)是U 上的软集,则称P＝(U,G)

为软逼近空间.对于 X⊆U,在 P 的基础上,定义以下两种

运算:

aprP(X)＝{u∈U|∃a∈A[u∈F(a)⊆X]}

aprP(X)＝{u∈U|∃a∈A[u∈F(a),F(a)∩X≠Ø]}

则称aprP(X),aprP(X)分别为在P 上关于X 的下软粗糙逼

近和上软粗糙逼近.若aprP(X)＝＝aprP (X),则称 X 是软

可定义的;否则,称X 是软粗糙集.
根据定义５,显然有aprP(X)⊆X⊆aprP(X).
注１　为解决理论和实际应用等方面的问题,在定义５

中,只有aprP(X)⊆X⊆aprP(X)恒成立时,才能更深一步研

究软粗糙集,这必须要求软集G＝(F,A)是完整软集;否则,
与恒成立的式子矛盾,从而直接限制了它的研究价值.

例１　若G＝(F,A)是U 上的软集,由表１所列数据可

知P＝(U,G)为软逼近空间,而由定义３可知G＝(F,A)不是

完整的.

表１　软集G

Table１　SoftsetG

u１ u２ u３ u４ u５ u６ u７

e１ １ ０ １ １ ０ ０ ０
e２ ０ １ ０ ０ ０ １ ０
e３ １ ０ １ １ ０ ０ １

不妨令X＝{u１,u２,u５,u６},根据定义５中的aprP(X)＝

{u２,u６},aprP＝{u１,u２,u３,u４,u６,u７},得到X⊈aprP(X),这
显然与注１的要求矛盾.

为避免此种情况的出现,下文将讨论另一种软粗糙集,并
将其应用到半群中.

３　MSRＧ集

本节首先介绍另一种软粗糙集(MSRＧ集)的概念,然后给

出两种特殊软集,在半群上研究其相应的运算与性质.
定义６[７]　(F,A)为U 上的软集,映射φ:U→P(A)定义

为:φ(x)＝{a|x∈F(a)},则称(U,φ)为 MSＧ逼近空间.对于

任意的一个集合X⊆U,定义以下两种运算:

Xφ＝{x∈X|∀y∈Xc,φ(x)≠φ(y)}

Xφ＝{x∈U|∃y∈X,φ(x)＝φ(y)}

则称Xφ 和Xφ 分别为X 的下 MSRＧ逼近和上 MSRＧ逼近.若

Xφ＝Xφ,则称X 是 MSＧ可定义的;否则称X 为 MSRＧ集.

根据定义６,显然有Xφ⊆X⊆Xφ.
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注２　上述定义中,对于任意的 X⊆U,无论软集(F,A)

是否完整,都有Xφ⊆X⊆Xφ.为便于理解,下面通过例２来

进行说明.

例２　假设(F,A)是U 上的软集,如表２所列,(U,φ)是

MSＧ逼近空间,根据定义３可得软集(F,A)是不完整的.映

射φ:U→P(A)定义为:φ(x)＝{a|x∈F(a)},由表２可知,

φ(u１)＝Ø,φ(u２)＝φ(u５)＝φ(u７)＝{e１,e３},φ(u３)＝φ(u６)＝
{e２},φ(u４)＝{e３}.

令X＝{u１,u２,u４,u６},由定义６可知:Xφ ＝{u１,u４},

Xφ＝{u１,u２,u３,u４,u５,u６,u７}.显然,Xφ⊆X⊆Xφ.

表２　软集(F,A)１

Table２　Softset(F,A)１

u１ u２ u３ u４ u５ u６ u７

e１ ０ １ ０ ０ １ ０ １
e２ ０ ０ １ ０ ０ １ ０
e３ ０ １ ０ １ １ ０ １

引理２[８]　(F,A)为全域U 上的软集,(U,φ)是 MSＧ逼近

空间.那么,对于U 上的任意两个子集X 和Y(X⊆Y),有

Xφ⊆Yφ.

下面在半群S上介绍两种特殊的软集.

定义７　设(F,A)是S 上的软集,P(A)是A 的幂集,映
射φ:U→P(A)定义为:φ(x)＝{a|x∈F(a)}.若对于所有的

a,b,c,d∈S,有φ(a)＝φ(b),φ(c)＝φ(d)满足条件φ(ac)＝

φ(bd),则称(F,A)是S上的 GＧ软集.

定义８　设(F,A)是S上的 GＧ软集,映射φ:U→P(A)定
义为:φ(x)＝{a|x∈F(a)}.若对于所有的c∈S,x,y∈S,有

φ(c)＝φ(xy),则∃a,b∈S,使得φ(x)＝φ(a),φ(y)＝φ(b)满
足ab＝c,则称(F,A)是S上的 GGＧ软集.

例３　令集合S＝{０,a,b,c,d}满足乘法运算,如表３所列.

表３　乘法运算表１

Table３　Tableformultiplicationoperation１

０ a b c d
０ ０ ０ ０ ０ ０
a ０ a a a a
b ０ a a a a
c ０ a a a a
d ０ a a a a

显然,(S,􀅰)是一个半群.由表４可得,(F,A)是S上的

软集,并由其数据可知,φ(０)＝φ(b)＝{e１,e２},φ(a)＝φ(c)＝
{e２},φ(d)＝{e１}.根据定义７,因为φ(０􀅰a)＝φ(０)≠φ(a)＝

φ(b􀅰c),所以(F,A)不是S上的 GＧ软集.

表４　软集(F,A)２

Table４　Softset(F,A)２

０ a b c d
e１ １ ０ １ ０ １
e２ １ １ １ １ ０

例４　继续讨论例３中的半群(S,􀅰).由表５可得,(F,

A)是S上的软集,由表中数据可知,φ(０)＝{e１,e２},φ(a)＝

φ(c)＝{e１},φ(b)＝φ(d)＝{e２}.由定义７可得,(F,A)是S
上的 GＧ软集,根据定义８,因为φ(c)＝φ(bd),但b􀅰d＝a≠c,

所以(F,A)不是S上的 GGＧ软集.

表５　软集(F,A)３

Table５　Softset(F,A)３

０ a b c d
e１ １ １ ０ １ ０
e２ １ ０ １ ０ １

例５　同样地,在例３中的半群(S,􀅰)上进行讨论.由

表６可得,(F,A)是S上的软集,且由表中数据可知,φ(０)＝
{e１,e２},φ(a)＝{e１},φ(b)＝φ(c)＝φ(d)＝{e２}.由定义７和

定义８易证,(F,A)是S上的 GＧ软集,也是S上的 GGＧ软集.

表６　软集(F,A)４

Table６　Softset(F,A)４

０ a b c d
e１ １ １ ０ ０ ０
e２ １ ０ １ １ １

命题１　设(F,A)是半群S上的 GＧ软集,且X,Y 是S 上

的任意两个非空子集,则有Xφ􀅰Yφ⊆X􀅰Yφ.

证明:令c∈Xφ􀅰Yφ,则c＝xy,其中x∈Xφ,y∈Yφ.因

此,φ(c)＝φ(xy).由定义 ６可知,对于 ∃x１ ∈X,y１ ∈Y,

有φ(x)＝φ(x１),φ(y)＝φ(y１);又由于(F,A)是S上的 GＧ软

集,则由定义７可得,φ(xy)＝φ(x１y１).因此,∃x１y１∈X􀅰

Y,显然有xy∈X􀅰Yφ,即c∈X􀅰Yφ,所以Xφ􀅰Yφ⊆X􀅰Yφ.
命题得证.

例６　令集合S＝{０,a,b,c}满足乘法运算,如表７所列.

表７　乘法运算表２

Table７　Tableformultiplicationoperation２

０ a b c
０ ０ ０ ０ ０
a ０ a a a
b ０ a a a
c ０ a a a

显然,(S,􀅰)是一个半群,定义(F,A)为S上的软集,其
中A＝{e１,e２},F(e１)＝{０,a,b,c},F(e２)＝{０,a,b,c},MSＧ逼

近空间(U,φ)的映射φ分别为:φ(０)＝{e１},φ(a)＝φ(b)＝

φ(c)＝{e１,e２}.易知:(F,A)是S 上的 GＧ软集.若 X＝{０,

b},Y＝{b,c},则Xφ＝{０,a,b,c},Yφ＝{a,b,c}.因此,Xφ􀅰

Yφ＝{０,a}.又因为X􀅰Yφ ＝{０,a}φ ＝{０,a,b,c},所以有

Xφ􀅰Yφ⊆X􀅰Yφ.

命题２　设(F,A)是半群S上的 GGＧ软集,且 X,Y 是S
上的任意两个非空子集,则有Xφ􀅰Yφ＝X􀅰Yφ.

证明:(１)由命题１的结论可知Xφ 􀅰Yφ ⊆X􀅰Yφ 显然

成立.
(２)下面证明X􀅰Yφ⊆Xφ􀅰Yφ 成立.

令c∈X􀅰Yφ,则∃x∈X,y∈Y,有φ(c)＝φ(xy)成立.

因为(F,A)是S上的 GGＧ软集,所以对于φ(c)＝φ(xy),∃a,

b∈S,使得φ(a)＝φ(x),φ(b)＝φ(y),满足c＝ab.又因为

a∈Xφ,b∈Yφ,所以ab∈Xφ􀅰Yφ,即X􀅰Yφ⊆Xφ􀅰Yφ.

综上所述,Xφ􀅰Yφ＝X􀅰Yφ,命题得证.

例７　根据表６数据,有φ(０)＝{e１,e２},φ(a)＝{e１},

φ(b)＝φ(c)＝φ(d)＝{e２},可知(F,A)是S 上的 GGＧ软集.

令X＝{０,b},Y＝{a,c},则 X􀅰Y＝{０,a}.由定义６可得,
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Xφ＝{０,b,c,d},Yφ＝{a,b,c,d},X􀅰Yφ＝{０,a},Xφ􀅰Yφ＝

{０,a},即Xφ􀅰Yφ＝X􀅰Yφ.

４　软粗糙半群的特征

本节将简单介绍 MSRＧ半群的概念并讨论其特征,同时

对上(下)MSRＧ半群的一些特征进行研究.
定义９　设(F,A)为半群S上的软集,映射φ:U→P(A)

为φ(x)＝{a|x∈F(a)},则称(S,φ)为 MSＧ逼近空间.对于

任意的一个集合X⊆S,定义以下两种运算:

Xφ＝{x∈X|∀y∈Xc,φ(x)≠φ(y)}

Xφ＝{x∈S|∃y∈X,φ(x)＝φ(y)}

则称Xφ 和Xφ 分别为X 的下 MSRＧ逼近和上 MSRＧ逼近.

当Xφ≠Xφ 时,有:

(１)若Xφ(Xφ)是S上的子半群,则称 X 是关于S 上(F,

A)的下 MSRＧ半群(上 MSRＧ半群).
(２)若Xφ 和Xφ 都是S 上的子半群,则称 X 是关于S 上

(F,A)的 MSRＧ半群.
例８　在例３中,令X＝{０,a,b,d},则由定义９可得Xφ＝

{０,b,d}⊆S,Xφ＝{０,a,b,c,d}＝S.因此,Xφ 和Xφ 都是S
上的子半群,即X 是关于S 上(F,A)的 MSRＧ半群.

定理１　假设(S,φ)是一个 MSＧ逼近空间,X,Y 是半群S
上的下 MSRＧ半群,则X∩Y 也是S 上的一个下 MSRＧ半群.

证明:由定义９可得Xφ 和Yφ 都是S 上的子半群,则Xφ∩
Yφ 是S 上的子半群.由文献[７]中的定理３可得,X∩Yφ 也

是S 上的子半群.因此,X∩Y 也是S 上的一个下 MSRＧ
半群.

一般而言,若X,Y 是S 上的上 MSRＧ半群,则X∩Y 并不

是S上的上 MSRＧ半群,下面通过一个例子来进行说明.
例９　考虑例４中的半群S和软集(F,A),令X＝{b,c},

Y＝{a,b},根据定义９可得Xφ＝{a,b,c,d},Yφ＝{a,b,c,d}.

显然,Xφ,Yφ 均是S 的子半群.因此,X,Y 都是S 上的上

MSRＧ半群.而X∩Yφ＝{b}φ＝{b,d}不是S 上的子半群,则
有X∩Y 不是S 上的上 MSRＧ半群.

下面通过例１０说明X,Y 是S 上的 MSRＧ半群,但X∪Y
不是S 上的下(上)MSRＧ半群.

例１０　令集合S＝{０,a,b,c,d}满足乘法运算,如表８所列.

表８　乘法运算表３

Table８　Tableformultiplicationoperation３

０ a b c d
０ ０ ０ ０ ０ ０
a ０ a a a a
b ０ a a a a
c ０ a a a a
d ０ a a a a

显然,(S,􀅰)是一个半群定义S 上的软集(F,A),其中

A＝{e１,e２,e３},F(e１)＝{０,a,b,c,d},F(e２)＝{０,a,b,c,d},

F(e３)＝{０,a,b,c,d},MSＧ逼近空间(U,φ)的映射φ分别为

φ(０)＝{e１},φ(a)＝{e２},φ(b)＝φ(c)＝{e２,e３},φ(d)＝{e１,

e２}.令X＝{a,c},Y＝{０,a,b,d},则Xφ＝{a},Xφ＝{a,b,c},

Yφ＝{０,a,b,c,d},显然X,Y 是S上的 MSRＧ半群.而X∪Yφ＝

{０,a,b,c,d}φ＝{０,a,b,c,d},X∪Yφ＝{０,a,b,c,d}φ＝{０,a,

b,c,d}.显然,X∪Y 不是S 上的下(上)MSRＧ半群.
定理２　(F,A)是半群S上的一个 GＧ软集,且X 是S 上

的一个子半群,则Xφ 也是S 上的一个子半群.

证明:已知X是S上的一个子半群,且X⊆Xφ,显然Xφ 是

非空的.对于∀m,n∈Xφ,由定义９可得∃x,y∈X,φ(m)＝

φ(x),φ(n)＝φ(y).又因为(F,A)是 GＧ软集,则对于x􀅰y∈
X􀅰X⊆X,有φ(mn)＝φ(xy),满足 mn∈Xφ.综上所述,Xφ

是S 上的一个子半群.
定理３　(F,A)是半群S上的一个 GGＧ软集,且 X 是S

上的一个子半群,若Xφ≠Ø,则Xφ 也是S 上的一个子半群.

证明:已知Xφ≠Ø,利用反证法,对于∀m,n∈Xφ,假设

mn∉Xφ,则∀x∈Xc,φ(m)≠φ(x)且∀y∈Xc,φ(n)≠φ(y).
下面分两种情况进行讨论:
(１)若有mn∉X,而mn∈Xφ􀅰Xφ⊆X􀅰X⊆X,显然此时

矛盾.
(２)若有mn∈X,且满足∃x′∈Xc,φ(x′)＝φ(mn)成立.

已知(F,A)是 GGＧ软集,那么,∃x１,y１∈S,有φ(m)＝φ(x１),

φ(n)＝φ(y１)满足x１y１＝x′∈Xc,则x１∈Xc 或y１∈Xc.事

实上,若x１∉Xc 且y１∉Xc,即x１∈X,y１∈X,则有x１y１∈

X􀅰X⊆X,此时矛盾.而当∃x１∈Xc 时,有φ(m)＝φ(x１)或

当∃y１∈Xc 时,有φ(n)＝φ(y１),这两种情况均与前面的假

设矛盾.

综上所述,对于∀m,n∈Xφ,有mn∈Xφ,即证Xφ 是S 上

的一个子半群.
定理４　(F,A)是半群S上的一个 GＧ软集,且X 是S 上

的一个理想,则Xφ 也是S 上的一个理想.

证明:已知 X 是半群S 上的一个理想,则有 SX⊆X,

XS⊆X.显然,X 是S 上的一个子半群.根据定理２可得,

Xφ 是S上的一个子半群.若r∈S,s∈Xφ,则∃x∈X,有φ(s)＝

φ(x).又由 (F,A)是 S 上 的 一 个 GＧ软 集,则 ∃rx∈S􀅰

X⊆X,有φ(rs)＝φ(rx),根据定义９得rs∈Xφ.因此Xφ 是S

的一个左理想.同理可得,Xφ 是S 的一个右理想.综上,Xφ

是S 上的一个理想.
注３　若(F,A)是半群S上的 GＧ软集,且X 是S 上的一

个理想,则Xφ 不是S 上的理想.如例８中Xφ＝{０,b,d},显
然b􀅰c＝a∉Xφ,即Xφ􀅰X⊈Xφ,同理可得,X􀅰Xφ⊈Xφ,则

Xφ 不是S 上的理想.
定理５　(F,A)是半群S上的一个 GＧ软集,且X 是S 上

的一个双理想,则Xφ 也是S 上的一个双理想.

证明:已知X是S上的一个双理想,则有XSX⊆X.根据

定理２可得,Xφ 是S上的一个子半群.根据命题１,有Xφ􀅰S􀅰

Xφ⊆Xφ􀅰Sφ􀅰Xφ⊆X􀅰S􀅰Xφ⊆Xφ.因此,Xφ 是S 上的一

个双理想.

注４　同注３,在与定理５相同的条件下,Xφ 也不是S 上

的双理想.
命题３　(F,A)是半群S上的一个 GGＧ软集,且X,Y 是

S 上的任意两个理想,则X􀅰Yφ⊆Xφ∩Yφ.
证明:已知 X,Y 是S 上的一个理想,则有 X􀅰Y⊆X,

X􀅰Y⊆Y,从而X􀅰Yφ ⊆Xφ,X􀅰Yφ ⊆Yφ,即X􀅰Yφ ⊆Xφ ∩
Yφ.
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５　软粗糙半群在群体决策中的应用

对于处理决策方面的问题,软集和粗糙集的应用共同提

供了许多方法[１７Ｇ１９].Feng[１７]引入的软粗糙集所需的软集要

求必须是完整软集(例１说明了这个问题);本文所提出的软

粗糙半群则不需要其是完整软集,并且对于群体决策问题不

会影响其最后的结果,反而更加精确.

下文首先简单介绍群体决策的方法及步骤,再通过实例

将其与Feng在文献[１７]中所得到的结论进行对比.

令全域U＝{u１,u２,􀆺,ul},E 是参数集,集合 A＝{e１,

e２,􀆺,em}⊆E,假设在U 上有一个专家组构成集合G＝{T１,

T２,􀆺,Tn}作为对评估对象进行评价的n位专家,每位专家

会对U 上的所有元素进行分析与比较,最后得到一个最优选

择作为其主要评估结果,从而所有专家的主要评估结果组成

U 上的一个子集.令Xi 表示专家Ti 的主要评估结果,定义

U 上的软集Φ＝(η,G)(不需要其是完整软集),而软集Φ＝
(η,G)只提供评价的最初数据集合,这时我们可以考虑关于

MSＧ逼近空间(U,φ)上 Xi 的 MSRＧ逼近,其中φ:G→P(U),

即φ(Ti)＝Xi.

利用 MSRＧ逼近,可以得到U 上的两个软集Φφ＝(ηφ,G)

和Φφ＝(ηφ,G),其 中ηφ:G→P(U),ηφ (Ti)＝Xiφ,ηφ:G→

P(U),ηφ(Ti)＝Xiφ(i＝１,２,􀆺,n).所得的评价结果可以用

模糊集来表示,对于 X⊆U,CX 为X 的特征函数,基于软集

Φ＝(η,G),U 上的模糊集μΦ 可定义为:

μΦ:U→[０,１]

uk|→μΦ(uk)＝１
n∑

n

j＝i
Cη(Tj)(uk)

其中,η(Tj)＝Xj,k＝１,２,􀆺,l.

同样地,我们可以得到U 上的另外两个模糊集μΦφ
和

μΦφ
,分别定义为:

μΦφ
:U→[０,１]

uk|→μΦφ
(uk)＝１

n∑
n

j＝i
Cηφ

(Tj)(uk)

μΦφ

:U→[０,１]

uk|→μΦφ

(uk)＝１
n∑

n

j＝i
Cηφ(Tj

)(uk)

其中,ηφ(Tj)＝Xjφ,ηφ(Tj)＝Xjφ,k＝１,２,􀆺,l.

令参数集C＝{L,M,N},其中L,M,H 分别为３种不同

的置信度.定义U 上的模糊软集R＝(α,C),α:C→P(U),

α(L)＝μΦφ
,α(M)＝μΦ,α(H)＝μΦφ

.给定一个权向量 W ＝
(wL,wM ,wH ),满足wL ＋wM ＋wH ＝１.定义v(uk)＝wL ∗
α(L)(uk)＋wM ∗α(M)(uk)＋wH ∗α(H)(uk),其中uk∈U.

满足v(up)＝max{v(uk),k＝１,２,􀆺,l}的元素up 即可作为最

优选择.

步骤:

１．输入软集(F,A).

２．利用专家组 G 的主要评估结果,构造一个评价软集

Φ＝(η,G).

３．计算软粗糙逼近,同时得到Φφ ＝(ηφ,G)和Φφ ＝(ηφ,

G).

４．计算软集Φ＝(η,G),Φφ＝(ηφ,G)和Φφ＝(ηφ,G)的相

关模糊集μΦ,μΦφ
和μΦφ

.

５．利用模糊集μΦ,μΦφ
和μΦφ

构造模糊软集R(α,C).

６．输入权向量 W,计 算 每 个 选 择ui ∈U 的 权 评 价 值

v(ui),再根据得到的权评价值对所有选择进行排列,其中最

大的权评价值即作为最优选择.

例１１　假设王先生想要买一辆车,王先生可能买的７辆

车构成全域集U＝{h１,h２,h３,h４,h５,h６,h７},决策者定义集合

A＝{e１,e２,e３,e４}包含于参数集E 中,其中e１,e２,e３,e４ 分别

表示“好看”“便宜”“安全”“耗油低”.如表９所列,软集(F,

A)表示这７辆车对王先生的吸引力.

表９　软集(F,A)５

Table９　Softset(F,A)５

h１ h２ h３ h４ h５ h６ h７

e１ ０ ０ １ ０ ０ １ １
e２ １ ０ ０ １ １ ０ １
e３ ０ ０ ０ １ １ ０ ０
e４ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

设有３个专家构成专家组集合G＝{T１,T２,T３},对U 上

的这７辆车进行评估.令Xi 表示专家Ti(i＝１,２,３)的主要

评估结果.根据上述定义,我们可以计算U 上的一个评估软

集Φ＝(η,G),该数据如表１０所列.

表１０　软集Φ＝(η,G)

Table１０　SoftsetΦ＝(η,G)

h１ h２ h３ h４ h５ h６ h７

T１ ０ ０ ０ １ １ ０ １
T２ １ ０ １ ０ ０ ０ １
T３ ０ １ １ ０ １ ０ ０

如表１０所列,显然 X１＝{h４,h５,h７},X２＝{h１,h３,h７},

X３＝{h２,h３,h５}.选择一个 MSＧ逼近空间,根据定义９,可计

算得到:

X１φ＝{h４,h５,h７},X２φ＝{h１,h７},X３φ＝{h２}

X１φ＝{h４,h５,h７},X２φ＝{h１,h３,h６,h７},X１φ＝{h２,h３,

h４,h５,h６}

利用 MSRＧ逼近,可以得到U 上的两个软集Φφ ＝(ηφ,

G),Φφ＝(ηφ,G).其中ηφ(Ti)＝Xiφ,ηφ(Ti)＝Xiφ,i＝１,２,３.

两个软集的数据分别如表１１和表１２所列.

表１１　软集Φφ

Table１１　SoftsetΦφ

h１ h２ h３ h４ h５ h６ h７

T１ ０ ０ ０ １ １ ０ １
T２ １ ０ ０ ０ ０ ０ １
T３ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

表１２　软集Φφ

Table１２　SoftsetΦφ

h１ h２ h３ h４ h５ h６ h７

T１ ０ ０ ０ １ １ ０ １
T２ １ ０ １ ０ ０ １ １
T３ ０ １ １ １ １ １ ０

接下来分别定义模糊集μΦ,μΦφ
和μΦφ

:
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μΦφ
(hk)＝１

３ ∑
３

j＝１
Cηφ

(Tj)(hk)

μΦ(hk)＝１
３ ∑

３

j＝１
Cη(Tj)(hk)

μΦφ

(hk)＝１
３ ∑

３

j＝１
Cηφ

(Tj)(hk)

其中,k＝１,２,３,４,５,６,７.

令参数集C＝{L,M,N},其中L,M,H 分别为“低置信”

“中置信”“高置信”.给定U 上的模糊软集R＝(α,C),其中

α(L)＝μΦφ
,α(M)＝μΦ,α(H)＝μΦφ

,再给定一个权向量 W＝
(０．２５,０．５,０．２５),则根据上述决策方法中权向量的定义,有:

v(hk)＝０．２５∗α(L)(hk)＋０．５∗α(M)(hk)＋

０．２５∗α(H)(hk)

其中,hk∈U,k＝１,２,􀆺,７.计算得到的数据如表１３所列.

表１３　模糊软集R(α,c)及加权评估集

Table１３　FuzzysoftsetR(α,c)andweightedevaluationvalues

h１ h２ h３ h４ h５ h６ h７

L １/３ １/３ ０ １/３ １/３ ０ ２/３
M １/３ １/３ ２/３ １/３ ２/３ ０ ２/３
N １/３ １/３ ２/３ ２/３ ２/３ ２/３ ２/３

v(􀅰) １/３ １/３ １/２ ５/１２ ７/１２ １/６ ２/３

根据表中数据,可以得到:

h７≻h５≻h３≻h４≻h１≈h２≻h６

则王先生的最优选择为h７.

注５　文献[１７]第５节的实例中所提供的软集是完整软

集,而且得到的结果有两个,最优选择分别是h５ 和h７.例１１
说明,得到的最优选择只有一个h７,并且利用新型软粗糙集

减弱了对软集的要求,即不需要是完整软集.这说明,利用软

粗糙半群不仅弱化了对软集的要求,同时还提高了运算的准

确性.

结束语　传统的粗糙集是在一种等价关系的基础上建立

的,但一些等价关系的建立会受到人为等其他关系的影响,甚

至有时候在一个集合中,我们找不到其中的等价关系.至今,

很少有人在半群中研究软粗糙代数,而本文首次将软粗糙集

应用到代数结构半群中;另外,还提出了新概念 GＧ软集和GGＧ
软集,使其能应用到代数结构、拓扑空间及其他数学理论的不

确定性理论中;同时,在 MSRＧ逼近空间中研究了半群的粗糙

性,特别研究了上(下)MSRＧ半群.

总之,本文为软粗糙代数结构提供了新的理论依据和方

法,同时,通过软集来描述粗糙集的等价关系,从而使误差尽

可能减小,提高了运算的准确性.
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