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摘　要　graphlets是指大规模网络中节点数目较少的连通诱导子图,在社交网络和生物信息学领域有着广泛的应

用.由于精确计数的计算成本较高,目前大多采用随机游走采样算法来近似估计graphlets的频率.随着节点数目的

增多,graphlets的种类数增长迅速且结构变化复杂,快速估计大规模网络中所有种类的graphlets的频率是一项挑战.

文中提出了基于两种子结构的随机游走采样算法CSRW２来估计graphlets频率,即给定graphlets节点数k(k＝４,５),

通过采样kＧgraphlets的子结构(k－１)Ｇpath和３Ｇstar得到两种样本,之后用比例放大法综合,以高效估计graphlets并

适应graphlets结构的复杂变化.实验结果表明,CSRW２能以统一的框架估计所有kＧgraphlets类型的频率,其估计精

度优于现有代表性算法,更适用于频率较低且结构较稠密的graphlets.例如,用 CSRW２估计真实网络sofbＧPenn９４
中的５Ｇgraphlets,当样本数为２万时,标准均方根误差的平均值由 WRW 算法的０．８降低至CSRW２算法的０．２２左右.
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EstimatingGraphletsviaTwoCommonSubstructuresAwareSamplinginSocialNetworks
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Abstract　GraphletsrefertotheconnectedinducedsubgraphswithsmallamountofnodesinlargeＧscalenetwork,and

haveextensiveapplicationsinsocialnetworksandbioinformatics．Duetoextremelyhighcomputationalcostsofexactly
countinggraphlets,approximatelyestimatinggraphletsconcentrationsviarandomwalksamplingalgorithmsalreadybeＧ

comesthemainstreamapproach．Asnodesizekincreases,thenumberofkＧgraphletsincreasesrapidlyandtheirstrucＧ

tureschangedramatically,soitisachallengetoquicklyestimatetherelativefrequencyofalltypesofgraphlets(graＧ

phletconcentrations)inalargeＧscalenetwork．Aimingatthisproblem,thispaperproposedanovelsamplingalgorithm,

namelycommonsubstructurespathand３Ｇstarbasedgraphletssamplingviarandomwalk(CSRW２),toefficientlyestiＧ

mategraphletsconcentrations．Givenk(k＝４,５),apartfromsamplingpathviarandomwalk,CSRW２alsosamplesanoＧ

thersubstructure３Ｇstar,andthenderivesgraphletsconcentrationsbyproportionalamplificationtofindthedensegraＧ

phletswithlessappearancemoreefficientlyandadapttothecomplexstructuralchanges．Experimentalevaluationson

realnetworksdemonstratethatCSRW２canestimatekＧgraphletsinauniformframework．CSRW２outperformstherepＧ

resentativemethodsintermsofaccuracyandismoreaccurateforthekＧgraphletswithmoreedgesandlessappearances

ingraphs．Forexample,when５ＧgraphletsinsofbＧPenn９４isestimated,theaverageNRMSEofall５ＧgraphletsisdeＧ

creasedto０．２２viaCSRW２incontrastto０．８obtainedbyWRW．
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１　引言

graphlets[１]是指大规模网络中节点数较少的连通诱导子

图(见图１),不同类型的graphlets在网络中的频率可以表征

网络的局部拓扑结构,在网络分析和生物信息学方面有着广

泛的应用,如社交网络分析与比较[２]、网络垃圾邮件及异常检

测[３]、生物蛋白质网络分析和疾病基因识别等[４].例如:一个

３节点的graphletg３
２ 描述了网络中节点之间的紧密程度.它

的频率称为聚类系数[５],是网络中的一个重要指标,常被用于

社交网络挖掘、精准广告投放和朋友兴趣推荐等[６].

随着节点数的增长,graphlets种类的数量迅速增加,结

构愈趋复杂,graphlets频率的计算开销呈指数级增长.精确

计算graphlets频率的一种方法是穷举,即枚举给定节点数的

所有kＧ连通子图,并计算与每种graphlet同构的子图数量.



即使用当下最快的精确计数算法 ESCAPE[７]来计算图 Flickr
(含２４４K个节点)中的５Ｇgraphlets数也需超过１１天.有些

研究利用分布式系统的并行性或graphlets间的组合关系[８]

来加速计数,但它们并未大幅降低计算成本.

图１　所有３,４,５Ｇgraphlets示意图

Fig．１　All３,４,５Ｇgraphletsdiagrams

　　采样 是 一 种 常 见 的 近 似 估 计 graphlets频 率 的 方 法.

Wedgesampling[９]从图中生成随机楔形来估计三角形 graＧ

phletg３
２ 的频率,pathsampling[１０]将其扩展到４Ｇgraphlets,但

是精确性有待提升.近年来,随机游走采样是估计graphlets
的主流方法,因为它具有简单适用性,在网络中通过连续k步

的随机游走来抽样kＧgraphlets并计算其频率.但是简单的k
步随机游走并不能采样到某些特定类型的kＧgraphlets,并且

现有采样算法对不同类型graphlets的估计精度参差不齐,对

于频率较低、结构较稠密的graphlets来说,使用随机游走采

样估计其频率的精度比估计频率较高的graphlets的精度更

低.WRW[１１]为无法用k步采样到的kＧgraphlets设计了一种

特定的摇摆游走方式,但它需要分别为每个k(k＝４,５)设计

不同的摇摆策略,这较为复杂且没有通用做法.

另一类抽样方法考虑在超图上执行随机游走,超图中的

节点是原图中的一个连通诱导子图,超图中的边则代表着两

端的子图只有一个顶点不同.GUISE[１２]在节点为３,４,５Ｇ

graphlets的超图上导出了一个马尔可夫Ｇ蒙特卡洛采样,并基

于 MetropolisＧHastings来获得均匀采样样本,可以同时估计

３,４,５Ｇgraphlets 信 息. 一 些 工 作,如 SRW,PSRW 和

MSS[１３],进一步改进了 GUISE,在一个超级节点为(l－１)Ｇ

graphlets的超图上做随机游走来估计lＧgraphlets(l≤k).然

而,当l≥３时,建立lＧ超图并扩展邻居的计算开销很大,使得

随机游走难以快速收敛;当l≤２时,在lＧ超图上进行随机游

走来采样较大的kＧgraphlets效率也不高.

若给定k,算法目标是计算所有类型的kＧgraphlets的频

率.文中提出了一种基于两种子结构采样再扩展的算法 CSＧ

RW２(CommonSubstructurespathand３Ｇstarbasedgraphlet

samplingviaRandom Walk)来高效估计大规模网络中的所有

kＧgraphlets频率(k＝４,５).CSRW２除了采样子结构(k－１)Ｇ

path外,同时采样了另一个子结构３Ｇstar,然后从多个已访问

节点的邻居中选择扩展点来生成所有的kＧgraphlets,两种方

式采样后用比例放大法综合两种样本来高效估计graphlets,

适应graphlets结构的复杂变化.CSRW２用简单统一的方法

计算出所有类型的graphlets的频率.在真实网络数据集中

的实验表明,CSRW２的估计精度和时间皆优于当前代表性的

graphlets采样算法,尤其适用于频率较少、更稠密的 graＧ

phlets.

本文第２节给出了graphlets和随机游走的背景知识;第

３节详细介绍了CSRW２算法的细节;第４节通过实验验证了

CSRW２算法的优越性;最后总结全文并对未来进行展望.

２　背景

２．１　图与graphlets
本文将社交网络抽象为图模型,记为G＝(V,E),其中V

是此图的节点集,E是图中的边集,Nv 是节点v的邻居.

２．１．１　诱导子图与同构

若有图G＝(V,E)和G′＝(V′,E′),V′⊆V,E′＝{(u,v)|

u,v∈V′,(u,v)∈E},则G′为G 的诱导子图.对于V′中的两

个顶点,只要它们在G中有边,则它们在G′中同样有边.

若两个图G和G′的节点间存在一个双射φ:V→V′,使得

对于G中的任意一对节点u,v∈V,均有(u,v)∈E 当且仅当

(φ(u),φ(v))∈E′,则称图G和G′同构.

２．１．２　graphlets

graphlets是指大图中节点数目相对较少的连通诱导子

图(见图１).各种graphlets在图中出现的频率可以表征图的

局部拓 扑 结 构.含k 个 节 点 的 graphlet记 为kＧgraphlets.

kＧgraphlets的种类数Tk随着节点数目的增加而急剧增加,如

３,４,５,６,７Ｇgraphlets分别有２,６,２１,１２１,８５３种.

给定k,图中第i种kＧgraphlet的数目记为Ck
i.算法的目

标是估算每种kＧgraphlet占所有kＧgraphlets的比例,即频率

ck
i,其计算式为:

ck
i＝ Ck

i

∑
Tk

i＝１
Ck

i

２．２　随机游走

随机游走是一种适用于社交网络限制访问特性的策略,

实际中可通过爬虫技术实现,过程如下:从连通图中任意一个

节点出发,并从它的邻居中随机地选取一个节点,然后访问此

节点,重复这一过程,其状态转移矩阵P＝(p(i,j))n×n如下:

p(i,j)＝
１

d(i), 如果(i,j)∈E

０, 其他
{

重复这一过程若干步后,节点v被访问的概率只与它的

度d(v)相关,与初始点的选取无关.当随机游走达到静态分

布时,某个状态出现的概率为P(v)＝d(v)/D.
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３　基于两种子结构的graphlets估计算法

３．１　引例及算法思想

实际上,给定k后不同类型的graphlets结构变化繁多,
各自在图中的频率差别很大.由graphlets频率统计信息(由

ESCAPE[７]得到)可知,图sofbＧPenn９４中仅g４
１ 和g４

２ 的频率

之和(０．４４２＋０．３７９＝０．８２１)就占所有４Ｇgraphlets的８２％,
而图socfbＧBＧanon中g５

１ 和g５
３ 的频率之和(０．１８＋０．４０５＝

０．５８５)占所有５Ｇgraphlets的５８％.相反,一些 graphlets的

频率极小,如图comＧAmazon中的g４
６,g５

２０和g５
２１的频率皆为

１０－６左右,这些graphlets的结构往往更稠密,大多共享了一

个子结构３Ｇstar:g４
２.先前的研究很少关注各graphlets之间

的结构特征及频率差异.
传统的简单随机游走算法SRW(SimpleRandom Walk)

为了收集kＧgraphlets样本,随机选择一个节点v１ 作为起始

点,然后连续随机访问k－１个节点得到v２,􀆺,vk,其中每个

节点皆是上个被访问节点的任意一个邻居节点.若v１,􀆺,vk

中有重复节点,则继续访问下一个节点直至找到k个不同的

节点或退出.以图２(a)中的４Ｇgraphlets采样为例,SRW 以

节点a为起始点,从其邻居节点 Na＝{b,d}中随机选取一个

节点,例如d,访问d节点;再随机选择d 的邻居节点,例如

g,访问g节点;然后随机选择g的邻居节点,例如h,访问h
节点.通过连续４步访问得到随机游走路径s(４)＝adgh,由
路径s(４)上的４个节点{a,d,g,h}诱导产生的graphlet是有尾

三角形g４
４.显然我们可以通过连续４步的简单随机游走获

得除g４
２ 外的所有４Ｇgraphlets,这是因为它们中有一条 HamilＧ

ton路径.但对于g４
２(如节点集{a,b,e,f}),SRW 需要５步,

即沿着路径s(５)＝abebf或者s(５)＝abfbe,需要从e到b 或f
到b回溯来采样.同样地,SRW 取样g５

３ 需要７步而不是５
步.即使对于相同的顶点数k,采样不同graphlets也需要不

同的步数.

(a)SRW 和 CSRW２ (b)CSRW２的αki

图２　SRW 和CSRW２以及CSRW２对应的重复系数示例图

Fig．２　ExampleofSRW,CSRW２andrepeatcoefficientofCSRW２

综上所述,各graphlet结构和真实频率的差异、抽样过程

中是否需要回溯和采样步数的差异,都使得 SRW 对某些

graphlets的估计准确度不高.因此本文设计了一个新的算

法CSRW２,该算法通过随机游走同时采样(k－１)Ｇpath和３Ｇ
star来适应graphlets结构的复杂变化,提高graphlets频率估

计值的精确度.

CSRW２的主要思想如下:为了统计图G中各graphlet的

频率,算法采样两种子结构(k－１)Ｇpath和３Ｇstar,再将样本综

合.为此把kＧgraphlets按结构分为２类:１)含 Hamilton路径

的graphlets类型记为集合 X,如当k＝４时,X＝{g４
１,g４

３,g４
４,

g４
５,g４

６};２)含３Ｇstar的graphlets类型记为集合Y,如当k＝４
时,Y＝{g４

２,g４
４,g４

５,g４
６}.

采样过程分为以下３步.

１)采样(k－１)Ｇpath子结构:按SRW 运行k步得到一个

含k个节点的随机游走路径s(k)
X ＝v１v２􀆺vk,直接得到由s(k)

X

所诱导出的kＧgraphlet样本,若它同构于gk
i ,则gk

i 的频率计

数xk
i 乘以系数

L(s(k)
X )

αk
(i,X)

(原理见３．４节)后累加,即xk
i ＋＝

L(s(k)
X )

αk
i,X

.

２)采样３Ｇstar子结构再扩展:从步骤１)中的邻居中随机

选择一个额外节点vk＋１ 与v１,v２,v３ 一起得到３Ｇstar,再以

３Ｇstar为基础,从这４个节点的邻居中随机选择k－４个节点

进行扩展,得到k个节点的随机游走路径s(k)
Y ＝v１v２v３vk＋１􀆺

v２k－３,从而得到s(k)
Y 诱导出的kＧgraphlet样本,若它同构于

gk
i,则gk

i 的频率计数yk
i 乘以系数

L(s(k)
Y )

αk
i,Y

(原理见３．４节)后

累加,即yk
i＋＝

L(s(k)
Y )

αk
i,Y

.需要指出的是,步骤２)是为了更精

确地估计更稠密、出现频率较小的graphlets.注意步骤１)－
步骤２)中若有重复节点,则需继续访问下一个节点直至找到

k个不同的节点或退出.算法１给出了 CSRW２采样kＧgraＧ
phlets样本的过程.

３)比例放大综合:在图G中多次运行算法１可得到许多

s(k)
X 和s(k)

Y 诱导出的样本,后续需做比例放大来整合 X 和Y,
并消除估计偏差(见３．２节、３．３节)以得到最终的graphlets

频率估计值c
∧
k
i(见算法２).

算法１　CSRW２采样kＧgraphlets样本

输入:起始点vi

输出:k节点路径s(k)
X ＝v１v２􀆺vk,s(k)

Y ＝v１v２v３vk＋１􀆺v２k－３

１．FORi＝２TOkDO

２．　vi←从 Nvi－１
中随机选取一点

３．ENDFOR

４．vk＋１← 从 Nv２
中随机选取一点

５．IFk＞４THEN

６．　FORj＝１TOk－４DO

７．　　vk＋１＋j←从 Nv１
,Nv２

,Nv３
,Nvk＋１

中随机选取一点

８．ENDFOR

９．ENDIF

１０．RETURNk节点路径s(k)
X 及s(k)

Y

算法２　CSRW２估计各kＧgraphlet的频率c
∧
k
i

输入:G,样本数n,graphlets节点数k,αk
i,X,αk

i,Y

输出:各graphlet的频率估计值c
∧

k
i

１．C
∧

k
i←０,在随机游走收敛后选择起始点s

２．FORl＝１TOnDO

３．　v１←起始点s,用算法１产生 k路径s(k)
X ＝v１v２􀆺vk 及s(k)

Y ＝

v１v２v３vk＋１􀆺v２k－３

４．　IFs(k)
X 含有k个不同的节点 THEN

５．　　i←s(k)
X 诱导的graphlet标号

６．　　xk
i＋＝

L(s(k)
X )

αk
i,X

７．　ENDIF

８．　IFs(k)
Y 含有k个不同的节点 THEN

９．　　i←s(k)
Y 诱导的graphlet标号
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１０． yk
i＋＝

L(s(k)
Y )

αk
i,Y

１１．ENDIF
１２．s←从 Ns 中随机选取一点,l＋＋
１３．ENDFOR
１４．FORi＝１TOTkDO

１５．用比例放大法(见３．３节)处理得到C
∧

k
i

１６．ENDFOR

１７．RETURNC
∧

k
i＝

C
∧

k
i

∑
T

k

i＝１
C
∧

k
i

３．２　重复系数计算

在统计各graphlet的频率时,有两个原因可能导致统计

误差:１)每种gk
i 都可能沿着多个采样路径采样到,每种gk

i 的

不同采样路径数称为它的重复αk
i 系数,不同gk

i 的αk
i 不同.

２)给定一个起始点,每次随机游走访问各节点而得到样本的

概率不同,这取决于游走路径的拓扑结构和采样算法.为了

消除误差以保证无偏估计,需除去重复系数和每种graphlet
样本被选取的概率带来的影响.

给定采样算法,重复系数是可以预先计算出的固定常数.

如图２(b)所示,对于g４
１,CSRW２按步骤１)采样３Ｇpath时可

由v１ 至v４ 采样得到g４
１,或由v４ 至v１ 采样得到g４

１,即α４
１,X ＝

２;但按步骤２)采样３Ｇstar时没有可行的采样路径,这是因为

g４
１ 不含３Ｇstar结构,即α４

１,X ＝０.表１和表２列出了 CSRW２
估计４,５Ｇgraphlets的重复系数αk

１,X及αk
１,Y.

表１　按CSRW２采样的重复系数αk
i 及c

∧
k
i(k＝４)

Table１　αk
iandc

∧
k
iofCSRW２(k＝４)

GraphＧlet
g４

１ g４
２ g４

３ g４
４ g４

５ g４
６

α４
i,X ２ ０ ８ ４ １２ ２４
α４
i,Y ０ ６ ０ ６ １２ ２４

C
∧
４
i

x１×
(C
∧
４
X＋C

∧
４
Y)

C
∧
４
X

y２×
(C
∧
４
X＋C

∧
４
Y)

C
∧
４
Y

x３×
(C
∧
４
X＋C

∧
４
Y)

C
∧
４
X

x４＋y４ x５＋y５ x６＋y６

c
∧
４
i

C
∧
４
１

∑C
∧
４
i

C
∧
４
２

∑C
∧
４
i

C
∧
４
３

∑C
∧
４
i

C
∧
４
４

∑C
∧
４
i

C
∧
４
５

∑C
∧
４
i

C
∧
４
６

∑C
∧
４
i

表２　按CSRW２采样的重复系数αk
i 及c

∧
k
i(k＝５)

Table２　ak
iandc

∧
k
iofCSRW２(k＝５)

Graphlet
g５

１ g５
２ g５

３ g５
４ g５

５ g５
６ g５

７ g５
８ g５

９ g５
１０ g５

１１

α５
i,X ２ ０ ０ ２ ４ ０ １０ ４ ４ ８ ８
α５
i,Y ０ ６ ２４ １２ ６ ２４ ０ ６ ３０ ２４ １８

C
∧
５
i

x１×
(C
∧
５
X＋C

∧
５
Y)

C
∧
５
X

y２×
(C
∧
５
X＋C

∧
５
Y)

C
∧
５
Y

y３×
(C
∧
５
X＋C

∧
５
Y)

C
∧
５
Y

x４＋y４ x５＋y５ y６×
(C
∧
５
X＋C

∧
５
Y)

C
∧
５
Y

x７×
(C
∧
５
X＋C

∧
５
Y)

C
∧
５
Y

x８＋y８ x９＋y９ x１０＋y１０ x１１＋y１１

c
∧
５
１

C
∧
５
１

∑C
∧
５
i

C
∧
５
２

∑C
∧
５
i

C
∧
５
３

∑C
∧
５
i

C
∧
５
４

∑C
∧
５
i

C
∧
５
５

∑C
∧
５
i

C
∧
５
６

∑C
∧
５
i

C
∧
５
７

∑C
∧
５
i

C
∧
５
８

∑C
∧
５
i

C
∧
５
９

∑C
∧
５
i

C
∧
５
１０

∑C
∧
５
i

C
∧
５
１１

∑C
∧
５
i

Graphlet
g５

１２ g５
１３ g５

１４ g５
１５ g５

１６ g５
１７ g５

１８ g５
１９ g５

２０ g５
２１

α５
i,X １２ １４ １２ １２ ２０ ２８ ３６ ４８ ７２ １２０
α５
i,Y １２ １２ ４８ ４２ ３６ ２４ ６０ ４８ ８４ １２０

C
∧
５
i

x１２＋y１２ x１３＋y１３ x１４＋y１４ x１５＋y１５ x１６＋y１６ x１７＋y１７ x１８＋y１８ x１９＋y１９ x２０＋y２０ x２１＋y２１

c
∧
５
i

C
∧
５
１２

∑C
∧
５
i

C
∧
５
１３

∑C
∧
５
i

C
∧
５
１４

∑C
∧
５
i

C
∧
５
１５

∑C
∧
５
i

C
∧
５
１６

∑C
∧
５
i

C
∧
５
１７

∑C
∧
５
i

C
∧
５
１８

∑C
∧
５
i

C
∧
５
１９

∑C
∧
５
i

C
∧
５
２０

∑C
∧
５
i

C
∧
５
２１

∑C
∧
５
i

３．３　比例放大法

对于两种方式都能采样到的graphlets:gk
i∈X∩Y(既含

Hamilton路径也含３Ｇstar),把按步骤１)采样得到的样本数之

和记为C
∧
k
X＝ ∑

g
k
i∈X∩Y

xi,其中xk
i＝D

n ∑
n

１
G(s(k)

X ,k,i)×
L(s(k)

X )
αk

i,X
,xk

i

是对Ck
i 的无偏估计(证明见３．４节),gk

i ∈X;把按步骤２)采

样得到的样本数之和记为C
∧

k
Y ＝ ∑

gk
i∈X∩Y

yi,其中yk
i ＝ D

n ∑
n

１
G

(s(k)
Y ,k,i)×

L(s(k)
Y )

αk
i,Y

,yk
i 是对Ck

i 的无偏估计(证明见３．４节),

gk
i ∈Y.例如,当k＝４时,g４

４,g４
５,g４

６∈X∩Y,它们既在 X 中

也在Y 中,则C
∧

４
X＝x４＋x５＋x６,C

∧
４
Y＝y４＋y５＋y６.

由于给定k,有些graphlets只在X 中,有些只在Y 中,还

有的既在X 中也在Y 中,因此本文用两种方式把得到的graＧ

phlets样本数按比例放大,以求得无偏估计值C
∧

k
i .

１)若gk
i 可在X 和Y 中同时出现,则C

∧
k
i＝xi＋yi;

２)若gk
i 只在X 或Y 中出现,即yi 或xi 为０,则C

∧
k
i ＝
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xi×
(C

∧
k
X＋C

∧
k
Y)

C
∧

k
X

或C
∧

k
i ＝yi×

(C
∧

k
X＋C

∧
k
Y)

C
∧

k
Y

.

表１给出了k＝４,５的比例放大法示例.根据此种方式,

C
∧

k
i (１≤i≤Tk)按同样的比例放大,且C

∧
k
１∶C

∧
k
２∶􀆺∶C

∧
k
Tk 的连比比

值也未变化.因此求得的估计值C
∧

k
i 及c

∧
k
i 如表１所列.

３．４　无偏估计

当随机游走收敛达到静态分布时,访问节点vj 的概率为

P(vj)＝
d(vj)

D
＝
d(vj)

２|E|
.考虑按 CSRW２采样(k－１)Ｇpath及

３Ｇstar两种子结构得到的两条随机游走路径s(k)
X ＝v１v２􀆺vk

及s(k)
Y ＝v１v２v３vk＋１􀆺v２k－３,其被选取到的概率为:

P(s(k)
X )＝d(v１)

D
１

d(v１)
１

d(v２)－１
１

d(v３)－１
􀆺 １
d(vk－１)

P(s(k)
Y )＝d(v１)

D
１

d(v１)
１

d(v２)－１
１

d(v２)－２×

( １

∑
３

u＝１
d(vu)＋d(vk＋１)

)k－４ (１)

记:

L(s(k)
X )＝(d(v２)－１)×(d(v３)－１)×􀆺×d(vk－１)

L(s(k)
Y )＝(d(v２)－１)×(d(v２)－２)×(∑

３

u＝１
d(vu)＋

d(vk＋１)k－４) (２)

则有:

P(s(k)
X )＝１

D
１

L(s(k)
X ),P(s(k)

Y )＝１
D

１
L(s(k)

Y ) (３)

记g(s(k))为s(k)诱导的graphlet,对于每个序列s(k),定义

G(s(k),k,i)＝
１, 若g(s(k))同构于gk

i

０, 其他{
因为每个同构于gk

i 的g(s(k))在算法 CSRW２中都有αk
i

种方式被采样到,即真实值Ck
i 乘以了αk

i 次,故有:

∑
s

(k)
∈S

(k)
G(s(k),k,i)＝αk

iCk
i

定理１　第一种方式采样n个样本得到的xk
i 是对Ck

i 的

无偏估计,其中gk
i∈X;第二种方式采样n个样本得到的yk

i

是对Ck
i 的无偏估计,其中gk

i∈Y.

证明:对于xk
i＝D

n ∑
n

１
G(s(k)

X ,k,i)×
L(s(k)

X )
αk

i,X
的期望:

E(xk
i)＝D

n ∑
n

１
E(G(s(k)

X ,k,i)×
L(s(k)

X )
αk

i,X
)

＝D
n ∑

n

１
∑

s
(k)
X ∈S

(k)
X

P(s(k)
X )G(s(k)

X ,k,i)L(s(k)
X )

αk
i,X

＝D
n ∑

n

１
∑

s
(k)
X ∈S

(k)
X

１
DL(s(k)

X )G(s(k)
X ,k,i)L(s(k)

X )
αk

i,X

＝１
n∑

n

１
∑

s
(k)

∈S
(k)
G(s(k)

X ,k,i)１
αk

i,X

＝１
n∑

n

１
αk

i,XCk
i

１
αk

i,X

＝Ck
i

同理,yk
i 可证.

根据比例放大规则,C
∧

k
i (１≤i≤Tk)按同样的比例放大,

且C
∧

k
１∶C

∧
k
２∶􀆺∶C

∧
k
Tk 的连比比值未变化,故由大数定理得:

c
∧
k
i＝

∑
n

１
G(s(k),k,i)×L(s(k))

αk
i

∑
T

k

i＝１
　∑

n

１
G(s(k),k,i)×L(s(k))

αk
i

→ck
i,当n→∞

即各kＧgraphlet频率的估计值c
∧
k
i 是无偏的.

３．５　CSRW２算法框架

CSRW２的整体过程如下:先在图G 上用算法１采样n

个kＧgraphlets样本,然后消除误差,用比例放大法综合样本

得到各kＧgraphlet频率的无偏估计值c
∧
k
i(见算法２).

４　实验结果及分析

本 节 用 实 验 来 评 估 当 前 代 表 性 算 法 SRW２CSS[１３]、

WRW[１１]和CSRW２的估计精确性.SRW２CSS在超图上随

机游走,每个节点对应原图G中的边;WRW 通过连续k步随

机游走并向左或右摇摆得到全部graphlets类型.

４．１　实验数据集及评价标准

文中选用斯坦福网络分析项目[１４]中的真实网络数据集

(见表３[７]),用C＋＋编程实现各graphlets频率估计算法,并

在图的最大连通分支上运行各算法,去除方向、自环和重边.

我们使用标准均方根误差 NRMSE:

NRMSE(c
∧
k
i)＝

E[(c
∧
k
i－ck

i)２]
ck
i

＝
Var[c

∧
k
i]＋(ck

i－E[c
∧
k
i])２

ck
i

来衡量graphlets频率估计值c
∧
k
i 的精确度.NRMSE 是误差

和方差的组合,能全面反映估计精确性.对于各算法都采样

相同的样本数,样本是指采样得到的一个k节点子图.

表３　实验数据集及graphlets频率统计信息

Table３　Graphdatasetsandgraphletsconcentrations

Graph |V| |E|/M c４
１×１０－１ c４

２×１０－１ c４
６×１０－２ c５

１×１０－１ c５
２×１０－１ c５

２１×１０－６

Ep１０K １０K ０．４ ４．２２ ５．２７ ０．１０５ １．０８ ３．３６ ３．７６
sofbＧPenn９４ ４１K １．４ ４．４２ ３．７９ ０．０３６ ０．５３ ２．７５ ７．６３
Googleplus ６４K ２．９ ３．０４ ６．５２ ０．７７１ １．６７ ３．９７ ７１６

comＧAmazon ３３５K ０．９ ２．１０ ６．９９ ０．１６ ０．３０ １．５５ ７．２４
comＧYoutube １．１３M ３．０ ０．１６ ９．８０ ８．５５×１０－５ ０．００３８１ ０．１５４ ２１７００
socＧPokec １．６３M ２２．３ １．４５ ８．４７ ０．００３５３ ０．５５ ０．０６３９ １７４

socfbＧBＧanon ２．９３M ２０．９ ４．２８ ５．２８ ０．０１４４ １．８０ ４．０５ ７６．４
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４．２　实验结果

４．２．１　精确度分析

我们首先通过实验验证比例放大综合法的有效性.图３
用CSRW２估计了图comＧYoutube中g５

１０的频率,这是因为按

两种子结构都能采样到g５
１０.可见按(k－１)Ｇpath或３Ｇstar采

样的偏差较高,而二者经比例放大后,精确性有了显著提升.

图３　验证比例放大的有效性(估计g５
１０,comＧYoutube)

Fig．３　Proportionalamplificationverification

(Estimateg５
１０,comＧYoutube)

图４比较了 CSRW２,WRW 和SRW２CSS估计４,５ＧgraＧ

phlets频率的精确度.

(a)comＧAmazon(３３５K/９２６K) (b)socfbＧBＧanon(３M/２１M)

(c)socＧPokec(１．６３M/２２M)

(d)comＧYoutube(１．１３M/３M)

图４　４,５Ｇgraphlets频率估计值的标准均方根误差(样本数量２０K)

Fig．４　NRMSEofgraphletconcentrationestimationsfork＝４,５
(numberofsampleis２０K)

样本大小为 ２ 万,远小于图的 节 点 大 小,如 只 访 问 图

socfbＧBＧanon中２．６７％的节点.NRMSE 是１０００次独立采

样结果的平均值.对于４Ｇgraphlets,CSRW２与SRW２CSS相

比,精度至少提高了３倍,最多能提高１６倍(如comＧAmazon
的g４

６),与 WRW 相比精度提高了４倍(如comＧAmazon的

g４
３).对于５Ｇgraphlets,CSRW２的精度是SRW２CSS的１２倍

(如socＧPokec的g５
２１),是 WRW 的４倍(如comＧYoutube的

g５
２１).

横向比较图４(c)和图 ４(d)可以看出,在 ２１种 ５ＧgraＧ

phlets中,CSRW２对g５
９ 以后的估计精确性更高.因此 CSＧ

RW２明显优于 WRW 和SRW２CSS,且对很少出现及结构密

集的graphlets的精确度提升幅度更大.

图５给出了不同样本数下所有类型 graphlets估计值

NRMSE的平均值.随着样本数的增长,各算法性能皆渐趋

于稳定,CSRW２优于 WRW 且大幅优于SRW２CSS.例如图

５(b)中,在样本数为２０K 时,采样５Ｇgraphlets的 NRMSE 平

均值由 WRW 的０．８降低至 CSRW２的０．２２左右.进一步

考察,当样本数增长至４０K时,CSRW２的 NRMSE平均值继

续由０．２２降低至０．１２左右.

(a)sofbＧPenn９４(４１．５K/１．４M),

k＝４

(b)sofbＧPenn９４(４１．５K/１．４M),

k＝５

图５　不同样本数下所有graphlets类型的平均NRMSE(k＝４,５)

Fig．５　AverageNRMSEoverallkＧgraphletsunderdifferent

samplenumber(k＝４,５)

图６还比较了在不同样本数下,各算法在不同稀疏图

comＧAmazon、comＧYoutube,以 及 稠 密 图 Ep１０K 和 GoogleＧ

plus上采样g４
１,g４

６,g５
１,g５

２１的收敛情况,可知 CSRW２的估计

精度优于SRW２CSS和 WRW.g４
６ 的精度提升幅度大于g４

１,

g５
２１的精度提升幅度大于g５

１,g５
２１的精度提升幅度比g４

６ 稍高,
即可得出结论:CSRW２对含３Ｇstar结构的graphlets更友好.

(a)g４
１,comＧAmazon(３３５K/９２６K) (b)g４

６,Ep１０K (１０K/０．４M)

(c)g５
１,comＧYoutube(１．１３M/３M) (d)g５

２１,Googleplus(６４K/２．９M)

图６　４,５Ｇgraphlets频率估计值的收敛性(样本数量２０K)

Fig．６　Convergenceof４,５Ｇgraphletconcentrationsestimates
(numberofsampleis２０K)
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总体而言,SRW２CSS表现最差,这可能是因为它在超图

上采样会导致更大的状态空间和计算代价,而 WRW 和 CSＧ

RW２在原始图上采样.CSRW２优于 WRW,因为它是基于

两种子结构再扩展的方法,更好地适应了 graphlets种类繁

多、频率各异、结构变化复杂的特征.

４．２．２　时间分析

我们采用３．２GHzIntelCorei５处理器和４GB内存的配

置进行实验,来比较不同算法在达到一定精确度时的时间开

销.表４给出了估计图comＧAmazon中c５
１ 的 NRMSE 达到

０．１以下时,估计算法 WRW,CSRW２及当前最优精确计数算

法ESCAPE的平均运行时间.由于 SRW２CSS的时间开销

比 WRW 和CSRW２高很多,故未把它纳入比较范围.采样

算法 WRW 和 CSRW２都比精确算法 ESCAPE快两个数量

级,这也是精确算法应用受限的原因.与 WRW 相比,采样算

法CSRW２的计算速度较快.

表４　不同算法的平均运行时间(估计c５
１,NRMSE＜０．１)

Table４　Comparisonofruntimeofdifferentalgorithms

(Estimatec５
１,NRMSE＜０．１)

(单位:s)

Graph WRW CSRW２ ESCAPE

comＧYoutube ０．５ ０．３９ １７５０

socＧPokec ０．１８ ０．１２ １９００

socfbＧBＧanon ０．２３ ０．１６ ２５３０

comＧAmazon ０．３６ ０．２１ ２０

结束语　为了提高估计大规模社交网络中graphlets频

率的精确性,尤其是频率更少、结构更稠密的graphlets,本文

提出了一种基于随机游走采样子结构(k－１)Ｇpath与３Ｇstar
的算法CSRW２,来有效地估计社交网络中各graphlets的频

率.实验表明,算法 CSRW２能高效、快速地估计 ４,５ＧgraＧ

phlets,其 精 确 性 优 于 现 有 的 代 表 性 算 法 SRW２CSS 及

WRW.未来考虑将算法扩展到估计６,７Ｇgraphlets在大图中

的频率并通过实验验证其估计精确性.
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