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摘　要　为弥补传统决策粗糙模型要求概念间无交叉且忽略了多重代价矩阵的重要性的不足,文中提出了基于覆盖

的加权多重代价决策粗糙集模型.首先,分析了基于等价关系的多重代价决策粗糙模型中存在粒度分类过细的问题,

综合考虑了代价矩阵的数量关系和相对重要程度,引入了覆盖和代价矩阵权重对其进行改进,定义了新模型的上、下

近似;然后,针对４种基于覆盖的多重代价决策粗糙集,讨论了其相互关系,并对相关性质和定理进行证明;最后,通过

医疗诊断的实例验证了模型的有效性和实用性.
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Abstract　InordertomakeupforthedeficiencyofdecisionＧtheoreticroughmodelthatthereisnocrossoverbetween

conceptsandignorestheimportanceofmultiＧcostmatrices,aroughsetofmultiＧcostdecisionＧtheoreticroughsetbased

oncoveringapproximatespacewasproposed．Firstly,theproblemofexcessivegranularityclassificationinthedecisionＧ

theoreticroughsetbasedontheequivalencerelationwasanalyzed．ConsideringthequantitativerelationandtheimporＧ

tanceamongthecostmatrices,coveringandweightedmultiplecostmatriceswereintroducedtoimprovethecovering

multiＧcostdecisionＧtheoreticroughset．Then,forfourkindsofroughsetofmultiＧcostdecisionＧtheoreticroughsetbased

oncoveringapproximatespace,theroughapproximationsofknowledgewereacquiredandtherelationshipwitheach

otherwasdiscussed．Andrelevanttheoremsandpropertieswereproved．Finally,thefeasibilityandeffectivenessofthe

methodwasverifiedbythecaseofmedicaldiagnosis．
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１　引言

粗糙集作为一种处理不确定性知识的重要工具,已被广

泛应用于众多领域[１Ｇ４].传统粗糙集模型[５Ｇ６]基于不可分辨关

系对论域进行划分,概念之间并无交叉.而实际应用中概念

的交叉现象大量存在.为此,众多学者从这一角度对传统粗

糙集模型进行了扩展[７Ｇ１０],Zakowsk等[１１]利用论域的覆盖替

代划分,提出了覆盖粗糙集模型;William 等[１２]提出了基于覆

盖的广义粗糙集模型,同时给出上、下近似的公理化方法并讨

论了属性约简;Smanta等[１３]总结了１６种基于覆盖的粗糙集

模型,并给出隐含格的定义.

由于经典粗糙集的论域可视为决策类正域和边界域的并

集,而负域为空集,且正域要求等价类完全包含于决策类,因

此模型缺乏一定的完整性和容错性.鉴于此,学者们提出了

多种可调参数的概率粗糙模型[１４Ｇ１７].Yao等[１８Ｇ１９]基于贝叶斯

风险分析提出了决策粗糙集.他们通过计算各决策的最小风

险值来得到阈值的确定值,使其在实际决策中具有语义的完

备性和可理解性.在此基础上,多种扩展模型被相继提出,其

中,文献[２０]为了描述现实生活中决策代价本身的多样性和

多变性,引入了多重代价矩阵的概念,提出了乐观、悲观及θ
可变多重代价决策粗糙集.

乐观模型仅满足决策阈值最小值的约束,悲观模型需满

足决策阈值最大值的约束,均未考虑到代价矩阵的分布情况;

θ可变多重代价决策粗糙集可视为满足一定数量的代价矩阵

约束.然而现实生活中,多重代价矩阵的重要性往往是不同

的,即对最终决策结果的影响是不平等的.基于此,本文引入

多重代价矩阵权重,并用覆盖代替划分,提出了基于覆盖的加

权多重代价决策粗糙集,讨论了其性质及模型之间的关系,最



后通过实例验证了模型的有效性和实用性.

２　基础知识

２．１　覆盖粗糙集

定义１[１１]　设U 是非空有限论域,C＝{X|X ⊆U}是U

的子集族,若C≠Ø且∪C＝U,则称C是U 的一个覆盖,二元

组(U,C)为覆盖近似空间.显然,若∩C＝Ø,则C 是U 的一

个划分,覆盖是划分的推广.

定义２[１１]　 设 (U,C)为 一 覆 盖 近 似 空 间,x∈U,称

Md(x)＝{K∈C|x∈K∧(∀S∈C∧x∈S∧S⊆K⇒K＝S)}

是x的最小描述.

定义 ３[１１]　 设 (U,C)为 一 覆 盖 近 似 空 间,x∈U,称

∩Md(x)＝∩{K|K∈C}是x的最小包含.

定义４[１１]　 设(U,C)为一覆盖近似空间,X⊆U,则 X 关

于(U,C)的下近似和上近似定义为:

C(X)＝{x∈U|(∩Md(x))⊆X}

C(X)＝{x∈U|(∩Md(x))∩X≠Ø}
(１)

２．２　多重代价决策粗糙集

文献[２０]首先给出了一组决策代价矩阵 M＝{M１,M２,

M３,􀆺,Mm},第i个决策代价矩阵如表１所列,由此分别导出

m 个α值和β值.考虑到min
m

i＝１
　αi＞min

m

i＝１
　βi,max

m

i＝１
　αi＞max

m

i＝１
　βi,给

出第i个α值和β值的计算公式:

αi＝
λi

pn－λi
bn

(λi
pn－λi

bn)＋(λi
bp－λi

pp)

βi＝
λi

bn－λi
nn

(λi
bn－λi

nn)＋(λi
np－λi

bp)
(２)

其中,０≤βi≤αi≤１.

表１　第i个决策代价矩阵

Table１　iＧthcostmatrix

X ~X
ap λipp λipn
ab λibp λibn
an λinp λinn

文献[２０]针对多个决策代价矩阵的融合机制,给出了乐

观、悲观和θ可变多重代价决策粗糙集３种模型的定义.

定义５[２０]　设(U,AT)为决策信息系统,M＝{M１,M２,

M３,􀆺,Mm}为m 个决策代价矩阵,∀A⊆AT,∀x∈U,乐观

多重代价决策粗糙集的下、上近似和边界域定义为:

AM
ODT(X)＝{x∈U:Pr(X|[x]A)≥min

m

i＝１
　αi}

AM
ODT(X)＝{x∈U:Pr(X|[x]A)＞min

m

i＝１
　βi}

BNDM
ODT(X)＝{x∈U:min

m

i＝１
　βi＜Pr(X|[x]A)＜min

m

i＝１
　αi}

(３)

其中,Pr(X|[x]A)＝|[x]A∩X|
|[x]A|

为条件概率.

∀A⊆AT,∀x∈U,悲观多重代价决策粗糙集的下、上近

似和边界域定义为:

AM
PDT(X)＝{x∈U:Pr(X|[x]A)≥max

m

i＝１
　αi}

AM
PDT(X)＝{x∈U:Pr(X|[x]A)＞max

m

i＝１
　βi}

BNDM
PDT(X)＝{x∈U:max

m

i＝１
　βi＜Pr(X|[x]A)＜max

m

i＝１
　αi}

(４)

为满足一定数量的决策代价矩阵进行决策,文献[２０]构

建了θ可变多重代价决策粗糙集模型.

定义６[２０]　设(U,AT)为决策信息系统,M＝{M１,M２,

M３,􀆺,Mm}为m 个决策代价矩阵,∀A⊆AT,∀x∈U,θ可变

多重代价决策粗糙集的下、上近似和边界域定义为:

　AM
θDT(X)＝{x∈U:|{i:Pr(X|[x]A)≥αi,１≤i≤m}|

m ≥θ}

　AM
θDT(X)＝{x∈U:|{i:Pr(X|[x]A)＞βi,１≤i≤m}|

m ≥θ}

BNDM
θDT(X)＝{x∈U:

　|{i:βi＜Pr(X|[x]A)＜αi,１≤i≤m}|
m ≥θ} (５)

其中,θ∈(０,１].

３　基于覆盖的多重代价决策粗糙集

传统多重代价决策粗糙集模型建立在等价关系之上,当

条件属性数量过多时,易导致论域划分粒度过细,甚至出现大

量的单点集,使决策模型失去实际应用价值.因此,本节用覆

盖代替划分,构建了基于覆盖的多重代价决策粗糙模型.

定义７　设(U,C)为一覆盖近似空间,C 为U 的一个覆

盖,Md(x)表示 X⊆U 的最小描述,M＝{M１,M２,M３,􀆺,

Mm}为m 个决策代价矩阵,则∀x∈U,关于(U,C)基于覆盖

的乐观多重代价决策粗糙集的下、上近似和边界域定义为:

CM
ODT(X)＝{x∈U:Pr(X|∩Md(x))≥min

m

i＝１
　αi}

CM
ODT(X)＝{x∈U:Pr(X|∩Md(x))＞min

m

i＝１
　βi}

BNDM
ODT(X)＝{x∈U:min

m

i＝１
　βi＜Pr(X|∩Md(x))＜

min
m

i＝１
　αi} (６)

其中,Pr(X|∩Md(x))＝|(∩MD(x))∩X|
|∩MD(x)|

为条件概率.

∀x∈U,关于(U,C)基于覆盖的悲观多重代价决策粗糙

集的下、上近似和边界定义为:

CM
PDT(X)＝{x∈U:Pr(X|∩Md(x))≥max

m

i＝１
　αi}

CM
PDT(X)＝{x∈U:Pr(X|∩Md(x))＞max

m

i＝１
　βi}

BNDM
PDT(X)＝{x∈U:max

m

i＝１
　βi＜Pr(X|∩

Md(x))＜max
m

i＝１
　αi} (７)

∀x∈U,关于(U,C)基于覆盖的θ可变多重代价决策粗

糙集的下、上近似和边界域定义为:

CM
θDT(X)＝{x∈U:

　|i:Pr(X|∩Md(x))≥αi,１≤i≤m}|
m ≥θ}

CM
θDT(X)＝{x∈U:
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　|{i:Pr(X|∩Md(x))＞βi,１≤i≤m}|
m ≥θ}

BNDM
θDT(X)＝{x∈U:

　|{i:βi＜Pr(X|∩Md(x))＜αi,１≤i≤m}|
m ≥θ} (８)

其中,θ∈(０,１].

若在近似空间(U,C)中,∀A⊆AT,C＝U/A＝{[X]A|
x∈U}构成U 上的覆盖,∩Md(x)＝[x]A,则以上模型退化

为文献[２０]中的θ可变多重代价决策粗糙模型.

在实际决策场景中,基于不同决策时间、地域或主体得到

的多重代价矩阵对最终决策结果的影响程度往往是不同的.

因此,本文综合考虑代价矩阵的数量关系和相对重要程度,对

模型做如下改进.

定义８　设(U,C)为一覆盖近似空间,C 为U 的一个覆

盖,Md(x)表示x∈U 的最小描述,M＝{M１,M２,M３,􀆺,Mm}

为m 个决策代价矩阵,ρ＝{ρ１,ρ２,ρ３,􀆺,ρm}为m 个决策代价

矩阵对应的权重,且∑
m

i＝１
ρi＝１,则∀x∈U,关于(U,C)基于覆盖

的加权多重代价决策粗糙集的下、上近似和边界域定义为:

CM
ωDT(X)＝{x∈U:∀Mi⊆T,Pr(X|∩Md(x))≥αi,T⊆

M∧∑
|T|

j＝１
ρj≥ω}

CM
ωDT(X)＝{x∈U:∀Mi⊆T,Pr(X|∩Md(x))＞βi,T⊆

M∧∑
|T|

j＝１
ρj≥ω}

BNDM
ωDT(X)＝{x∈U:∀Mi⊆T,βi＜Pr(X|∩Md(x))

＜αi,T⊆M∧∑
|T|

j＝１
ρj≥ω} (９)

其中,ω∈(０,１].

定理１　设(U,C)为一覆盖近似空间,ρ＝{ρ１,ρ２,ρ３,􀆺,

ρm}为m 个决策代价矩阵对应的权重,且 ∑
m

i＝１
ρi＝１,当ρ１ ＝

ρ２＝􀆺＝ρm＝１
m

时,对于∀x∈U,有:

１)CM
ωDT(X)＝CM

θDT(X);

２)CM
ωDT(X)＝CM

θDT(X);

３)BNDM
ωDT(X)＝BNDM

θDT(X).

证明:当∑
m

i＝１
ρi＝１,ρ１＝ρ２＝􀆺＝ρm ＝ １

m
时,∑

|T|

i＝１
ρi＝|T|

m
,则

基于覆盖的加权多重代价决策粗糙集转化为基于覆盖的θ可

变多重代价决策粗糙集.

定理２　设(U,C)为一覆盖近似空间,则对于∀x∈U,４
种基于覆盖的多重代价决策粗糙集之间存在如下关系:

１)CM
ODT(X)⊇CM

ωDT(X)⊇CM
PDT(X);

２)CM
ODT(X)⊇CM

ωDT(X)⊇CM
PDT(X);

３)CM
ODT(X)⊇CM

θDT(X)⊇CM
PDT(X);

４)CM
ODT(X)⊇CM

θDT(X)⊇CM
PDT(X).

证明:对于关系１),由于∀x∈CM
PDT (X),由定义７可知

Pr(X|∩Md(x))≥max
m

i＝１
αi,则∀Mi⊆M,Pr(X|∩Md(x))≥

αi,即∑
|T|

j＝１
ρj＝１≥ω(ω∈(０,１]),由定义８可得x∈CM

ωDT(X);

由x∈CM
ωDT(X),根据定义８可知∀Mi⊆T,Pr(X|∩Md

(x))≥αi 且T⊆M∧ ∑
|T|

j＝１
ρi＝ω＞０,则∃i＝{１,２,􀆺,m}使得

Pr(X|∩Md(x))≥αi,即Pr(X|∩Md(x))≥min
m

i＝１
　αi,由定义

７得x∈CM
ODT(X).

同理可证关系２)－关系４)成立.

定理３　设(U,C)为一覆盖近似空间,则∀x∈U,基于覆

盖的加权多重代价决策粗糙集关于ω满足以下单调性:

１)ω１≤ω２⇒CM
ω１DT

(X)⊇CM
ω２DT

(X);

２)ω１≤ω２⇒CM
ω１DT

(X)⊇CM
ω２DT

(X);

３)ω１≤ω２⇒BNDM
ω１DT

(X)⊇BNDM
ω２DT

(X).

证明:对于关系１),因为∀x∈CM
ω２DT

(X),由定义８得Pr

(X|∩Md(x))≥αi,T⊆M∧ ∑
|T|

j＝１
ρj≥ω２＞ω１,所以x∈CM

ω１DT

(X),CM
ω１DT

(X)⊇CM
ω２DT

(X).

同理可证关系２)、关系３)成立.

定义９　设(U,C)为一覆盖近似空间,∀x∈U,关于(U,

C)基于覆盖的乐观、悲观、θ可变和加权多重代价决策粗糙集

的分类质量可定义为:

γ(CM
ODT ,X)＝

|CM
ODT(X)|
|X|

γ(CM
PDT ,X)＝

|CM
PDT(X)|
|X|

γ(CM
θDT ,X)＝

|CM
θDT(X)|
|X|

γ(CM
ωDT ,X)＝

|CM
ωDT(X)|
|X|

(１０)

定理４　设(U,C)为一覆盖近似空间,∀x∈U,关于(U,

C)基于覆盖的乐观、悲观、θ可变和加权多重代价决策粗糙集

的分类质量间具有如下关系:

１)γ(CM
ODT ,X)≥γ(CM

θDT ,X)≥γ(CM
PDT ,X);

２)γ(CM
ODT ,X)≥γ(CM

ωDT ,X)≥γ(CM
PDT ,X).

证明:根据定义９和定理２易证.

４　实例分析

为验证基于覆盖的乐观、悲观及θ可变多重代价决策粗

糙集模型的相关性质和定理,用医疗诊断实例对模型进行验

证.设论域U＝{x１,x２,x３,x４,x５,x６,x７,x８,x９}表示９位病

人;AT＝{a１,a２,a３,a４,a５}为条件属性集合,分别代表５种症

状;d为决策属性,表示该病人是否患病.医疗诊断决策信息

系统表如表２所列.

表２　医疗诊断决策信息系统表

Table２　Decisioninformationsystemofmedicaldiagnosis

U a１ a２ a３ a４ a５ d
x１ 是 否 否 否 是 是

x２ 是 是 否 否 是 是

x３ 是 是 是 否 是 是

x４ 否 否 否 是 否 否

x５ 是 是 是 是 是 否

x６ 否 是 是 是 否 否

x７ 是 是 是 是 是 是

x８ 是 是 是 是 是 否

x９ 是 是 否 是 是 是

来自A,B,C,D,E５个不同国家的医生对应的决策代价

矩阵为{{λ１
Δ▽ },{λ２

Δ▽ },{λ３
Δ▽ },{λ４

Δ▽ },{λ５
Δ▽ }},如表３－表７所
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列.根据式(２)计算出m 个α值和β值.以α１ 和β１为例,由

式 (２)可 得 α１ ＝ ６－２
(６－２)＋(４．５－０．５) ＝ ４

７
,β１ ＝

２－１
(２－１)＋(７．５－４．５)＝

１
４

,同理可求α２－α５和β２－β５,分别

为(α２,β２)＝(３
５

,２
５

),(α３,β３)＝(１１
２０

,２
５

),(α４,β４)＝(５
７

,

１
２

),(α５,β５)＝(３
４

,１
２

).同时根据相关专家意见,对应权重

为{０．２,０．１,０．１,０．３,０．３},阈值为ω＝θ＝０．６.

表３　A国医生的决策代价矩阵

Table３　MultiplecostmatrixofdoctorincountryA

X ~X
ap ０．５ ６
ab ４．５ ２
an ７．５ １

表４　B国医生的决策代价矩阵

Table４　MultiplecostmatrixofdoctorincountryB

X ~X
ap １．５ ８．５
ab ５．５ ２．５
an ８．５ ０．５

表５　C国医生决策的代价矩阵

Table５　MultiplecostmatrixofdoctorincountryC

X ~X
ap １ １３
ab １０ ２
an １３ ０

表６　D国医生的决策代价矩阵

Table６　MultiplecostmatrixofdoctorincountryD

X ~X
ap ２ ９
ab ４ ４
an ８ ０

表７　E国医生的决策代价矩阵

Table７　MultiplecostmatrixofdoctorincountryE

X ~X
ap １ ８
ab ２ ５
an ６ １

下面采用基于覆盖的多重代价决策粗糙方法计算表２的

上、下近似及分类质量.具体步骤如下.

Step１　根据定义２和定义３,求出U 的覆盖C 和x 的最

小包含:

C＝{{x１,x２,x３,x５,x７,x８,x９},{x２,x３,x５,x６,x７,x８,

x９},{x３,x５,x６,x７,x８},{x４,x５,x６,x７,x８,x９},

{x１,x２,x３,x５,x７,x８,x９}}

∩Md(x１)＝{x１,x２,x３,x５,x７,x８,x９}∩Md(x２)

＝{x２,x３,x５,x７,x８,x９}

∩Md(x３)＝{x３,x５,x７,x８}

∩Md(x４)＝{x４,x５,x６,x７,x８,x９}

∩Md(x５)＝{x５,x７,x８}

∩Md(x６)＝{x６,x７,x８}

∩Md(x７)＝{x７,x８}

∩Md(x８)＝{x５,x７,x８}

∩Md(x９)＝{x５,x７,x８,x９}

Step２　由决策属性d计算决策类如下:

U/IND(d)＝{D１,D２}

＝{{x１,x２,x３,x７,x９},{x４,x５,x６,x８}}

Step３　以D１ 即患病人群为例计算条件概率:

Pr(D１|∩Md(x１))＝５
７

,Pr(D１|∩Md(x２))＝２
３

Pr(D１|∩Md(x３))＝１
２

,Pr(D１|∩Md(x４))＝１
３

Pr(D１|∩Md(x５))＝１
３

,Pr(D１|∩Md(x６))＝１
３

Pr(D１|∩Md(x７))＝１
２

,Pr(D１|∩Md(x８))＝１
３

Pr(D１|∩Md(x９))＝１
２

Step４　根据定义７和定义８,分别计算决策类 D１ 在４
种基于覆盖的多重代价决策粗糙集中的下近似、上近似和边

界域:

１)CM
ODT (D１)＝{x１,x２,x３,x７x９},CM

ODT (D１)＝{x１,x２,

x３,x４,x５,x６,x７,x８,x９},BNDM
ODT(D１)＝{x４,x５,x６,x８};

２)CM
PDT(D１)＝{x１},CM

PDT (D１)＝{x１,x２},BNDM
PDT (D１)＝

{x２};

３)CM
θDT(D１)＝{x１,x２},CM

θDT (D１)＝{x１,x２,x３,x７,x９},

BNDM
θDT(D１)＝Ø;

４)CM
ωDT(D１)＝{x１,x２},CM

ωDT (D１)＝{x１,x２},BNDM
ωDT

(D１)＝Ø.

由计算结果可知:

１)CM
ODT(D１)⊇CM

θDT(D１)⊇CM
PDT(D１);

２)CM
ODT(D１)⊇CM

θDT(D１)⊇CM
PDT(D１);

３)CM
ODT(D１)⊇CM

ωDT(D１)⊇CM
PDT(D１);

４)CM
ODT(D１)⊇CM

ωDT(D１)⊇CM
PDT(D１).

由此验证了定理２成立.

Step５　根据定义９,计算决策类D１ 基于４种模型的分

类质量如下:

γ(CM
ODT ,D１)＝１,γ(CM

PDT ,D１)＝１
５

γ(CM
θDT ,D１)＝２

５
,γ(CM

ωDT ,D１)＝２
５

γ(CM
ODT ,D１)＞γ(CM

θDT ,D１)＞γ(CM
PDT ,D１)

γ(CM
ODT ,D１)＞γ(CM

ωDT ,D１)＞γ(CM
PDT ,D１)

由此验证了定理４成立.

上述实例中,采用基于等价关系的多重代价决策粗糙方

法计算得到的决策信息系统等价类为{{x１},{x２},{x３},

{x４},{x５,x７,x８},{x６},{x９}},结果中出现较多的单点集,表

明分类过细,难以进一步挖掘有效信息,这就使得基于等价关

系的多重代价决策粗糙模型失去了实际应用价值.本文用覆

盖关系代替传统模型中的等价关系,有效地避免了传统多重

代价决策粗糙集分类过细使得模型失效的不足,进而说明了

２１２ 计 算 机 科 学 　２０１９年



基于覆盖的多重代价决策粗糙模型与传统多重代价决策粗糙

模型相比具有一定的优越性.

此外,以下近似为例,在阈值相同的情况下,利用基于覆

盖的θ可变多重代价决策粗糙集模型时只需满足３个较小的

决策阈值α,即 A,B,C３国医生判断其为患病即可;在引入权

重之后,由于 A,B,C３国医生的权重值较小,利用基于覆盖

的加权多重代价粗糙模型时需至少满足阈值α５,即至少 E国

医生判断其为患病.由此可见,后者更贴近实际应用场景,其

不仅考虑到多重代价矩阵的数量关系,并且充分体现了多重

代价矩阵间的相对重要程度.

结束语　覆盖粗糙集和多重代价决策粗糙集已成为当前

粗糙集理论研究领域的重要方面.本文针对传统多重代价决

策粗糙集处理多属性决策信息系统的局限性,引入覆盖和代

价矩阵权重对现有多重代价决策粗糙集模型进行改进,综合

考虑了代价矩阵的数量关系和相对重要程度,使其在决策时

间、地域和主体多样化的现实决策情境中具有更好的适应性.

未来将进一步研究决策代价矩阵权重的获取和属性约简,以

及如何将其扩展到多分类的决策信息系统中.
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