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求解稀疏多元多项式插值问题的分治算法
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摘　要　稀疏多元多项式插值被广泛应用在科学和工程领域,目标是利用多项式的稀疏结构及其给定的离散信息恢

复目标多项式.目前的主流方法在目标多项式规模较大时均表现出较高的时间复杂度,因其所需的代数操作的规模

及个数与多项式的项数和次数相关.鉴于此,提出了一种求解稀疏多元多项式插值问题的有限域上的分治算法,其基

本策略是视多项式中的一个变元为主元,其系数为关于其他变元的多元多项式,从而将原问题分解为一系列单变元多

项式插值及规模远小于原问题的一系列子多元多项式插值问题,合并这些子多元多项式即得到原问题的解.为实现

稀疏多元多项式插值分治算法,设计了４个子算法:基于提前终止策略的单变元多项式插值算法、已知次数的单变元

多项式插值算法、多项式项数判定的 Hankle矩阵行列式检测法、已知项数的 BenＧOr/Tiwari算法.对新算法与 ZipＧ

pel算法、BenＧOr/Tiwari算法、Javadi/Monagan算法进行了数值实验比较,结果表明所提算法在运行时间上有较大的

改进.实验数据充分说明:提前终止策略的运用,消除了必须给定目标多项式的项数界和次数界的限制;分治策略的

运用,将大量高阶的代数运算分解为低阶问题,从而有效地解决了大规模多元多项式插值问题的时间性能瓶颈.
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DivideＧandＧConquerAlgorithmforSparsePolynomialInterpolation

DENGGuoＧqiang　TANG Min　LIANGZhuangＧchang
(GuangxiKeyLaboratoryofCryptographyandInformationSecurity,GuilinUniversityofElectricalTechnology,Guilin,Guangxi５４１００４,China)

　

Abstract　Sparseinterpolationiswidelyusedinquitedifferentapplicationsandareasofscienceandengineering．Itsgoal

istorecoverthegoalpolynomialbytakingadvantageofthesparsestructureofthepolynomialandgivendiscretevaＧ

lues．Forpolynomialswiththelargesize,thecurrentmethodsshowhightimecomplexity,becausethesizeandthenumＧ

berofalgebraoperationsarerelatedtothenumberoftermsandthetotaldegreeofthegoalpolynomials．ForthisreaＧ

son,thispaperpresentedadivideＧandＧconqueralgorithmforsparsepolynomialinterpolationoverfinitefields．Thebasic

strategyistochooseoneofvariablesasthemainvariableandthecoefficientsaremultivariatepolynomialsinothervariＧ

ables．Inthisway,theoriginalpolynomialinterpolationisdividedintoalistofunivariatepolynomialinterpolationsanda

listofsubＧpolynomialswithsmallersize．ThesolutionoftheoriginalproblemistomergethesesubＧpolynomials．ToimＧ

plementthedivideＧandＧconquerstrategyforthesparsepolynomialinterpolation,thispaperdesignedfoursubＧalgoＧ

rithms:univariatepolynomialinterpolationbasedonearlyterminationstrategy,univariatepolynomialinterpolationwith

apriorknowledgeofthetotaldegreesofthepolynomial,thedeterminationofthenumberoftermsofthepolynomialvia

Hanklematrixdeterminant,andBenＧOr/Tiwari’salgorithmwithanupperboundofthenumberofterms．Innumerical

experiments,theperformanceofthenewalgorithmiscomparedwiththatofZippel’salgorithm,BenＧOr/Tiwari’salgoＧ

rithmandJavadi/Monagan’salgorithm．Extensiveexperimentsshowthatthenewalgorithmismuchfasterthanother

threealgorithms．TheexperimentaldatademonstratethattheuseofdivideＧandＧconquerandearlyterminationstrategy
notonlyeliminatessomeprioriknowledgeofthetotaldegreeandthenumberoftermsofthegoalpolynomials,butalso

decomposesalargenumberofhigherorderalgebraoperationsintosmallerones．Therefore,thebottleneckofthelargeＧ

scalemultivariatepolynomialinterpolationproblemsiseffectivelysolved．

Keywords　Sparse multivariatepolynomialinterpolation,DivideＧandＧconqueralgorithm,Earlyterminationstrategy,

Hankelmatrix

　



１　引言

稀疏插值被广泛应用在数学和数值领域[１Ｇ４]及科学和工

程领域[５Ｇ７],比如有理近似[１Ｇ２]、符号计算[３Ｇ４]、信号处理[５Ｇ６]、图

像处理、压缩感知、指数分析[７]、广义特征值问题等.假设目

标函数f(x)＝α１x１００＋α２,传统的插值算法需要１０１个插值

点,而稀疏插值仅需４个插值点.当目标函数为多元多项式

时,传统插值算法为指数复杂度,而稀疏插值可实现多项式复

杂度 O(dn).稀疏多元多项式插值的研究目标即为使用较少

的插值点,在较低的时间复杂度算法下重构目标函数.

稀疏多元多项式插值问题定义为:令 P＝ ∑
t

i＝１
CiMi(x１,

x２,􀆺,xn)是用黑盒B:Rn→R表示的多元多项式,其中Ci∈

R/{０},Mi＝xei１
１ xei２

２ 􀆺xein
n ,eil∈Z是t(t≪dn)个互不相同的单

项式,d是P 的全次数.黑盒是一个具有如下功能的装置:对

于任意输入n元组(α１,α２,􀆺,αn),输出P(α１,α２,􀆺,αn).稀

疏多元多项式插值问题为利用P 的稀疏结构及黑盒给出的

离散信息,确定Ci 及eil,恢复黑盒表示的多元多项式P 的函

数形式.

图１给出了包含２个变元的多项式的黑盒插值问题的示

例.若给定若干输入,如(１,１),(２,３),(４,９),􀆺,则黑盒输出

P 在这些点处的函数值,如将此绘制在图２(a)所示的三维空

间中,即获得一系列离散点信息;黑盒插值问题要求根据这些

离散信息恢复黑盒多项式的函数形式,得到图２(b)所示的空

间曲面.在实际问题中即表示给定若干个信号的输入、输出,

恢复信号的函数表达式(多元多项式形式).

图１　黑盒插值问题示例

Fig．１　Exampleofblackboxinterpolation

(a) (b)

图２　黑盒插值问题图例

Fig．２　Diagramofblackboxinterpolation

不考虑多项式的稀疏结构,多元多项式插值所需的赋值

点个数为(d＋１)n,即最坏情形下是指数级计算复杂度.１９７９
年,Zippel提出了高概率稀疏多元多项式插值算法[８],其复杂

度为 O(ndt３),它是第一个多项式时间复杂度算法.但是逐

个变元地顺序插值不利于并行化的实现,同时大量线性方程

组的求解也导致多项式规模较大、时间效率较低.与 Zippel
概率性算法不同,BenＧOr和 Tiwari在１９８８年给出了一种确

定性的算法[９],它使用了一种特殊的编码格式,时间复杂度为

O(t２(log２t＋lognd)).该算法一次可对多个变元同时插值,

由于插值点选用素数的幂次,对于变元个数较多的多项式,编

码长度较大,计算复杂度较高.关于Zippel和BenＧOr/Tiwari
这两种算法的改进和变体可参考文献[１０Ｇ１４].为了处理有

限域上的代数问题,Javadi和 Monagan在２０１０年提出了有限

域上的并行稀疏插值算法[１５],它是对 BenＧOr/Tiwari算法进

行的改进,通过增加额外的插值点,将插值多项式从特征为０
的环扩展到特征为p(素数)的环;Arnold等学者随后提出了

适用于变元个数较多的有限域上快速多元多项式稀疏插值算

法[１６Ｇ１７].同期,支丽红等在计算稀疏性及数值稀疏插值所需

的最少插值点的估计方面进行了相关研究[１８Ｇ１９].最新的稀

疏插值算法是 Huang在２０１８年给出的高概率递归算法[２０],

递归层次较多和非有限域上的计算使得该算法仍有改进的空

间.以上提到的文献中(除文献[２０]),为了完成稀疏多元多

项式插值,算法均需进行与目标多项式同等规模的代数运算,

包括线性方程组求解、行列式计算、多项式求根、素数分解等,

因此当目标多项式规模较大时,计算效率较低.

借鉴文献[９,２０],本文提出了一种有限域上的分治算法

来求解稀疏多元多项式插值问题.基本策略是将变元x１ 视

为主元并合并同类项,则x１ 的系数为关于x２,x３,􀆺,xn 的

多元多项式.利用牛顿插值或拉格朗日插值获得在特定点处

的一系列关于变元x１ 的单变元多项式,再利用 BenＧOr/TiＧ

wari算法恢复x１ 的各个系数多项式,所有运算均在有限域上

进行,对中间表达式的严重膨胀进行了有效控制,最后利用有

理数恢复算法得到原问题的解.在此策略下,原插值问题被

分解为若干个单变元多项式插值及规模远小于原多项式的一

系列多元多项式插值问题,最终将这些多元多项式作为x１ 的

系数多项式,对其合并后得到原问题的解.

本文第２节介绍基本设计策略及思想,以及稀疏多元多

项式插值分治算法的流程;第３节给出用于实现分治算法的

４个子算法和实例,并分析其时间复杂度;第４节给出数值实

验,将分治算法与３种流行算法进行比较;最后总结全文.

２　基本设计策略及思想

２．１　设计思想

稀疏多元多项式插值的目标为使用尽可能少的插值点和

多项式时间复杂度较低的算法恢复目标多项式.

分治算法求解稀疏多元多项式插值问题的设计思想来源

于以下３点.

(１)通过观察并测试验证发现,若以多项式中一个变元

(例如x１)为主元,合并同类项后,该主元的系数多项式(关于

变元x２,x３,􀆺,xn 的多元多项式)的规模远小于多项式 P.

例如,令:

P＝－４６x４
１x６

２－６９x７
１x２

２－１６x５
１x２

２x３＋５９x４
１x２x３

３＋３０x５
１x２－

６４x２
１x４

２＋８９x４
２x２

３－３５x３
１x３＋９７x１x３

３＋２１x３
１

其中,变元个数为３,项数为１０,全次数为１０.将P 以x１ 为

主元,合并同类项,重写为:
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P＝ －６９x２
２x７

１ ＋ (－１６x２
２x３ ＋３０x２)x５

１ ＋ (－４６x６
２ ＋

５９x２x３
３)x４

１＋(－３５x３＋２１)x３
１－６４x４

２x２
１＋９７x３

３x１＋

８９x４
２x２

３

那么,x１ 的系数多项式有７个项数至多为２的多元多项式.

表１列出了一组变元个数、项数、次数互异的多元多项式

P,其中n为变元个数,d为P 的全次数,t为P 的项数,τ
为分解后x１ 的系数多项式的最大项数.通过对比表１中第

３列和第４列发现,重写P 后系数多项式的规模远小于原多

项式的规模.该示例说明多项式P 的插值问题可分解为若

干个规模远小于P 的插值问题.

表１　系数多项式规模示例

Table１　Sizeofcoefficientpolynomials

n d t τ
３ ２０ ２０ ３
５ ２０ ２０ ４
８ ２０ ２０ ５
３ ３０ ３０ ５
５ ３０ ３０ ４
８ ３０ ３０ ６

(２)单变元多项式插值的计算复杂度远低于多元多项式

的计算复杂度.为了使用BenＧOr/Tiwari算法对x１ 的系数多

项式插值,需要获得在形如(２i,３i,􀆺,pi
n－１)(i＝０,１,􀆺,k)的

插值点处的取值,利用牛顿或拉格朗日插值获得此信息的时

间复杂度为 O(klog２
２k).该操作仅为算术运算,不包含方程

组求解、求根等复杂的代数运算.

(３)使用BenＧOr/Tiwari算法插值多元多项式,所需插值

点的个数恰为２t,所需求解的线性方程组的规模为t×t,时间

复杂度是 O(t２(log２t＋lognd),因而项数越少则效率越高.

２．２　分治算法及流程

基于以上３点观察,本文设计了一种分治算法来求解稀

疏多元多项式插值问题.令黑盒多元多项式为:

P(X)＝∑
t

i＝１
CiMi(x１,x２,􀆺,xn)

将P 写成以变元x１ 为主元的多项式,其中x１ 的系数是

关于变元x２,x３,􀆺,xn 的多元多项式fi,有:

P(X)＝∑
s

i＝１
fi(x２,x３,􀆺,xn)xei

１

令pi 为第i个素数,利用单变元牛顿或拉格朗日插值获

得关于变元x１ 的多项式序列:

P０＝∑
s

i＝１
fi(p０

１,p０
２,􀆺,p０

n－１)xei
１

P１＝∑
s

i＝１
fi(p１

１,p１
２,􀆺,p１

n－１)xei
１

　　⋮

P２τ－１＝∑
s

i＝１
fi(p２τ－１

１ ,p２τ－１
２ ,􀆺,p２τ－１

n－１ )xei
１

其中,τ＝max{term(fi)},i＝１,２,􀆺,s,term(fi)表示fi 的

项数.

至此,将目标多项式P 的插值问题分解为了s个项数至

多为τ的多项式fi 的插值,使用 BenＧOr/Tiwari算法插值恢

复x１ 的各个系数多项式fi,合并起来即为原多项式P.算法

流程如图３所示,其中p(j)＝(pj
１,pj

２,􀆺,pj
n－１).

图３　稀疏多元多项式插值分治算法的流程图

Fig．３　FlowchartofdivideＧandＧconqueralgorithmforsparse

interpolation

３　稀疏多元多项式插值问题的分治算法

根据第２节的思想,本节给出稀疏多元多项式插值问题

的分治算法的详细过程.首先介绍分治算法中包含的４个子

算法(见３．１－３．４节),然后给出完整的分治算法及时间复杂

度分析(见３．５节),最后给出一个具体实例(见３．６节).

根据分治算法流程图(见图３),首先需要使用单变元的

牛顿或拉格朗日插值计算关于x１ 的单变元多项式序列P０,

P１,􀆺,P２τ－１.由于x１ 次数未知,３．１节给出了基于提前终

止策略的单变元多项式插值算法(算法１),求出P０ 的同时获

得了x１ 的次数;然后通过３．２节给出的已知次数的单变元多

项式算法完成P１,P２,􀆺,P２τ－１的计算(算法２).

接下来收集P１,P２,􀆺,P２τ－１的各项系数并通过BenＧOr/

Tiwari算法恢复系数多项式f１,f２,􀆺,fs.由于 BenＧOr/TiＧ

wari算法要求给定目标多项式的项数界,因此在３．３节中设

计了判定多项式项数的行列式检测法(算法３)用于求出f１,

f２,􀆺,fs 的准确项数;最终使用３．４节的 BenＧOr/Tiwari算

法(算法４)恢复x１ 的各个系数多项式fi,将其合并起来即为

原多项式P.

３．１　基于提前终止(EarlyTermination)策略的单变元多项式

插值算法

　　稀疏多元多项式插值的分治算法需要获得一系列在特定

点处关于变元x１ 的单项式,由于x１ 的最高次数未知,需要给

出一个基于提前终止策略的单变元多项式插值算法.该设计

思想来源于定理:给定单变元多项式P(x)＝a０＋a１x＋􀆺＋

adxd 的k(k＞d)个互异点处的函数值y０＝P(xi)(i＝０,１,􀆺,

k),插值多项式存在且唯一.逐渐增加插值点,构造插值多项

式,检测新产生的多项式是否与前一个相同,如果结果是肯定

的,即可获得P(x).

算法１　基于提前终止策略的单变元多项式插值算法(ETＧ

UP)

输入:包含n个变元的黑盒多项式P(X)＝∑
s

i＝１
fi(x２,x３,􀆺,xn)x

ei
１

输出:P在点(１,１,􀆺,１)处关于变元x１ 的多项式P０＝∑
s

i＝１
fi(１,１,􀆺,

１)xei
１ ,以及x１ 的最高次数d＝max{ei},i＝１,２,􀆺,s

００３ 计 算 机 科 学 　２０１９年



Step１　设置初值i∶＝２,P００∶＝０.

Step２　选择插值点uj＝(j,１,１,􀆺,１),j＝１,２,􀆺,i,令vj＝P(uj),使

用牛顿插值或拉格朗日插值计算由点[(u１,v１),􀆺,ui,vi)]

确定的插值多项式P０i,如果P０i＝P０,i－１,返回P０∶＝P０i和x１

的最高次数d;否则i∶＝i＋１,转到Step２.

３．２　已知次数的单变元多项式插值算法

若已知单变元多项式Pj(j＝１,２,􀆺)的最高次数d,那么

可直接构造 关 于 变 元 x１ 的 多 项 式 Pj ＝ ∑
s

i＝１
fi(pj

１,pj
２,􀆺,

pj
n－１)xei

１ ,其中pk 表示第k个素数.

算法２　已知次数的单变元多项式插值算法(UP)
输入:pk 的幂次j,变元x１ 在Pj中的最高次数d

输出:Pj＝∑
s

i＝１
fi(pj

１,pj
２,􀆺,pj

n－１)xei
１

Step１　选择插值点 ui＝(２j,３j,􀆺,pj
n－１),i＝０,１,􀆺,d,令 vi＝

P(ui).

Step２　使用牛顿插值或拉格朗日插值计算由点[(u１,v１),(u２,v２),􀆺,

(ud,vd)]确定的插值多项式Pj.

３．３　判定多元多项式项数的行列式检测法

当多元多项式P 的项数未知时,根据P 在特定点处的赋

值构造 Hankel矩阵,其行列式可用于判定P 的准确项数.

算法３　多项式项数判定法(TD)
输入:插值点的最大下标i,黑盒多项式P在点(２j,３j,􀆺,pj

n)处的赋值

vj＝P(２j,３j,􀆺,pj
n),j＝０,１,􀆺,i

输出:多项式项数k

Step１　令多项式P项数k的初值为０.

Step２　如果i≥２且i％２＝０,构造 Hankel矩阵:

Vi＝

v０ v１ 􀆺vi/２

v１ v２ 􀆺vi/２＋１)

⋮ ⋮ 􀆺⋮

vi/２ vi/２＋１ 􀆺vi

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Step３　计算行列式|Vi|和|Vi－１|,如果|Vi|＝０而|Vi－１|≠０,那么

多项式P的项数k∶＝i/２.

Step４　返回k.

３．４　BenＧOr/Tiwari算法

BenＧOr/Tiwari算法包含３个要素:Blahut给出的 BCH
代码编码方法、Grigoiev提出的不同素数替换变元的技术、

Pan提出的多项式求根快速算法.基于以上３点,BenＧOr和

Tiwari提出了可一次性恢复整个多元多项式的确定性插值算

法.在本文给出的新算法中使用BenＧOr/Tiwari算法还原x１

的系数多项式.

算法４　BenＧOr/Tiwari算法(BT)
输入:黑盒多项式 P的变元个数n,项数 k,在２k个点(p０

１,p０
２,􀆺,

p０
n),􀆺,(p２k－１

１ ,p２k－１
２ ,􀆺,p２k－１

n )处的赋值 vi＝P(pi
１,pi

２,􀆺,

pi
n),i＝０,１,􀆺,２k－１

输出:所有出现在P(X)中的单项式及其系数

Step１　构造并求解方程组 Vkλ＝－s,其中(Vk)ij＝vi＋j－２,(λ)i＝

λi－１,(s)i＝vi＋k－１.

Step２　构造单变元多项式 Λ(Z)＝Zk＋λk－１Z
k－１＋􀆺＋λ１Z１＋λ０,并

求出 Λ(Z)的根 m１,m２,􀆺,mk

Step３　分解 mi＝２αi１３αi２pαin
n .

Step４　构 造并 求 解 线 性 方 程 组 MC＝v,其 中 (M)ij＝ (mj)i－１,

(C)i＝Ci,(v)i＝vi－１.

Step５　输出多项式P＝∑
k

i＝１
Cix

αi１
１ xαi２

２ 􀆺xαn１
n .

对BT算法进行时间复杂度分析:求解Step１中的方程

组需要 O(k３);Step２ 中,求 Λ(Z)的 一 个 根 至 多 需 要

２O(dnlogn);找到全部根需要 O(k３dnlogn);Step４的方程组求解

也需 O(k３).因此,BT算法的时间复杂度为 O(k３dnlogn).

３．５　稀疏多元多项式插值分治算法

基于４个子算法,给出稀疏多元多项式插值的分治算法,

如算法５所示.

算法５　稀疏多元多项式插值问题的分治算法(MIDC)

输入:包含 n个变元的稀疏多元多项式黑盒 P(X)＝ ∑
t

i＝１
CiMi(x１,

x２,􀆺,xn)＝∑
s

i＝１
fi(x２,x３,􀆺,xn)x

ei
１

输出:所有出现在P(X)中的单项式及其系数

Step１　使用算法１构造关于变元x１ 在点(１,１,􀆺,１)处的单项式:

P０＝∑
s

j＝１
fj(１,１,􀆺,１)xej

１ .令d＝max{ej},v０j＝fj(１,１,􀆺,１),

j＝１,２,􀆺,s.

Step２　令i表示插值点幂次,令cj表示是否完成fj 的插值,tj 表示

fj的项数.初值设置为i＝０,cj＝０,tj＝０,j＝１,２,􀆺,s.

Step３　如果对任意j,cj＝１,转到Step４;否则,i＝i＋１,使用算法２

获得Pi＝ ∑
s

j＝１
fj(pi

１,pi
２,􀆺,pi

n－１)xej
１ .令 vij＝fj(pi

１,pi
２,􀆺,

pi
n－１).

如果i％２＝０,那么

如果cj＝０且 TD(i,vkj)≠０,那么

　fj∶＝BT(n－１,TD(i,vkj),vkj)

其中,k＝０,１,􀆺,i.转到Step３.

Step４　输出P＝∑
s

j＝１
fi(x２,x３,􀆺,xn)x

ei
１ .

注:所有运算均在有限域上进行,可使用有理数恢复算法恢复系数.

算法ETUP和 UP的时间复杂度为O(d),共执行２τ＋１
次,其中τ＝max{term(fi)},i＝１,２,􀆺,s,term(fi)表示fi

的项数.TD的算法复杂度至多为 O(τ),至多执行 O(sτ)次;

BT的时间复杂度为 O(τ３dnlogn).因此,稀疏多元多项式插

值问题分治算法 MIDC 的时间复杂度为:O(τd)＋O(sτ)＋

O(τ３dnlogn).

分治后x１ 的系数多项式的最大项数τ远远小于目标多

项式的项目t,x１ 的次数d远远小于目标多项式的全次数.通

过分治将原问题分解为项数和次数均远小于原多项式的若干

个插值问题,相应的代数操作也分解为小规模运算.使用分治

策略后插值算法的效率将有较大提升,数值实验见第４节.

３．６　实例

令黑盒多项式为:

P∶＝９６x２
１x２x３

３－４８x３
１x２

２＋６２x３
１x２x３＋３７x２

２x３x２
１＋

５x２x４
３－１９x２

２x３

＝(６２x２x３－４８x２
２)x３

１＋(９６x２x３
３＋３７x２

２x３)x２
１＋

５x２x４
３－１９x２

２x３

模p∶＝１００００３
首先由算法ETUP首先构造关于变元x１ 在点(１,１,􀆺,

１)处的单项式P０＝６２x３
１＋１３３x２

１＋９４７;然后使用算法 UP获

得特定赋值点(２i,３i)(i＝１,２,􀆺)处的单变元多项式 Pi＝
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f１(２i,３i)x３
１＋f２(２i,３i)x２

１＋f３(２i,３i).x１ 在多项式Pi 中的

系数如表２所列.

表２　x１ 在多项式Pi 中的系数

Table２　Coefficientsofinx１inPi

Pi x３
１ x２

１ x０
１

P０ １４ １３３ ９９９８９
P１ １８０ ５６２８ ５８２
P２ １４６４ ８５２５８ ２８４８１
P３ １０３２０ ８００２７ ２４１７２
P４ ６８０６４ ３６０９８ ４０４００

利用多项式项数判定法 TD构造 Hankel矩阵并计算行

列 式,例 如 对 于 x３
１ 的 各 项 系 数 (第 ２ 列 ),由 Det

１４ １８０ １４６４

１８０ １４６４ １０３２０

１４６４ １０３２０ ６８０６４

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

mod１００００３＝０,即可判定x３
１ 的

系数多项式为２项;接下来用BT算法获得x３
１ 的系数多项式

６２x２x３－４８x２
２.同理可得x２

１ 和x０
１ 的系数多项式,最终恢复目

标多项式:P＝(６２x２x３－４８x２
２)x３

１＋(９６x２x３
３＋３７８x２

２x３)x２
１＋

５x２x４
３－１９x２

２x３.

４　数值实验

本节对稀疏多元多项式插值问题分治算法 MIDC、Zippel
算法、Javadi/Monagan算法(JM)、BenＧOr/Tiwari(BT)算法

进行了比较.其中,Zippel算法是主流计算机代数系统中计

算整系数多元多项式 GCD的主要方法,如 Mathematica,MaＧ

ple和 Magma.BenＧOr/Tiwari算法是一种确定性的可同时

对多个变元插值的方法.Javadi/Monagan算法是BenＧOr/TiＧ

wari算法的一种变体,更易于并行实现.

多项式的规模指标包括变元个数、全次数、项数,通过考

查不同规模的多项式所需的插值点个数及运行时间可以确定

稀疏插值算法的性能.在基本指标确定的情况下,可采用随

机多项式对插值算法进行性能比较.算法的正确性仅需要通

过插值结果和目标多项式是否一致进行检验,在采用符号计

算系统 Maple环境及有限域下,各个算法均能获得准确结果,

无浮点误差.

实验中给出了两组问题集,第１组固定变元个数n和项

数t,令全次数d逐渐增加;第２组固定变元个数n和全次数

d,令项数t逐渐增加.比较的对象为４个算法使用的插值点

个数及CPU时间(单位为s),编程环境为 MAC操作系统和

Maple１７,硬件环境为６４位２．３GHzIntelcorei５处理器,８

GB内存.

在测试用例中,黑盒多元多项式的系数属于ZZp,其中

p＝nextprime(１０１０)是大于１０１０的最小素数.在所有测试用

例中,黑盒仅用于计算输出给定点处的函数值,Zippel算法和

Javadi/Monagan算法取定次数界为黑盒多项式全次数 d,

BenＧOr/Tiwari算法取定项数界为黑盒多项式项数t,分治算

法 MIDC无须给定任何上界信息.

４．１　测试集１
本组问题集包含５个变元的５个多元多项式,项数t＝１６

次数从１０变化到５０.第i(１≤i≤５)个多项式使用 Maple命令

randpoly随机生成,如测试集１第１个多项式的生成命令为:

“＞randpoly([x１,x２,x３,x４,x５],terms＝１６,degree＝１０)

modp;”.

表３和表４分别列出了测试集１中４个算法 MIDC,BT,

JM,Zippel的运行时间(单位为s)和使用的插值点个数.

表３　测试集１上的CPU时间(n＝５,t＝１６)

Table３　CPUtimeonBenchmark１(n＝５,t＝１６)

d MIDC BT JM Zippel
１０ ０．０６３ ０．１３２ ０．５０７ ０．１８０
２０ ０．０８２ ０．１４１ ０．７２４ ０．３０９
３０ ０．１１５ ０．１４６ ０．９３８ ０．４３２
４０ ０．１４５ ０．２０８ １．３３７ ０．６９２
５０ ０．２０５ ０．２３２ １．７９４ ０．７０９

从表３可以看出,MIDC算法和 BT算法的耗时较少,对
次数变化不敏感;而JM 算法和Zippel算法的耗时较多,并且

随着次数的增加时间增长较快.因为JM 算法判断变元次数

需要以d为界,而 Zippel算法每恢复一个变元,需要建立的

方程组个数为d,所以次数变化对JM 和 Zippel算法的效率

有显著影响.

表４测试集１上的插值点个数(n＝５,t＝１６)

Table４　NumberofprobesonBenchmark１(n＝５,t＝１６)

d MIDC BT JM Zippel
１０ ７９ ３４ １９２ ５９４
２０ １０９ ３４ １９２ １１５５
３０ １２０ ３４ １９２ １７３６
４０ １９７ ３４ １９２ ２２５５
５０ ２６０ ３４ １９２ ２７０３

从表４可以看出,在变元个数和项数固定的情形下,随着

次数的增加,MIDC算法中的插值点也逐渐增加.由于赋值

操作的耗时远远少于其他代数操作(如方程组求解)的耗时,

因此 MIDC算法的时间复杂度受其影响极小.BT 算法和

JM 算法的插值点个数是一个关于t的函数,因而插值点个数

是固定的.

４．２　测试集２
本组问题集包含５个变元的５个多元多项式,全次d＝

３０,项数从４变化到６４.第i(１≤i≤５)个多项式使用 Maple
命令randpoly随机生成,如测试集２第１个多项式的生成命

令为:“＞randpoly([x１,x２,x３,x４,x５],terms＝４,degree＝
３０)modp;”.

表５和表６分别列出了测试集２中４个算法 MIDC,BT,

JM,Zippel的运行时间(单位为s)和使用的插值点个数.

表５　测试集２上的 CPU时间(n＝５,d＝３０)

Table５　CPUtimeonBenchmark２(n＝５,d＝３０)

t MIDC BT JM Zippel
４ ０．０３８ ０．０３８ ０．１０９ ０．０５６
８ ０．０４３ ０．０５２ ０．２６７ ０．０９１
１６ ０．１２０ ０．１８４ １．１３７ ０．４６８
３２ ０．２７２ ０．９８１ ５．０３２ ３．１７８
６４ ０．３５１ １２．２５０ ２４．０５５ ３５．１３６

从表５可以看出,在多项式规模逐渐增大时,MIDC算法

的时间性能与其他３个算法相比具有明显优势.算法 BT,

JM,Zippel的时间复杂度均与项数t相关,在项数较多时时间
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明显增加.尽管 MIDC使用 BT为子算法,但是由于分治策

略导致每个系数多项式的项数比原多项式少得多,因此其时

间复杂度仍然可以控制在较低的程度.

表６　测试集２上的插值点个数(n＝５,d＝３０)

Table６　NumberofprobesonBenchmark２(n＝５,d＝３０)

t MIDC BT JM Zippel
４ ３１ １０ ４８ ５２７
８ ５５ １８ ９６ ８６８
１６ １００ ３４ １９２ １８６０
３２ ２３５ ６６ ３８４ ３２８６
６４ ５４１ １３０ ７６８ ６３２４

MIDC算法的插值点个数与次数、项数均有关系,插值点

个数比BT多,而比JM 和Zippel算法都要少.

数值实验表明,分治策略能有效地将原问题分解为若干

个规模远小于原问题的子问题,因而在规模越大的插值问题

上时间性能的提升越明显;同时,采用 BT算法插值子多项式

也对插值点个数进行了有效的控制.

结束语　本文给出了有限域上求解稀疏多元多项式插值

的分治算法,将原问题分解为若干单变元多项式和规模较小

的多元多项式的插值,最后合并系数多项式得到原问题的解.

本文设计了４个子算法,分别是未知次数的基于提前终止策

略的单变元多项式插值、已知次数的单变元多项式插值、多

元多项式项数判定的 Hankel矩阵行列式测试法、已知项数

的BenＧOr/Tiwari算法.算法１消除了必须给定次数界的限

制.算法３消除了必须给定项数界的限制,仅根据黑盒赋值

恢复目标多项式.算法２和算法３实现了单变元和多元多项

式插值.在有限域上进行各种代数运算(多项式赋值、线性方

程组求解、单变元多项式整数根计算等)有助于提高运算速

度,最后使用有理数恢复算法即可复原目标多项式.数值实

验中,通过次数和项数的变化测试本文算法、Javadi/MonaＧ

gan算法、BenＧOr/Tiwari算法、Zippel算法的时间性能和使用

的插值点个数.结果表明:本文算法在插值点个数适中的情

况下,能在较短时间内求解较大规模的黑盒多元多项式插值

问题,具有内在的可并行性;算法２可对单变元多项式同时插

值,算法４可对系数多项式同时插值,体现出分治策略为算法

的可并行性提供了有利条件,这也是进一步提高算法效率的

有效途径.
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