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摘　要　子图同构(SubgraphIsomorphism)技术在计算机视觉、人工智能以及生物化学工程等领域具有重要的应用.
文章聚焦于子图同构问题的求解算法,提出了一种基于基因遗传算法的改进算法.结合子图同构的特点,针对遗传算

法中的杂交过程和进化过程,改进了传统的子代生成算法,提出了一种新的适应度函数来评估子代的适应性.新算法

可以指引搜索过程更快地收敛到最优解,并能够以更高的概率求得最优解.通过仿真实验表明,提出的改进算法相较

于传统的算法能够更好地处理大规模子图,并取得更好的效果.
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Abstract　Subgraphisomorphismplaysanimportantroleincomputervision,artificialintelligenceandbioＧchemicalenＧ

gineering．Thispaperfocusedonthesubgraphisomorphism(SI)problemandproposedanovelmethodbasedonthegeＧ
neticalgorithmtosolveit．ThesubＧgenerationproducing methodisimprovedduringthecrossoverandevolution

process．Moreover,anewfitnessfunctionwaspresentedtomeasurethefitnessofthepopulation．Thenewalgorithmis
morefasttogetconvergenceandcanfindtheoptimalsolutionswithhigherprobability．ExperimentsshowthattheproＧ

posedimprovedalgorithmoutperformsothertraditionalmethodsbyprocessinglargegraphs．
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１　引言

图(Graphs)在科学工程领域里是描述数据结构的一个强

大工具,图的节点(Node)通常用来表示物体,边(Edge)通常

用来表示物体之间的关系.对未知物体、模式的识别过程中,

首先会将该物体的结构转化为图,然后与已知的原型图进行

匹配.该匹配过程就是求解图同构(GraphIsomorphism)问
题.如果两个图G和G′的每一个节点和每一条边都能够一

一对应,并且之间的关系可以保持不变,那么二者是同构的.

如果一个图与另一个图的子图同构,那么称其为子图同构

(SubgraphIsomorphism).

在计算机视觉、集成电路检测[１]、控制优化[２]、机器人规

划[３]、模式识别[４]、人工智能以及生物化学工程[５]等领域,子
图同构技术有重要的应用价值.例如在计算机视觉领域,给
定一个图G与图H 作为输入,子图同构就是从图G 中找到

一个与图H 同构的子图的计算任务.子图同构问题被认为

是寻找最大完全子图问题[６]以及检测哈密顿环问题[７]的一个

泛化,因此该问题是 NPＧcomplete[８].然而对于许多特殊的

图,仍然可以采用一些剪枝回溯的方法在多项式时间完成子

图同构的搜索.

如何快速求解子图同构问题一直是学术界的研究热点,
随着智能时代的到来,该技术获得了越来越多的关注.最经

典的图同构算法和子图同构算法由 Ullmann于１９７０年提

出[５].该算法采用基于节点度的剪枝方法,大幅减少了回溯

的搜索空间,从而加快了算法的速度.另一种经典的回溯算

法由Schmidt和 Druffel于文献[９]中提出,该算法将图表示

为距离矩阵(distancematrix),并通过距离矩阵中的信息对图

中的点进行初步划分.同时,利用距离矩阵中的信息对搜索

树进行剪枝操作,来减少不必要的匹配操作.Cordella等[１０]

提出了 VF２算法,该算法首先在要匹配的图中找到一个满足

匹配条件的点集,然后判断新加入的点是否可以满足匹配条

件,如果满足匹配条件,则再找 下 一 个 点,否 则 进 行 回 溯.

Mckay等[１１Ｇ１２]提出了将图转变成 CanonicalForm 的形式并进

行匹配的方法,该方法对于某些种类的图具有相当快的速度.
然而,这些算法仅能够解决规模比较小的子图同构问题,而对

于大规模的子图同构,一般采用启发式的搜索方法,比如 KirkＧ
patrick等[１３]的模拟退火算法以及基因遗传算法[１４].然而相比

于模拟退火算法,遗传算法在计算性能上具有一定优势[１５].

２　子图同构

所谓的图是指一个数学结构(Vg,Eg,ψ),其中Vg 是非空



集,Eg 是定义在Vg 上的二元关系集,而ψ是Eg 到Vg×Vg

的函数,若ψ(Eg)中的元素都是有序对,则(Vg,Eg,ψ)称为有

向图(Digraph),记为D＝(Vg(D),Eg(D),ψD).若ψ(Eg)中
的元素全是无序对,则(Vg,Eg,ψ)称为无向图(Undirected
Graph),记为G＝(Vg(G),Eg(G),ψG).如果删去一个图g
的一个顶点,以及该顶点所附带的边,则可以得到一个g的子

图,记做g′⊂g.图G与图H 的同构指存在两个双射:则

θ:Vg(D)→Vg(H)

φ:Eg(D)→Eg(H)

使得对任何a∈Eg(D)都满足:

ΨD(a)＝(x,y)⇔ΨH (φ(a))＝(θ(x),θ(y))

而子图同构指图G 与图 H 的一个子图存在同构关系.

通常,子图同构问题的解可能存在多个,比如图１中至少存在

着{a,b,c,d}与{１,２,３,４}以及{６,３,２,４}两个对应关系.

图１　子图同构示例

３　子图同构问题建模

为了方 便 处 理,我 们 把 输 入 的 每 个 图 建 模 为 邻 接 矩

阵[１６],矩阵中的每个元素只能为０或者１,每一行和列的元素

都与图中的点一一对应,每个元素代表图中连接两个节点的

边,如果对应的元素为１,则表示该边存在,如果为０则相反.
这样,每一个图都可以转化为与之对应的邻接矩阵,而每个邻

接矩阵也可以转化为唯一的图,两者之间是等价的.容易知

道,无向图的邻接矩阵是对称矩阵.对于图G＝(Vg,Eg)和
图 H＝(Vh,Eh),对应的邻接矩阵分别为G＝[gi,j]和 H＝
[hi,j],记图G的节点数为Ng,图 H 的节点数为Nh.我们定

义一个转移矩阵[５]P,该矩阵的大小为 Ng (rows)×Nh(coＧ
lumns),其中的每一个元素均为０或者１,而且矩阵的每一行

只有一个１,每一列最多包含一个１.那么,如果图 H 是图G
的一个子图,则邻接矩阵G与H 满足:

PT∗G∗P＝H (１)

从式(１)可以看出,转移矩阵P 代表了图G 和图H 的对

应关系,转移矩阵中的每个１代表了图G和图H 中节点的对

应.假如图G的节点i与图H 的节点j是对应的,那么转移

矩阵P 中(i,j)处的元素为１.因此,求解图G与图G 的子图

同构问题等价于寻找满足式(１)的邻接矩阵.

４　子图同构问题的改进遗传算法

遗传算法的步骤一般包括编码、种群生成、交叉、变异和

选择评估,本节将介绍遗传算法解决子图同构问题的一般步

骤,并着重介绍本文提出的 NUPMX算法.

４．１　编码

编码步骤是遗传算法解决各种问题中最基础也是最重要

的一步,一个好的编码可以大幅减少求解的耗时并大幅提高

结果的性能.根据第３节的建模,我们需要寻找满足式(１)的
转移矩阵P,然而直接对P 使用遗传算法并不是很好的一个

选择.为了方便后续更加高效地搜索,我们将P 编码为一个

长度为Nh 的向量置换V,其中的每个元素代表图G 中的节

点编号,因此其值均为不小于 Ng 的整数.例如,假设向量V
中位置i的值为j,记为V[i]＝j,可以转化为邻接矩阵PT[i,

j]＝１.图２展示了一个转移矩阵与编码的置换向量之间的

对应的关系.显然,每一个转移矩阵P 都与一个向量V 一一

对应,两者可以互相转化,每一个编码向量V 都代表了一个

解.因此,提出的新的编码满足完整性、健全性,并且无冗余.

图２　转移矩阵编码

４．２　种群生成

种群中的每一个个体都代表了一种可能的解,我们已经

将每一种解编码为了一个置换向量,那么一个种群可以表示

为Pop＝[V１,V２,􀆺,Vn].我们采用随机函数从[１,Ng]中选

择 Nh 个数字构成每个置换向量,重复该过程n次,产生个体

数量为n的种群.一般来说,生成的种群中个体的数量与所

求解的问题规模有关,种群数量越大,计算开销越大.本文将

种群数量设置为９５００,以满足一般工程应用的需求.

４．３　交叉过程

交叉是遗传算法中生成下一代个体的过程,该过程中由

当代种群中的两个个体模仿基因交叉的过程,生成下一代的

个体.一般来说,在交叉过程中我们希望下一代的个体能够

继承上一代“基因”中优秀的部分.目前有许多优秀的交叉算

法,如部分匹配交叉[１７]、顺序交叉[１８]、均匀部分匹配交叉[１９]、

循环交叉[２０]、多点交叉[２１]等,以及上述各算法的组合.然而

这些算法并不能很好地处理子图同构问题,因为这些算法需

要基因的一个全排列,而本文的置换向量只是基因的一个部

分排列.为了更好地说明这一点,我们考虑 Nh＝５,Ng＝８的

例子,如图３所示,图中展示了采用均匀部分匹配交叉算法

(UPMX)产生的冲突.

图３　UPMX算法的冲突

图３中的Parent１和Parent２都按照４．２节中的方法随

机生成的,容易发现,这两个个体都是合法的.采用 UPMX
算法后,生成的两个下一代个体为 Child１和 Child２.此时,

Child１是合法的,可以转化为一个转移矩阵P,而 Child２却

是非法的,该向量转化为转移矩阵后,第８行存在两个１,这
与定义冲突.类似地可以发现,这种冲突也存在于其他一些

交叉算法中.

由于这种冲突的存在,导致经典的遗传算法生成子代的

效率大大降低,从而严重影响了算法的速度以及求解成功的

９９第６A期 项英倬,等:一种求解子图同构问题的改进遗传算法



概率.为了解决该问题,本文提出了非均匀部分匹配交叉算

法(NUPMX交叉算法)来改进传统算法的不足之处.相关算

法伪代码如算法１所示.

算法１　NUPMX
Inputparameters:

ind１:Thefirstindividualparticipatinginthecrossover

ind２:Thesecondindividualparticipatinginthecrossover

Indpb:theprobabilitytoexecutetheswap

１．foreachindicesinind１andind２:

２．　ifrandom()＜indpb:＃executetheswap

３．　　ifind１(i)andind２(i)bothexistinind１andind２:

４．　　　swapind１(position(ind２(i))),ind２(position(ind１(i)))

５．　　　swapind１(i),ind２(i)

６．　　elseifind１(i)doesnotexistinind２,ind２(i)existinind１:

７．　　　ind１(position(ind２(i)))＝ind１(i)

８．　　　swapind１(i),ind２(i)

９．　　elseifind２(i)doesnotexistinind１,ind１(i)existinind２:

１０． Ind２(position(ind１(i)))＝ind２(i)

１１． swapind１(i),ind２(i)

１２． elseifind１(i)andind２(i)bothdonotexistinind１andind２:

１３． swapind１(i),ind２(i)

algorithmend

Outputparameters:

ind１:Thefirstchildafterthecrossover

ind２:Thesecondchildafterthecrossover

相比于传统算法,所提算法在每次执行交换操作时,首先

对操作对象进行一次判断,根据交换的对象是否存在于对方,

分为４种情况分别进行处理,从而避免了上述冲突的出现.

４．４　变异

变异是遗传算法中保证种群多样性的一种手段[２２],从而

使得算法在搜索最优解的过程中有足够高的概率跳出局部最

优解.本文采用随机洗牌的方法来使个体变异[２３].

４．５　种群评估和个体选择

为了评估种群中每个个体的适应度,并引导算法收敛到

最优解,我们采用式(２)所示的适应度函数.

fitness＝Vo∗abs(PT∗G∗P－H)∗VoT (２)

其中,Vo是一个１×Nh 的一维向量,向量中每个元素均为１.

由此得到的适应度为一个自然数,代表不能匹配的节点数量.

适应度函数越小,代表图 H 与图G 的子图越相似.因此需要

求解适应度函数的最小值,即:

min(fitness) (３)

如果适应度函数值为零,那么此时的个体为所要求解的

一个解,由该个体生成的转移矩阵就是图G 和图 H 的对应

关系.

在遗传算法的每次迭代过程中,计算种群中每个个体的

适应性来判断每个解得好坏.当所有个体经过交叉和变异步

骤后,需要从新生成的 Child以及原来的 Parent中选择合适

的个体构成下一代,学术界已有许多选择算法,如轮盘赌[２４]、

玻尔兹曼法[２５]、顺序选择法[２６]等.本文采用 KＧtournaments
算法[２７]选择下一代的个体.

至此,已经介绍完整个遗传算法中每个步骤,下面给出本

文改进后的遗传算法流程,如图４所示.

图４　遗传算法的流程

５　仿真实验

本文首先随机生成一个图G,然后从图中随机选择一部

分节点构成一个子图 H,作为要求解的目标解,重复该过程,

生成实验用的数据集合.然后分别使用 VF２算法、遗传算法

GA∗ILS[２８],以及本文改进的算法 GA∗NUPMX对数据集

进行求解.本文采用求解成功的比例作为算法性能的指标,

即算法成功搜索到最优解的比例.实验结果如表１所列.

表１　３种算法的性能对比

VF２ GA∗ILS/％ GA∗NUPMX/％
Nh＝１３,Ng＝１８ １００ ９９．２９ １００．００
Nh＝１９,Ng＝２４ Inf ９７．９４ ９９．０９
Nh＝２５,Ng＝３０ Inf ９５．５０ ９７．２９

由于 VF２算法仅能够处理比较小的图,当图的规模变大

后,已经难以在短时间内求解.从求解成功率上看,本文提出

的改进算法要优于 GA∗ILS算法.

下面尝试将 GA∗NUPMX应用于更大规模的子图同构

问题,图５给出算法求解失败率与 Ng 的关系图.

图５　GA∗NUPMX算法性能

从图５可以看出,GA∗NUPMX算法在求解５００个节点

规模的子图匹配问题时具有较好的稳定性,求解失败率基本

保持在２０％左右,工程应用中基本可以接受.

结束语　本文提出了改进的遗传算法 GA∗NUPMX来

求解子图同构问题,使用邻接矩阵对图进行建模,并使用置换

向量对邻接矩阵进行编码,将子图同构问题转化为容易计算

的形式.我们设计了一个高效的适应度函数来引导种群的进

化过程,以及一个特殊的基因交叉算法来高效地搜索最优解.

最后通过实验验证了改进算法的有效性,并通过大量实验表

明,该算法可以适用于５００个节点的子图同构问题.

如何提高算法的运行速度仍然有待研究,如何更快地搜

索到最优解也是一个很有潜力的研究方向.此外,尽管算法
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目前已经能以较高的概率搜索到最优解,但是算法的性能距

离最优还有一定距离.
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