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压缩感知问题的目标罚函数交替随机搜索方法
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摘　要　首先将压缩感知优化问题等价定义为双凸优化问题,证明了这个等价双凸优化问题的最优解也是压缩感知

优化问题的最优解,然后定义了它的一个具有２阶以上的光滑性的目标罚函数及对应的交替子问题,给出了一个交替

求解子问题迭代算法,理论上证明了所提出的交替算法的收敛性定理,导出了压缩感知的最优解显示表达式,设计了

一种对一类特定的压缩感知问题有效的交替随机搜索算法.该方法为研究和解决实际的压缩感知问题提供了一种新

的设计思路.
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中图法分类号　TP３９１．４　　　文献标识码　A
　

AlternateRandomSearchAlgorithmofObjectivePenaltyFunctionforCompressedSensingProblem
JIANG Min１　MENGZhiＧqing１　SHENRui２

(SchoolofManagement,ZhejiangUniversityofTechnology,Hangzhou３１００２３,China)１

(SchoolofEconomics,ZhejiangUniversityofTechnology,Hangzhou３１００２３,China)２

　
Abstract　Thecompressedsensingoptimizationproblem wasdefinedasabiconvexoptimizationproblem．Itisproved
thattheoptimalsolutionoftheequivalentbiconvexoptimizationproblemisalsotheoptimalsolutionofthecompressed
sensingoptimizationproblem．ThenasmoothobjectivepenaltyfunctionanditscorrespondingalternatingsubＧproblem
weredefined．AniterativealgorithmforsolvingthesubＧproblemwasgiven．TheconvergencetheoremofalternatingalＧ

gorithmwasprovedtheoretically．Theexpressionoftheoptimalsolutionforcompressionperceptionwasderived．AnalＧ
ternatingrandomsearchalgorithmwasdesigned,whichiseffectiveforaspecifictypeofcompressedsensingproblem．
Thismethodprovidesanewdesignideaforstudyingandsolvingtheactualcompressedsensingproblem．
Keywords　Compressivesensing,Equivalentrepresentation,Sparseoptimization,Objectpenaltyfunction,Alternating
randomsearchalgorithm

　

１　引言

Candès和 Tao[１]于２００６年证明了压缩感知优化问题的

正则化表示l１ 范数在一定条件下可以用l０ 范数求解,即信号

x恢复问题P min
x

‖x‖０s．t．Ax＝b由求解(Pp)min
x

‖x‖p
p

s．t．Ax＝b 替 代,其 中 p＝１ 方 便 转 换 成 无 约 束 问 题min
x

λ‖x‖p
p＋‖Ax－b‖２

２,甚至可用线性规划求解,但是存在无

解的情形,例如恢复问题[２]A＝
２１１
１１２

æ

è
ç

ö

ø
÷,b＝

１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的最优信号

为x＝(０,１,０)T,但是(P１)的解为x＝(１,０,１)T.Candès

等[２]于２００８年提出了加权l１ 范数恢复问题:(WP)min
x

∑
n

i＝１
wi|

xi|s．t．Ax＝b,以改善(P１)存在的不可恢复情形,进一步,

Chartrand等[３]同样针对(Pp)的类似问题考虑加权算法(０＜

p＜１).Mohimani等[４]提出一种光滑松弛问题min
x

∑
n

i＝１
(１－exp

(－x２
i

２σ２ ))s．t．Ax＝b,完美恢复了问题P.Foucart等[５]给出

了几种替代(P１)的近似替代求解方法,Pant等[６]推广了文献

[３]的方法,使用min
x
　λ∑

n

i＝１
(x２

i ＋ε２)p/２＋‖Ax－b‖２
２ 替代求解

(Pp),由于在０点的局部凸性,实验结果具有较好的恢复效

果.Wang等[７]特别讨论了lp(０＜p＜１)范数的恢复性质,针
对文献[３]的加权情形进行了对比实验,表明了其比加权l１

范数恢复问题有更好的效果.Zhu等[８]构造了增广拉格朗日

函数松弛问题逼近l１ 范数恢复问题P１,其算法具有全局收敛

性.文婷婷等[９]针对高斯光滑松弛问题提出了基于拟牛顿法

的压缩感知重构零范数平滑算法.杜卓明等[１０]提出一个正

则逼近函数∑
n

i＝１
[２
πarctan(－exp(βx２

i ＋１)]２ 的光滑正则化压

缩感知信号重构方法,实验表明其优于前面提出的几种方法.
罚函数是求解约束优化的一种重要方法,它是将约束优

化问题转化成无约束优化问题的方法,对于简化约束优化问

题起到关键作用.该方法由于使用简单、便于掌握,受到许多

工程优化研究者和应用者的青睐.压缩感知的p 模问题的

正则化表示本质上可以看作一种精确罚函数的形式[１].２０１３



年,Meng等[１１]发展了一种新的精确目标罚函数来求解约束

优化问题.鉴于此思想,我们研究了一种压缩感知优化问题

的等价表示及其目标罚函数方法[１３].本文提出了一个０模

(P)等价的双凸优化问题,定义它的目标罚函数,目标罚函数

也为双凸函数,基于此,提出了一个交替求解算法,并给出了

收敛性证明,进一步得到了(P)的最优解解析表达式;在此基

础上构造了一个求解压缩感知问题的随机求解算法.该方法

简单、容易实现,避开了求解优化问题的复杂性,表明了通过

目标罚函数构造压缩问题的算法有效性.

２　目标罚函数表示及其算法

设变量x∈Rn,m×n矩阵A,向量b∈Rm,压缩感知问题

为:
(P０)min

x
‖x‖０s．t．Ax＝b

学术界几乎都采用的松弛问题表示(正则化问题)[２]为:
(P１)min

x
‖Ax－b‖２

２＋λ‖x‖p
p

其中,参数λ,p＞０.在一定条件下可以求解问题P１ 得到问

题P０ 的解,由于问题P１ 不是凸问题,很难求得原问题的全

局最优解.

下面提出问题P０ 的另一种双凸优化问题D０,其表示为:

min
x,y,z

f(x,y;z)＝∑
n

i＝１
yi

s．t．Ax＝b,xizi＝０,yizi＝０,yi＋zi＝１,i＝１,２,􀆺,n
问题D０ 是一个关于(x,y;z)的双线性优化问题(双凸优

化).设可行解集合为:

S＝{(x,y,z)|Ax＝b,xizi＝０,yizi＝０,yi＋zi＝１,i＝１,

２,􀆺,n} (１)

根据文献[１２],我们有问题D０ 的局部最优解(partialoptiＧ

mum)定义:对于给定的(x∗ ,y∗ ,z∗ )∈S,有f(x∗ ,y∗ ;z∗ )≤

f(x,y;z∗ ),∀(x,y;z∗ )∈S,f(x∗ ,y∗ ;z∗ )≤f(x∗ ,y∗ ;

z),∀(x∗ ,y∗ ;z)∈S.

定理１　(１)若问题D０ 存在可行解,则问题P０ 也存在可

行解.
(２)若(x∗ ,y∗ ;z∗ )是问题 D０ 的最优解,则x∗ 是问题

P０ 的最优解,且‖x∗ ‖０＝∑
n

i＝１
y∗

i .

定理１说明通过求解问题D０ 的最优解就可以得到压缩

感知问题P０ 的最优解.反之,若x∗ 是问题P０ 的最优解,若

x∗
i ≠０,则令y∗

i ＝１,否则,令y∗
i ＝０,得到(x∗ ,y∗ )是问题

D０ 的最优解.因此,本质上,问题P０ 与问题D０ 是等价的.

为了简化约束个数,问题D０ 的另一种优化问题D１ 表示

为:

min
x,y,z

f(x,y;z)＝∑
n

i＝１
yi

s．t．Ax＝b,∑
n

i＝１
[(x２

i＋y２
i)z２

i＋(yi＋zi－１)２]＝０

显然,问题 D０ 等 价 于 问 题 D１.设 Aj ＝ (aj１,aj２,􀆺,

ajn),j＝１,２,􀆺,m,定义一种目标罚函数:

F(x,y;z;M,ρ)＝max{∑
n

i＝１
yi－M,０}２＋ρ∑

n

i＝１
[(x２

i ＋y２
i )

z２
i＋(yi＋zi－１)２]＋ρ∑

m

j＝１
(max{Ajx－

bj,０}２max{－Ajx＋bj,０}２) (２)

目标罚函数F(x,y;z;M,ρ)分别关于变量(x,y)(固定

z)和z(固定(x,y))是凸函数,是关于(x,y;z)的一个双凸函

数.式(２)是问题D０ 或问题D１ 的目标罚函数.设:

C(x,y,z)＝∑
n

i＝１
[(xi

２＋y２
i)z２

i ＋(yi＋zi－１)２]＋∑
m

j＝１
(max

{Ajx－bj,０}２＋max{－Ajx＋bj,０}２) (３)

设函数:gj(x)＝Ajx－bj(j＝１,２,􀆺,m),h(x,y,z)＝∑
n

i＝１

[(xi
２＋y２

i)z２
i＋(yi＋zi－１)２],那么问题 D１ 的 KKT条件可

以写为:存在不全为０的常数α１,α２,􀆺,αm,αm＋１,使得

f(x,y;z)＋∑
m

j＝１
αj gj(x)＋αm＋１ h(x,y;z)＝０

即等价于下面的方程组:

∑
m

j＝１
αjAT

j ＋αm＋１ xh(x,y;z)＝０

yf(x,y;z)＋αm＋１ yh(x,y;z)＝０

αm＋１ zh(x,y;z)＝０
定义２个无约束凸优化子问题:

D０(M,ρ)z: min
(x,y)∈R

n
×Rn

F(x,y;z;M,ρ)

D０(M,ρ)(x,y):min
z∈R

n
　F(x,y;z;M,ρ)

其中问题D０(M,ρ)z 固定变量z 和参数(M,ρ),求最优的(x,

y);问题D０(M,ρ)(x,y)固定变量(x,y)和参数(M,ρ),求最优

的z.对F(x,y;z;M,ρ)求导∂F
∂zi

＝０,得到:

z＃
i ＝ １－yi

１＋x２
i＋y２

i
,i＝１,２,􀆺,n (４)

是问题D０(M,ρ)z 的最优解.因此,若求问题D０ 的最优解,

只要求出D０(M,ρ)z 的最优解即可.我们有下面的定理.

定理２　设(x∗ ,y∗ ,z∗ )是问题D０ 的最优解,给定 M＜

０,设(x∗
M ,y∗

M )是问题 D０(M,ρ)z∗
M

的最优解,z∗
M 是问题D０

(M,ρ)(x∗
M ,y∗

M )的最优解,如果(x∗
M ,y∗

M ,z∗
M )和(x∗ ,y∗ ,z∗

M )是

问题D０ 的可行解,则(x∗
M ,y∗

M ,z∗
M )是问题 D０ 的最优解,且

y∗ ＝y∗
M 和z∗ ＝z∗

M .

证明:根据定理的已知条件,我们有:

F(x∗
M ,y∗

M ,z∗
M ;M,ρ)＝(∑

n

i＝１
y∗

Mi－M)２≤

　F(x∗ ,y∗ ,z∗
M ;M,ρ)＝(∑

n

i＝１
y∗

i －M)２

因为 M＜０,∑
n

i＝１
y∗

Mi≥０,∑
n

i＝１
y∗

i ≥０,我们有∑
n

i＝１
y∗

Mi≤∑
n

i＝１
y∗

i ,

由(x∗ ,y∗ ,z∗ )是问题 D０ 的最优解,可得∑
n

i＝１
y∗

Mi≥∑
n

i＝１
y∗

i ,因

此(x∗
M ,y∗

M )是问题D０ 的最优解.

定理３　给定 M＜０,设(x∗
M ,y∗

M )是问题D０(M,ρ)z∗
M
的最

优解,z∗
M 是问题D０(M,ρ)(x∗

M
,y∗

M
)的最优解,如果(x∗

M ,y∗
M ,z∗

M )

是问题D０ 的可行解,则(x∗
M ,y∗

M ,z∗
M )是问题 D０ 的局部最

优解.

证明:设(x∗ ,y∗ ,z∗
M )是问题D０ 中固定z∗

M 的最优解,根
据定理的已知条件,我们有:

F(x∗
M ,y∗

M ,z∗
M ;M,ρ)＝(∑

n

i＝１
y∗

Mi－M)２≤　

　F(x∗ ,y∗ ,z∗
M ;M,ρ)＝(∑

n

i＝１
y∗

i －M)２

因为 M＜０,∑
n

i＝１
y∗

Mi≥０,∑
n

i＝１
y∗

i ≥０,所以有∑
n

i＝１
y∗

Mi≤∑
n

i＝１
y∗

i .

反过来,显然∑
n

i＝１
y∗

Mi≥∑
n

i＝１
y∗

i ,因此,(x∗
M ,y∗

M )是问题D０ 中固定

z∗
M 的最优解,另一方面,显然z∗

M 是问题D０ 中固定(x∗
M ,y∗

M )
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的最优解,即(x∗
M ,y∗

M ,z∗
M )是问题D０ 的局部最优解.

下面给出本文提出的算法,如算法１所示.
算法１　
Step１　设(x１,y１,z１),M１＜０,N＞１,ρ１＞０和k＝１.

Step２　以(xk,yk,zk)为起始点计算优化问题:

zk＋１
i ＝

１－yk
i

１＋(xk
i)２＋(yk

i)２
,i＝１,２,􀆺,n

(xk＋１,yk＋１)＝ argmin
(x,y)∈R

n
×Rn

F(x,y;zk＋１;Mk,ρk)

Step３　若(xk＋１,yk＋１,zk＋１)是问题 D０ 的可行解,则(xk＋１,yk＋１,zk＋１)

是问题D０ 的局部最优解.否则,若f(xk＋１,yk＋１,zk＋１)≤Mk,

令 Mk＋１＝NMk,ρk＋１＝Nρk,k＝k＋１,转 Step２;若f(xk＋１,

yk＋１,zk＋１)＞Mk,则令 Mk＋１＝Mk,ρk＋１＝Nρk.

文献[１４]算法收敛的条件较多,这里不需要其他条件,证
明下面算法收敛性定理:

定理４　若问题D０ 存在可行解,假设{(xk,yk,zk)}是由

算法１产生的序列,那么有以下结论.
(１)若{(xk,yk,zk)}是有限序列,即在第k 步终止,则

(xk,yk,zk)是问题D０ 的局部最优解.
(２)若{(xk,yk,zk)}是无限序列,假设存在某个k′使得对

所有k≥k′都有f(xk＋１,yk＋１,zk＋１)＞Mk′,如果序列{F(xk＋１,

yk＋１;zk＋１;Mk,ρk)}有界,则{(xk,yk,zk)}的每个收敛聚点

(x∗ ,y∗ ,z∗ )是问题D０ 的局部最优解,并且存在不全为０的

常数α１,α２,􀆺,αm,αm＋１使得:

f(x∗ ,y∗ ;z∗ )＋ ∑
m

j＝１
αj gj(x∗ )＋αm＋１ h(x∗ ,y∗ ;

z∗ )＝０ (５)
否则,问题D０ 无最优解.

证明:对于结论(１),根据定理２可知结论成立.
对于结论(２),假设存在某个k′使得对所有k≥k′都有f

(xk＋１,yk＋１,zk＋１)＞Mk,根据算法１有 Mk′＝Mk,所以有k≥
k′.

因序列{F(xk＋１,yk＋１;zk＋１;Mk,ρk)}有界,存在常数L＞０
使得:

(∑
n

i＝１
yk＋１

i －Mk′)２≤F(xk＋１,yk＋１;yk＋１;Mk,ρk)≤L

所以有:

k≥k′ (６)

则有０＜∑
n

i＝１
yk＋１

i －Mk′＜ L(当k＞k′时),因此,可得序列{∑
n

i＝１

yk＋１
i }是有界的,由式(３)和式(６)得:

(∑
n

i＝１
yk＋１

i －Mk′)２＋ρC(xk＋１,yk＋１,zk＋１)＜L

即

０≤C(xk＋１,yk＋１,zk＋１)＜１
ρk

(L－(∑
n

i＝１
yk＋１

i －Mk′)２)

由上式得知序列{(xk＋１,yk＋１,zk＋１)}是有界的,不妨设

(xk＋１,yk＋１,zk＋１)→(x∗ ,y∗ ,z∗ )(当k→＋∞).根据上式令

k→＋∞,有C(x∗ ,y∗ ,z∗ )＝０,得(x∗ ,y∗ ,z∗ )是问题D０ 的

可行解,由定理３得(x∗ ,y∗ ,z∗ )是问题 D０ 的局部最优解.
由算法１的Step２得到:

(x,y)F(xk＋１,yk＋１;zk＋１;Mk,ρk)＝０
zF(xk,yk;zk＋１;Mk,ρk)＝０

即

ρk∑
m

j＝１
２(max{gj(xk＋１),０} gj(xk＋１)＋max{－gj(xk＋１),

０} (－gj(xk＋１)))＋ρk xh(xk＋１,yk＋１;zk＋１)＝０

２max{f(xk＋１,yk＋１;zk＋１)－Mk,０} yf(xk＋１,yk＋１;zk＋１)＋

ρk yh(xk＋１,yk＋１;zk＋１)＝０

ρk zh(xk,yk;zk＋１)＝０
对于k＞k′,有２max{f(xk＋１,yk＋１;zk＋１)－Mk,０}＞０,令:

γk＋１＝１＋ρk∑
m

j＝１
２(max{gj(xk＋１),０}＋max{－gj(xk＋１),

０})＋ρk (７)

有γk＋１＞０,再令:

βk＋１
j ＝

２ρkmax{gj(xk＋１),０}

γk＋１

ηk＋１
j ＝

２ρkmax{－gj(xk＋１),０}

γk＋１
,j＝１,２,􀆺,m (８)

βk＋１
m＋１＝ ρk

γk＋１λk＋１＝２max{f(xk＋１,yk＋１;zk＋１)－Mk,０}
γk＋１

ηk＋１＝ １
γk＋１ (９)

有１＝ηk＋１
j ＋∑

m

j＝１
(βk＋１

j ＋ηk＋１
j )＋βk＋１

m＋１,因此,序列{βk＋１
j },

{ηk＋１
j }(j＝１,２,􀆺,m),{βk＋１

m＋１},{ηk＋１}收敛,当k→∞时,令

βk＋１
j →βj,ηk＋１

j →ηj(j＝１,２,􀆺,m),βk＋１
m＋１→βm＋１,ηk＋１→η.由

于(xk＋１,yk＋１,zk＋１)→(x∗ ,y∗ ,z∗ ),有λk＋１ →λ,因 此,由

式(７)－式(９)有:

∑
m

j＝１
(βk＋１

j gj(xk＋１)＋ηk＋１
j (－gj(xk＋１)))＋βk＋１

m＋１ xh

(xk＋１,yk＋１;zk＋１)＝０
λk＋１

yf(xk＋１,yk＋１;zk＋１)＋βk＋１
m＋１ yh(xk＋１,yk＋１;zk＋１)＝０

βk＋１
m＋１ zh(xk,yk;zk＋１)＝０

令k→∞,有:

∑
m

j＝１
(βj gj(x∗ )＋ηj (－gj(x∗ )))＋βm＋１ xh(x∗ ,y∗ ;

z∗ )＝０
λ yf(x∗ ,y∗ ;z∗ )＋βm＋１ yh(x∗ ,y∗ ;z∗ )＝０

βm＋１ zh(x∗ ,y∗ ;z∗ )＝０

令αj＝βj－ηj

λ
,αm＋１＝βm＋１

λ ≥０,j＝１,２,􀆺,m,由上式得

到:f(x∗ ,y∗ ;z∗ )＋∑
m

j＝１
αj gj(x∗ )＋αm＋１ h(x∗ ,y∗ ;z∗ )＝０.

最后,假设不存在某个k′使得对所有k＞k′都有f(xk＋１,

yk＋１,zk＋１)＞Mk,由于k→＋∞,Mk→－∞,则f(xk＋１,yk＋１,

zk＋１)→－∞,即问题D０ 无最优解.证毕.

定理４说明,通过算法１可以得到问题P０ 的局部最优解

或 KKT解.
定理５　若问题D０ 存在可行解,假设{(xk,yk,zk)}是由

算法１产生的序列,那么有以下结论.若{(xk,yk,zk)}是无

限序列,假设存在某个k′使得对于所有k≥k′都有f(xk＋１,

yk＋１,zk＋１)＞Mk′,则对于i＝１,２,􀆺,n,有下面等式成立:

zk＋１
i ＝ １－yk

i

１＋(xk
i)２＋(yk

i)２ (１０)

xk＋１＝(ATA＋Zk＋１)－１ATb (１１)

yk＋１
i ＝ １

((zk＋１
i )２＋１)ρk

[Mk＋ρk(１－zk＋１
i )－Yk＋１] (１２)

其中,Yk＋１＝∑
n

i＝１
yk＋１

i ＝∑
n

i＝１

Mk＋ρk(１－zk＋１
i )

((zk＋１
i )２＋１)

(∑
n

i＝１

１
(zk＋１

i )２＋１＋

ρk)－１,ATA＋Zk＋１是可逆的,并且有:
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Zk＋１＝

(zk＋１
１ )２ ０ 􀆺 ０

０ (zk＋１
２ )２ 􀆺 ０

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

０ ０ 􀆺 (zk＋１
n )２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

(１３)

进一步,如果(xk＋１,yk＋１,zk＋１)→(x∗ ,y∗ ,z∗ )(当k→

＋∞),Mk→M∗ ,ρk→＋∞,则对于i＝１,２,􀆺,n,有下面等式

成立:

z∗
i ＝ １－y∗

i

１＋(x∗
i )２＋(y∗

i )２ (１４)

x∗ ＝(ATA＋Z∗ )－１ATb (１５)

y∗
i ＝ １－z∗

i

(z∗
i )２＋１

(１６)

其中,∑
n

i＝１
y∗

i ＝∑
n

i＝１

(１－z∗
i )

((z∗
i )２＋１),并且有:

Z∗ ＝

(z∗
１ )２ ０ 􀆺 ０

０ (z∗
２ )２ 􀆺 ０

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

０ ０ 􀆺 (z∗
n )２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

(１７)

其中,(x∗ ,y∗ ,z∗ )是问题D０ 的局部最优解.

证明:根据算法１的Step２,对于i＝１,２,􀆺,n,对

F(x,y;zk＋１;Mk,ρk)＝(∑
n

i＝１
yi－Mk)２＋ρk ∑

n

i＝１
[(x２

i ＋y２
i)

(zk＋１
i )２＋(yi＋zk＋１

i －１)２]＋ρk

∑
m

j＝１
(Ajx－bj)２

关于(x,y)求导:∂F
∂xi

＝０,∂F
∂yi

＝０,得到:

ρ∑
n

i＝１
２xk＋１

i (zk＋１
i )２＋ρ∑

m

j＝１
２(Ajxk＋１－bj)aji＝０ (１８)

２(∑
n

i＝１
yk＋１

i －M)＋ρk２yk＋１
i (zk＋１

i )２＋ρk２(yk＋１
i ＋zk＋１

i －１)＝０

(１９)

由式(１８)得到 ∑
m

j＝１
AT

j (Ajxk＋１ －bj)＋Zk＋１xk＋１ ＝０,即

(ATA＋Zk＋１)xk＋１＝ATb(得式(１１)),其中Zk＋１按式(１３)定

义.由式(１９)得:

１
(zk＋１

i )２＋１
(∑

n

i＝１
yk＋１

i －M)＋ρkyk＋１
i ＋ρk

１
(zk＋１

i )２＋１
(zk＋１

i －１)＝０,i＝１,２,􀆺,n (２０)

式(２０)的n个等式相加得:

(∑
n

i＝１

１
(zk＋１

i )２＋１＋ρk)∑
n

i＝１
yk＋１

i ＝∑
n

i＝１

Mk＋(１－zk＋１
i )ρk

(zk＋１
i )２＋１

即得:

Yk＋１＝∑
n

i＝１
yk＋１

i

＝∑
n

i

Mk＋ρk(１－zk＋１
i )

((zk＋１
i )２＋１)

(∑
n

i

１
(zk＋１

i )２＋１＋ρk)－１ (２１)

将式(２１)代入式(２０)得到式(１２).由式(１０)知zk＋１
i ＝

１－yk
i

１＋(xk
i)２＋(yk

i)２＜１,根据式(２１)得:

Yk＋１＝∑
n

i＝１
yk＋１

i

＝∑
n

i

Mk/ρk＋(１－zk＋１
i )

((zk＋１
i )２＋１) (１

ρk
∑
n

i

１
(zk＋１

i )２＋１＋１)－１

＜∑
n

i

Mk/ρk＋(１－zk＋１
i )

((zk＋１
i )２＋１) ＜∑

n

i

(１－zk＋１
i )

((zk＋１
i )２＋１)＜n

则序列{F(xk＋１,yk＋１;zk＋１;Mk,ρk)}有界.另一方面,因为

Mk＜０,由式(２１)得:

Yk＋１＝∑
n

i＝１
yk＋１

i

＝∑
n

i

Mk/ρk＋(１－zk＋１
i )

((zk＋１
i )２＋１)

(１
ρk

∑
n

i

１
(zk＋１

i )２＋１＋１)－１

＞∑
n

i

Mk

((zk＋１
i )２＋１)(∑

n

i

１
(zk＋１

i )２＋１＋１)－１＞Mk

由定理４得式(１４)－式(１７)成立,且(x∗ ,y∗ ,z∗ )是问

题D０ 的局部最优解.

根据定理５,若x∗ 是(P０)的最优解,x∗
i ＝０,则令y∗

i ＝０,

否则y∗
i ＝１.然后令z∗

i ＝１－y∗
i ,i＝１,２,􀆺,n,那么ATAx∗ ＋

Z∗x∗ ＝ATb成立,若(ATA＋Z∗ )－１存在,则有式(１５)成立.

据此,本文构建一个交替随机搜索算法.

算法２　
Step１　设k＝１和s１＝n,给定误差值ε;

Step２　随机生成yk＝(yk
１,yk

２,􀆺,yk
n)

T,其中yk
i 随机取１的总数不超

过sk,其余yk
０＝０.然后令zk

i＝１－yk
i,i＝１,２,􀆺,n,计算xk＝

(ATA＋Zk)－１ATb.转Step３.

Step３　如果|xk
i|＜ε,则令yk＋１

i ＝０,否则yk＋１
i ＝１,然后令zk

i＝１－yk
i,

i＝１,２,􀆺,n,计算 xk＋１＝(ATA＋Zk＋１)－１ATb,sk＋１＝ ∑
n

i＝１

yk＋１
i .令k:＝k＋１,若sk 不变化则终止,否则转Step２.

通过算法２的Step２得到一个单调递减序列{sk},下面给

出一个算例说明算法１的使用过程.

例１　给出一个简单０模问题中算法２的使用过程.

min‖x‖０

s．t．２x１＋x２＋x３＝１,x１＋x２＋２x３＝１.

显然存在一个最优解(x１,x２,x３)＝(０,１,０)T,它的等价

表示为:

miny１＋y２＋y３

s．t．２x１＋x２＋x３＝１,x１＋x２＋２x３＝１,

xizi＝０,yizi＝０,zi＋yi－１＝０,i＝１,２,３
显然存在一个最优解:(x１,x２,x３)＝(０,１,０)T,若取(y１,

y２,y３)＝ (０,１,０)T,(z１,z２,z３)＝ (１,０,１)T,其 中 A＝

２ １ １

１ １ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷,b＝

１

１
æ

è
ç

ö

ø
÷,由式(１５)得:

x∗ ＝(ATA＋Z∗ )－１ATb

＝
２ １ １

１ １ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

T ２ １ １

１ １ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

１ ０ ０

０ ０ ０

０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

－１

２ １ １

１ １ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

T １

１
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝

３/４ －３/２ １/４

－３/２ ５ －３/２

１/４ －３/２ ３/４

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

２ １ １

１ １ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

T １

１
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝

０

１

０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

例２　设问题 min‖x‖０s．t．Ax＝１,其中A 是m×n阶

随机正态分布矩阵,n＝２m 和第m 例所有的元素用１取代,
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即(a１m,a２m,􀆺,amm )T＝(１,１,􀆺,１)T,显然该问题的最优解

x∗ 为第m 维等于１,其余维等于０,即 ‖x∗ ‖０＝１.针对算

法２,用 MATLAB２０１４a 计 算 得 到 表 １,设 置 误 差 ε＝

０．０００００１.针对下面７个维度的问题,每个维度随机计算

１００个模型,搜索到最优解的成功率均为１００％,平均迭代次

数为４－５.例如对于８００维的１００个模型的计算结果,最大

迭代次数不超过２０(见图１),平均所用时间不超过０．８７s(见

图２).

表１　n＝２m 的１００个模型的迭代结果比较

n
最大迭代

次数

平均迭代

次数

最大迭代

时间/s
平均迭代

时间/s

１０ １５ ４．５４ ０．０１５ ０．００２

１００ １３ ３．５６ ０．０１３ ０．０９６

２００ １８ ４．１６ ０．１９４ ０．０４６

４００ １２ ３．４９ ０．４１４ ０．１１５

８００ １３ ３．８８ １．８８２ ０．５３１

１６００ １９ ４．３１ １２．０１１ ２．８５２

３２００ ３２ ４．８４ １１８．７５７ １６．７０４

图１　当n＝８００维时１００个模型收敛到最优解的迭代次数

图２　当n＝８００维时１００个模型收敛到最优解时的计算时间

算法２主要对如例２中的特定压缩感知问题具有较好的

收敛性,说明当问题规模不大时,足够多的遍历可以获得原问

题的最优解.因此,对于其他实际问题需要改造算法２中的

Step２,比如按遗传算法的交叉变异等,这些有待于进一步

研究.

结束语　本文提出了压缩感知问题的一种双凸优化问题

的等价表示,定义了一个对应的目标罚函数算法,证明了该算

法的收敛性,进一步推导了压缩感知最优解的解析表达式,提

出了一个交替随机搜索算法.该算法对于一些特殊压缩感知

问题有效.

本文得到的压缩感知问题最优解的解析形式有助于进一

步设计新的算法,该文的思路为研究压缩感知问题开辟了一

个新的方向,为研究稀疏优化问题提供了新的思路.
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