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摘　要　在石油领域,经过多年的研究和发展,一些网格相关的基本算法如 Delaunay三角网生成算法等已逐渐趋于

成熟.然而伴随技术的发展,行业对相关算法和软件的要求也不断提高,现有方法已经不能满足实际需要.文中分析

了目前常规三角网生成算法的特点和缺点,提出了一种将逐点和分治相结合的快速生成 Delaunay三角网格的方法,
使得布点数目对构网效率不会产生较大影响.通过大量测试验证了该算法在正确性、稳定性和效率上较传统算法具

有较大优势.
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Abstract　Afteryearsofresearchanddevelopmentinthepetroleumfield,somegridＧrelatedbasicalgorithmssuchas
Delaunaytriangulationalgorithmhavegraduallymatured．However,withthedevelopmentoftechnology,therequireＧ
mentsofrelevantalgorithmsandsoftwareintheindustryareconstantlyimproving,sotheexistingmethodscannolonＧ

germeettheactualneeds．ThispaperstudiedandanalyzedthecharacteristicsandshortcomingsoftheconventionaltriＧ
angulationalgorithm．ItproposedamethodbyusingtheideaofpointＧbyＧpointanddivideＧandＧconquertoquicklygeneＧ
rateDelaunaytrianglemesh,sothatthenumberoflayoutpointswillnothaveagreatimpactontheefficiencyofnetＧ
workconstruction．AlargenumberoftestsverifythatthealgorithmhasgreateradvantagecomparedwithtraditionalalＧ

gorithmsintermsofcorrectness,stabilityandefficiency．
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　　Delaunay三角剖分算法是图形处理研究的重点之一,与
结构化网格相比,非结构化网格可以更好地适应不规则计算

区域并快速实现网格的自动化生成,因此非结构化网格得到

了人们的重视.目前,voronoi网格作为典型的非结构网格,

因具有较强的灵活性和局部正交的特点,同时拥有固定的数

据结构,被灵活运用在图像处理的方方面面.基于voronoi
网格和 Delaunay三角网的对偶关系,我们可以间接优化和改

进 Delaunay三角网的生成算法,从而提高voronoi网格的质

量,进而得到满足需求的图像.

本文通过分析一般三角网生成算法的优缺点,取长补短,

得到将逐点法和分治法相结合的一种快速生成三角网格的

算法.

１　传统三角网算法

到目前为止,国内外大量文献表明三角网格剖分技术已

经十分成熟,并已有了许多公开有效的算法及实现.其中,

Delaunay准则方法是最为有效的基础算法.在一般情况下,

平面域网格剖分算法中,Delaunay准则具有“三角剖分最小

内角最大”的性质,最大限度地减少了畸形三角形(某个内

角过小),为后期模型表征及计算机迭代求解提供了可靠

的网格质量保证[１].

Delaunay三角网有两条重要的性质,也是其优化准则[２],

即外接圆性质和最大最小角度性质.这两条特性,决定了

Delaunay三角网具有极大的应用价值.Miles证明了 DelauＧ
nay三角网是最为均匀的三角网;Lingas也从不同角度证明

了“Delaunay准则下三角网最优”的结论.以上定义及性质是

建立 Delaunay三角网的算法依据.

Tsai根据实现过程,把生成 Delaunay网的各种算法分为

３类:逐点插入法、分治法及三角网生长法;并对３种算法的

性能进行了比较分析,对比了各种算法的时间复杂度[３].

１．１　分治算法

分治算法的基本步骤如下:

１)以横坐标为主、纵坐标为辅对点集进行升序排序;

２)把点集分为近似相等的两个子集;

３)在两个子集中生成三角网;

４)用Lawson提出的局部优化算法 LOP优化所生成的

三角网,使之成为 Delaunay三角网;

５)找出连接两个子集中两个凸壳的底线和顶线;

６)由底线至顶线合并两个子集的三角网;

７)递归执行步骤２)－步骤６),直到点集中的所有点都参



加了 Delaunay三角网的构造.
以上步骤显示,分治算法的基本思想是问题简化,把点集

划分到足够小,使其易于生成三角网.然后把子集中的三角

网合并生成最终的三角网,用LOP算法保证其成为 Delaunay
三角网.不同的实现方法可有不同的点集划分法、子三角网

生成方法及合并方法,如图１所示.

图１　三角网合并

１．２　逐点插入算法

１９７７ 年,Lawson 提 出 了 新 的 Delaunay 三 角 网 的 算

法———逐点插入法[４Ｇ５],其可以在逐点增加的情形下动态地求

出点集的 Delaunay三角剖分.之后,Lee和Schachter,Sloan,

Bowyer,Macedonio,Floriani和 Pareschi,Watson 和 Puppo,

Tsai先后对其进行了发展和完善.其中,Waston提出的算法

效果不错,其主要思想是不断地向原三角网加入新的点,根据

点的位置不断更新三角网,如图２所示.

图２　逐点更新三角网

１．３　三角网生长算法

三角网生长法的示意图如图３所示.

图３　生长算法过程

１)以任一点为起始点(一般位于数据点几何中心附近);

２)以与起始点最近的数据点相互连接形成 DＧ三角形的

一条边作为基线,按 Delaunay三角网的判别法则(即它的两

条基本性质),找出与基线构成 DＧ三角形的第三点;

３)基线的两个端点与第三点相连,成为新的基线;

４)迭代以上两步,直至所有基线都被处理.

２　改进三角网算法

上述３类算法中,三角网生长算法和分治法是静态算

法[６Ｇ８],而逐点插入法是动态算法[９].

逐点插入法虽然实现比较简单,占用内存较小,但其效率

低.分治算法是通过递归把复杂问题简单化,但它需要较大

的内存空间.把逐点插入法和分治算法相结合,可以取长补

短,从而达到很好的效果,即本文提出的改进算法.

首先,凸壳的生成算法有很多,本文主要采用一种对包裹

算法进行改进的算法进行凸包的构建.凸壳生成中主要涉及

离散点,凸壳由有序点组成.

１)对输入的点集进行分类

算法１　改进的凸壳算法

输入:含有n(n≥３)个平面离散点的集合P

输出:凸壳点集

１)如果 n＜３,则返回.

２)取出点集中x坐标最大和最小的点,以及y坐标最大和最小的点

(若存在多个最值点则一起取出),这些点必为凸壳边上的点.

３)连接这些点构成一个凸多边形,然后选取剩下的点依次和凸边形的

边连线进行矢量判断.对于向量我们定义逆时针为正方向,那么如

果有点在向量的右侧,则表示该点与当前判断向量起始点所构成的

向量乘积小于０,则将该点加入凸壳链表中,并删除当前比较向量

所表示的边,将新加入的点和凸壳链表当前最后一点重新连接构成

新的凸边.

４)重复步骤３),直到所有点都进行了遍历操作,结束.

２)判断点在向量两侧的算法

设判断点为C,向量两边的点为A,B.我们只需求得向

量CA∗AB的正负关系,其值大于零,表示点在右侧,将其加

入凸壳链表,反之则进行下一个点的判断,如图４所示.

(a)p１p０∗p２p０＞０,则p２

在p１p０ 右侧

(b)p１p０∗p２p０＜０,则p２

在p１p０ 左侧

图４　利用向量积判定点位置

其中,向量积的坐标运算公式如下:

向量CA＝(X１,Y１),向量AB＝(X２,Y２)

丨CA∗AB丨＝X１∗Y２－X２∗Y１

对于已经生成好的凸包,我们需要进行三角剖分.

算法２　改进的三角网算法

输入:凸壳点集,内部离散点

输出:三角网

１)读入凸壳点,以y坐标为最小的点 A 按逆时针方向存入.把 A 与

随后的凸壳点连接形成初始三角形,这样整个凸包就被三角化了,

如图５所示.
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图５　凸壳三角网初始化

２)初步的三角网形成之后,我们就按照逐点的思想将凸包内部的点依

次加入到初始三角网中.主要流程是判断点在当前三角网中哪个

三角形的内部,如果在某个三角形内部,则该点连接此三角形的３
个顶点,组成新的三角形,将原本的三角形编号删除,加入新的三角

形编号.

３)再进行Lop优化,得到 Delaunay三角形.

４)依次递归,直到所有内部点都进行了三角化.

判断点在具体某个三角形内部的方法,与前面确定凸壳

边的思想一致,即根据插入点与三角形顶点所构成的向量,与
三角形三边的向量做向量积的运算,根据数值的正负即可得

到点与三角形的位置拓扑关系.一般情况下,此方法需要使

插入点遍历整个凸壳中的三角形,当点足够多时,效率可能得

不到保障.因此,对算法做出一些改进,尤其是当点不在当前

三角形内部时,无需再逐次遍历,只需根据边结构体中当前边

对应的另一个三角形即可,以此类推,直到向量积都大于零

时,停止查找,如图６所示.
为了保证生成的三角网为 Delaunay三角网,我们需要对

生成的三角形进行LOP优化.运用 Delaunay三角网的空外

接圆性质对由插入点生成的三角形和相邻三角形组成的四边

形进行判断.主要通过插入点到相邻三角形外心的距离和外

接圆半径的大小来决定是否进行对角交换:如果前者大于后

者,则表示插入点在外接圆外,不需要交换四边形对角线;如
果前者小于后者,则插入点在外接圆内,需要交换.这个过程

中主要要求得外接圆的圆心和外接圆半径以及插入点到圆心

的距离.

(a)点p在三角形内

　

(b)判断点p与be边的位置

关系向量bp∗bc＞０

(c)判断点p与ac边的位置

关系向量cp∗ca＞０

(d)判断点p与ab边的位置

关系向量ab∗ap＞０

图６　点与三角形的位置关系

设外接圆的三角形三边顶点为 A(x１,y１),B(x２,y２),

C(x３,y３),插入点为 D(x４,y４),其外心坐标 P 为 (x,y),
则有:

x＝
(y２－y１)(y２

３－y２
１＋x２

３－x２
１)－(y３－y１)(y２

２－y２
１＋x２

２－x２
１)

２[(x３－x１)(y２－y１)－(x２－x１)(y３－y１)]

y＝
(x２－x１)(x２

３－x２
１＋y２

３－y２
１)－(x３－x１)(x２

２－x２
１＋y２

２－y２
１)

２[(y３－y１)(x２－x１)－(y２－y１)(x３－x１)]

　　外接圆半径r以及插入点到圆心的距离d 的公式为:

r＝ (x１－x)２＋(y１－y)２

d＝ (x４－x)２＋(y４－y)２

由于开方运算可能会对精度和效率产生影响,并且我们

只需要半径与第四点的圆心距的大小关系,因此只需比较两

者的平方大小即可,无需开方运算.

对角线交换前后的效果如图７所示.

(a)交换前 (b)交换后

图７　对角线交换前后的对比

在进行LOP优化时,如果执行了对角线交换,改变了三

角形的形状,则可能使得之前相邻的三角形不满足空外接圆

准则,因此需要重新判断.这里我们可以用栈这种数据结构

来对需要判断的三角形进行存储.需要 LOP操作的则压入

栈中,执行完成则出栈,同时把出栈三角形相邻的三角形压入

栈中,直到空栈,一次LOP优化完成.

此外,当点集数目比较大时,单纯的逐点插入在效率上大

打折扣,我们可以将点集划分成几个小的点集,将分治和逐点

二者结合可以很大程度地提高三角网生成效率.

首先我们制定一个标准,以横坐标为主、纵坐标为辅,将

所有个点纳入一个点集中,并将点集分成两个子点集,分别按

照上述方法对这两个子集生成凸包和三角网,并执行 LOP优

化,得到两个 Delaunay三角网.然后对这两个三角网进行缝

合,形成最终的三角网.

这里最关键的就是对凸包进行缝合,使缝合区域能正确

生成 Delaunay三角网.

首先要确定凸壳间的顶线和底线,这两条线其实就是两

者的公切线.由于计算公式繁琐,且存在鲁棒性问题,我们依

旧可以利用向量积的方式来确定顶线和底线,如图８所示.

图８　确定初始边

算法３　三角网合并算法

输入:两个子三角网点集

输出:合并三角网点集

１)首先确定两个子集中横坐标最大最小值的点.把左子集横坐标最

８２２ 计 算 机 科 学 　２０１９年



大值的点和右子集横坐标最小的点连接起来.

２)寻找底线.首先,右子集中凸壳边上的点从点B出发,按照逆时针

的顺序判断点是否在向量 AB的右侧,如果是则更新 B点为当前

点,然后遍历下一个点,直到右侧没有点为止.同理,左子集按照同

样的方式和方法进行判断,不过凸壳边上点的遍历顺序改为顺时

针,直到右侧没有点时,当前线段 AB就为底边.

３)寻找顶线和底线的方法一样,但判断的是点在 AB左侧的情况,并

且左右凸壳边界点的遍历顺序正好与底边相反.

４)在找完上下公切线后,对凸包进行缝合.以底边为界,左凸包从凸

壳链表中按逆时针顺序,右凸包按照顺时针顺序,以底边两点为起

始点,分别寻找下一个点,判断两个点的纵坐标,数值小的点和底边

构成新的三角形,并且链表指向下一个点,然后对该三角形进行

LOP优化,最后以新构成的边为底边.

５)重复步骤４),寻找纵坐标低的点,直到两边的凸壳链表都遍历到了

各自的顶线端点,合并结束,如图９所示.

图９　确定子凸壳间的下公切线

３　实例

笔者在 VisualStudio２０１３编译平台上进行了算法验证

(CPU:AMDPhenomIIX４９４５四核,内存６GB).实例的初

始状态如图１０所示(布点数量为３００,并且根据点的位置关

系生成了凸包).

找到了凸包之后,我们将其内部的点逐一三角化,最终得

到关于此凸包的三角网,如图１１所示.

图１０　初始化布点及凸包的生成 图１１　Delaunay三角化

本文算法与文献[２]中给出的分治法三角网生成算法的

时间比较如表１所列.

表１　 测试时间的比较

点数目/个 参考算法/ms 本文算法/ms
２００ １５０ ２１
５００ １４０ １０５
１０００ １３７ １３７

１０００(逐点) ４３０
２０００ １４８ １４７

从表１可以看出,布点数较少时逐点法的布网效率远远

高于分治法;而在点数目较大时,分治法的并行思想大大缩短

了构网时间.因此,将逐点和分治相结合来构建三角网,能够

最大限度地提高三角网的生成效率.

结束语　Delaunay三角网在图像处理领域有着巨大的利

用价值,良好的构网算法能够大大提高图形处理精度和效率.

本文提出的逐点和分治相结合的构网算法,既包含了逐点法

能够快速三角化的特点,又包含了分治法在布点数较多时构

网效率快的优点,具有极高的应用价值.未来,我们可以在三

维 Delaunay三 角 网 中 利 用 这 种 思 路 进 行 构 网,探 索 三 维

Delaunay三角剖分方法.
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