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摘　要　文中提出了一种新的在线形式的非负矩阵分解,即在线学习非负矩阵分解(OLNMF).OLNMF算法采用了

增量形式的非光滑模型,并采用“选择遗忘法”控制新样品和旧样品的权重,提高了算法的计算效率,减少了计算复杂

度.OLNMF算法能处理大型的实时更新的数据集,并得到稀疏度更高的基矩阵.实验结果表明,在多个人脸数据集

中,相对于INMF,ONMFO,LpＧINMF,OLNMF具有更好的稀疏性;在 EEG数据集中,基于 OLNMF的SVM 分类方

法能得到更好的分类准确率.
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１　引言

特征提取的目的是在高维的数据集中寻找一个适合的低

维特征空间,常用的方法有PCA[１]和 VQ[２],但是 PCA和 VQ
没有增加非负约束,两种方法提取的特征元素可能存在负值,
负值在实验生活中没有对应的物理意义.１９９９年,Lee和SeＧ
ung 提 出 了 一 种 新 的 特 征 提 取 方 法———非 负 矩 阵 分 解

(NMF)[３].NMF是一种可以提取局部特征的降维工具,而
且对基矩阵和系数矩阵增加了非负约束,这间接导致了 NMF
的分解结果具有稀疏性.NMF由于其非负性和稀疏性,已经

成为一种提取数据特征的工具,已经广泛应用于各个领域,如
人脸识别[４]、盲源分离[５]、深度神经网络[６]和光谱解混[７Ｇ９].

某些领域中的数据集维度太大,会导致 NMF的分解结

果不够稀疏,不能提取局部特征.为了增加基矩阵和系数矩

阵的稀疏性,Hoyer在２００２年和２００４年分别提出了两篇经

典的稀疏约束 NMF:一个是非负稀疏编码(NNSC)[２２],该算

法应用欧氏距离平方来进行相似性衡量,并对系数矩阵添加

了L１范数约束,另一个是在目标函数后面增加稀疏度约束的

模型(NMFSC)[２３].另一方面,在２００６年,PascualＧMontano提

出了一种nsNMF[１０],通过在原始 NMF的模型中增加一个光

滑矩阵来同时提高基矩阵和系数矩阵的稀疏度.近几年,RaＧ

jabi等[１２]在原始 NMF的模型上增加了 L１/２范数和图约束,
得到了新模型,该模型在光谱解混领域中有很好的效果.

在更新大规模数据集的过程中,传统的 NMF不适合处

理这类数据集.一方面,NMF的计算复杂度和数据集的维度

成正比,数据集越大,计算复杂度越高.另一方面,NMF是一

种批处理方式,当采集到新样品时,需要重新计算,导致旧样

品的重复计算,浪费计算资源.２００７年,Bucak和 Gunsel提

出了INMF[１１]的理论,即一种大型的在线更新数据集的处理

方法.由于INMF十分适用于在线处理大型数据集,研究学

者对在线形式的 NMF进行了深入研究,并取得众多研究成

果.Zhao等提出了 ONMFO[１３],这是一种在离群值影响下依

然能提取有良好特征的基矩阵的在线形式 NMF.Dang等提

出了 LpＧINMF[１５],INMF的模型增加了 Lp范数,用于提高

SAR目标识别的准确率.在线形式的 NMF也被成功运用到

实际领域当中,如人脸识别[１４]、视觉捕捉[１６]、前景监测[１７].
在本文中,我们提出了一种新的在线形式的 NMF,即在

线学 习 非 负 矩 阵 分 解 (OLNMF).OLNMF 算 法 采 用 了

nsNMF的模型,引入了增量学习的形式,采用选择遗忘法[１８]

的加权函数控制新样品和旧样品的权重.与INMF不同的

是:在线学习非负矩阵分解的梯度下降法采用的是自然梯度.
在线学习非负矩阵分解不仅能在线处理大型的实时更新的数



据集,而且能提取出稀疏度较高的基矩阵.

２　非负矩阵分解理论及概念

２．１　非负矩阵分解(NMF)
传统的 NMF方法可以表示为以下的问题:设数据矩阵

V∈Rm×n,NMF将数据矩阵V 近似地分解成非负的基矩阵

W∈Rm×r和非负的系数矩阵H∈Rr×n,目的是使得乘积WH
无穷接近于V.r(m,n远大于r)是一个预设的降维参数.

NMF数学模型如下:

V≈WH (１)
数据矩阵V 由n个列向量组成.每一个列向量在系数矩

阵H 中都有与之相对应的系数向量,如式(２)所示.

vc＝Whc,c＝１,２,􀆺,n (２)
欧氏距离的目标函数为:

min:D(V‖WH)＝１
２‖V－WH‖２

２

s．t．W,H≥０
{ (３)

为了求解目标函数,Lee等[１９]利用交替迭代的方法依次

更新基矩阵V 和系数矩阵H,巧妙地选择学习率,并且严格

证明了迭代算法的收敛性.只要基矩阵W 和系数矩阵H 的

初始值是非负的,就可以保证每一步迭代运算得到的结果是

非负的.基矩阵W 和系数矩阵H 的迭代更新公式如下:

Wia←Wia
(VHT)ia

(WHHT)ia

Hau←Hau
(WTV)au

(WTWH)au

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４)

２．２　非光滑非负矩阵分解(nsNMF)

PascualＧMontano[６]提出了一种非光滑形式的非负矩阵

分解算法(nsNMF),该算法模型如下:

V＝WSH (５)
其中,V,W,H 的意义与原始的NMF 一样.与原始的 NMF
模型不同的是,nsNMF加入了一个非负平滑矩阵S∈Rr×r,S
的定义如下:

S＝(１－θ)I＋θ
r１１T (６)

其中,I是一个r×r的单位矩阵,１是一个全为１的r×１的列

向量,参数θ∈[１,０].平滑矩阵S的作用是同时提升基矩阵

W 和系数矩阵H 的稀疏度.

３　在线学习非负矩阵分解

３．１　迭代公式推导过程

OLNMF的模型采用的是nsNMF的模型,如式(５)所示.
设旧数据为Vk,Vk 分解得到后的基矩阵Wk 和系数矩阵Hk,
光滑矩阵S的定义如式(６)所示.OLNMF目标函数Dk 如式

(７)所示.

Dk ＝１
２‖Vk－WkSHk‖２

２

＝１
２∑

m

i＝１
　∑

k

j＝１
((Vk)ij－(WkSHk)ij)２ (７)

随着样品的数量增加,Wk＋１的变化就越来越小.在大型

数据集中,样品的数量是十分庞大的,此时,Wk 近似于Wk＋１.
基于式(７)可得:

Dk≈１
２‖Vk－Wk＋１SHk‖２

２ (８)

另外一方面,Hk＋１的前k列近似于Hk,同理,Vk＋１的前k列

近似于Vk.当采集到新的样品vk＋１时,目标函数Dk＋１定义为:

Dk＋１＝１
２‖Vk＋１－Wk＋１SHk＋１‖２

２

＝１
２∑

m

i＝１
　∑

k＋１

j＝１
((Vk＋１)ij－(Wk＋１SHk＋１)ij)２

＝１
２ ∑

m

i＝１
　 ∑

k

j＝１
((Vk＋１)ij － (Wk＋１SHk＋１)ij)２ ＋ １

２ ∑
m

i＝１

((Vk＋１)i(k＋１)－(Wk＋１SHk＋１)i(k＋１))２

＝１
２∑

m

i＝１
　∑

k

j＝１
((Vk)ij－(Wk＋１SHk)ij)２＋１

２∑
m

i＝１
((vk＋１)i－

(Wk＋１Shk＋１)i)２

＝１
２‖Vk－Wk＋１SHk‖２

２＋
１
２‖vk＋１－Wk＋１Shk＋１‖２

２

≈Dk＋dk＋１ (９)

其中,dk＋１＝１
２‖vk＋１－Wk＋１Shk＋１‖２

２,dk＋１是新样品vk＋１的

目标函数.为了增加每一个新样品的利用效率,Dk＋１采用选

择遗忘法.如式(１０)所示:

Dk＋１＝αDk＋βdk＋１ (１０)
其中,α和β分别对应旧数据和新数据的权重,其中,α＋β＝１,α
和β都大于０.Wk＋１和hk＋１迭代更新公式采用梯度下降法[２０],
对Dk＋１求Wk＋１和hk＋１的偏导,如式(１１)和式(１２)所示:

∂Dk＋１

∂Wk＋１
＝α ∂Dk

∂Wk＋１
＋β

∂dk＋１

∂Wk＋１
(１１)

∂Dk＋１

∂hk＋１
＝α∂Dk

∂hk＋１
＋β

∂dk＋１

∂hk＋１
＝β

∂dk＋１

∂hk＋１
(１２)

梯度下降法采用自然梯度,Amari[２１]利用黎曼几何的有

关理论,证明梯度下降法的最佳下降方向不是负常规梯度方

向,而是负黎曼梯度.计算其偏导后,我们可以得到:

Wk＋１←Wk＋１－ηW ☉(∂Dk＋１

∂Wk＋１
WT

k＋１Wk＋１)

←Wk＋１＋ηW [(αVkHT
kST＋βvk＋１hT

k＋１ST)WT
k＋１Wk＋１＋

δ－(αWk＋１SHkHT
kST ＋βWk＋１Shk＋１hT

k＋１ST)WT
k＋１

Wk＋１－δ] (１３)

δ＝１０－９,这是为了防止迭代运算中出现分母为零的情

况.为了保证迭代运算能获得一个新的非负基矩阵Wk＋１,取

ηW 为:

ηW ＝Wk＋１Ø[(αWk＋１SHkHT
kST＋βWk＋１Shk＋１hT

k＋１ST)WT
k＋１

Wk＋１＋δ] (１４)
将式(１４)代入式(１３)得到Wk＋１的迭代更新公式:

Wk＋１←☉Wk＋１[(αVkHT
kST＋βvk＋１hT

k＋１ST)WT
k＋１Wk＋１＋δ]

Ø[(αWk＋１SHkWT
kST＋βWk＋１Shk＋１hT

k＋１ST)WT
k＋１

Wk＋１＋δ] (１５)

☉和 Ø分别代表矩阵对应位置相乘或相除.为了避免

Wk＋１每一列的规格参差不齐,我们需要对Wk＋１进行归一化处理:

(Wk＋１)ij←(Wk＋１)ij/∑
m

i＝１
(Wk＋１)ij (１６)

另一方面,hk＋１的迭代更新公式如式(１７)所示:

hk＋１←hk＋１－ηh☉[(STWT
k＋１vk＋１＋δ－STWT

k＋１Wk＋１Shk＋１

－δ)β] (１７)
同理,为了保证每次迭代运算更新得到一个非负的hk＋１,

学习率ηh为:

ηh＝hk＋１Ø[(STWT
k＋１Wk＋１Shk＋１＋δ)β] (１８)

最终,我们可以得到hk＋１ 的迭代更新 公 式,如 式 (１９)
所示:

hk＋１←hk＋１Ø[STWT
k＋１vk＋１＋δ]Ø[STWT

k＋１Wk＋１Shk＋１＋δ]
(１９)
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为了避免重复计算和减少算法的计算量,我们需要储存

上一次迭代运算留下来的信息,并将其运用到下一次迭代运

算中.每一次我们将储存的信息如式(２０)、式(２１)所示:

Vk＋１HT
k＋１ST＝αVkHT

kST＋βvk＋１hT
k＋１ST (２０)

SHk＋１HT
k＋１ST＝αSHkHT

kST＋βShk＋１hT
k＋１ST (２１)

每一次迭代运算都会储存相应的信息Vk＋１HT
k＋１ST 和

SHk＋１HT
k＋１ST.举个例子,当算法计算到第k＋１个样品时,

储存Vk＋１HT
k＋１ST 和SHk＋１HT

k＋１ST,当采集到第k＋２个样品

后,由于我们在上一次迭代运算中已经计算好Vk＋１HT
k＋１ST 和

SHk＋１HT
k＋１ST,在这次计算Vk＋２HT

k＋２ST 和SHk＋２HT
k＋２ST 的迭

代运算中,不需要重复计算,可以直接运用.

３．２　OLNMF算法的流程

OLNMF算法的实验流程如下:

(１)初始化:取原始数据V 的前k列作为训练集Vk,对Vk

进行nsNMF处理,得到Wk 和Hk.

(２)归一化:[vk＋１]i＝[vk＋１]i/∑
n

j＝１
[vk＋１]j.

(３)在线学习[内循环s次(s＝１０~５０)]:

１)令Wk＋１＝Wk,迭代更新公式hk＋１,如式(１９)所示.

２)迭代更新公式Wk＋１,如式(１５)和式(１６)所示.
(４)停止:令k＝k＋１,若k超过整体样品的数量,则停止

算法,若没有超过,则返回到步骤２).
(５)得到Wk＋１和hk＋１.

４　实验与结果分析

稀疏度度量方法是采用 Hoyer提出的基于向量的 L１范

数和L２范数的关系来计算的,如式(２０)所示:

Sparseness(w)＝ m－(∑|wi|)/ ∑w２
i

m－１
(２０)

其中,wi 是向量w 的其中一个元素,m 是向量w 的维度.在

下面实验中,计算矩阵的稀疏度,定义矩阵的“平均稀疏度”是
矩阵每一列列向量的平均稀疏度.

本节中,为了更好地量化每一次迭代更新后Wk＋１的变

化,定义代价函数F(Wk＋１):

F(Wk＋１)＝
‖Wk＋１－Wk‖２

F

‖Wk‖２
F

(２１)

４．１　稳定性实验

４．１．１　计算机生成的随机数据集

本节中,计算机用式(６)的模型生成一个非负且稀疏度很

高的数据集V∈R３００×５００,其中W∈R３００×２５和 H∈R２５×５００的稀

疏度都超过０．８,平滑矩阵S的参数θ＝０．５.本次实验中,初
始化步骤取数据集的前５０列进行５０次nsNMF运算;在线学

习步骤对剩下的数据集的每一列依次进行 OLNMF运算,最
终获得Wk＋１,并计算代价函数F(Wk＋１)和基矩阵Wk＋１的平均

稀疏度.其中,OLNMF的参数设定如下:α＝０．９,β＝０．１,

s＝３０,r＝２５.
为了验证算法的收敛性,对θ设定了４个值,分别进行了

４次实验,得到４条代价函数曲线和４条稀疏度曲线,如图１
和图２所示.在图１中,４条代价函数曲线是收敛的,验证了

算法在不同θ下依然可能分解得到稳定的基矩阵Wk＋１.随

着θ的增加,代价函数F(Wk＋１)曲线的收敛速率加快,基矩阵

Wk＋１能更快地达到稳定.

图１　４条代价函数曲线

图２　Wk＋１的列向量稀疏度曲线

４．２　收敛性实验

４．２．１　计算机生成的随机数据集

在４．１节的实验结果中,计算得到了４条矩阵Wk＋１的列

向量稀疏度曲线,如图２所示.Wk＋１的每一列的稀疏度都会

随着θ的增加而增加.
为了体现 OLNMF算法在稀疏度上面的优势,OLNMF

和３种 在 线 形 式 的 NMF 算 法 进 行 了 比 较.在 线 形 式 的

NMF的初始化步骤是要提取部分数据进行批处理 NMF,并
分解得到Wk,把Wk 作为在线学习步骤中的初始矩阵.４种

在线形式的 NMF的初始化步骤中批处理 NMF分别采用

nsNMF,NMF,NMFO,LpＧNMF.４种在线 NMF的实验流

程如图３所示.

图３　４种在线 NMF实验流程

在初始化步骤,取随机数据集 的 前 ５０ 列 进 行 批 处 理

NMF;在在线学习步骤,对剩下的４５０列进行在线 NMF处理

(OLNMF,INMF,ONMFO,LpＧINMF);最 后 计 算 基 矩 阵

Wk＋１的平均稀疏度.本次实验同样设定了１０种不同的 初始

化状态,参数设置如下:
(１)在 OLNMF中,α＝０．９,β＝０．１,r＝２５,s＝３０,θ＝

０．５;
(２)在INMF中,α＝０．９,β＝０．１,r＝２５;
(３)在 ONMFO中,λ＝０．０１,r＝２５;
(４)在LpＧINMF中,p＝０．５,λ＝０．１,r＝２５.
实验中,设置了１０种不同的初始化状态,生成了４条稀

疏度曲线.实验结果如图４所示,其中 OLNMF的基矩阵

Wk＋１的平均稀疏度是最高的.
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图４　随机数据集中４种在线 NMF的Vk＋１平均稀疏度曲线

４．２．２　CBCL数据集

为了验证算法应用到实际数据集时在稀疏度方面也有优

势,采用CBCL数据集进行稀疏度比较.CBCL数据集由１６
个人在不同的角度、光线、尺寸下拍摄的２４２９张人脸图像组

成的.在初始化步骤,取CBCL数据集的前１００列(１００张人

脸图 像)进 行 批 处 理 NMF;在 在 线 学 习 步 骤,对 后 面 的

１９００列进行在线 NMF (OLNMF,INMF,ONMFO,LpＧ
INMF);最后计算基矩阵Wk＋１的平均稀疏度.本次实验同样

设定了１０种不同的初始化状态,参数如下:
(１)在 OLNMF中,α＝０．９,β＝０．１,r＝４９,s＝１０,θ＝０．５;
(２)在INMF中,α＝０．９,β＝０．１,r＝４９;
(３)在 ONMFO中,λ＝０．０１,r＝４９;
(４)在LpＧINMF中,p＝０．５,λ＝０．１,r＝４９.
实验结果如图５所示,OLNMF的基矩阵Wk＋１的平均稀

疏度依然是最高的,验证了 OLNMF算法应用到人脸数据集

中在稀疏度方面依然具有优势.

图５　CBCL数据集中４种在线 NMF的Wk＋１平均稀疏度曲线

４．２．３　ORL数据集

为了验 证 算 法 的 鲁 棒 性,实 验 采 用 另 一 种 人 脸 数 据

集———ORL数据集.ORL数据集由４０个人在不同的角度、
光照拍摄出来的４００张人脸灰度图像组成.本次实验同样设

定了１０种不同的初始化状态,在初始化步骤中,取 ORL数据

集的前４０列进行４种批处理 NMF;在在线学习步骤中,对剩

下的３６０列进行在线 NMF(OLNMF,INMF,ONMFO,LpＧ
INMF);最后计算基矩阵Wk＋１的平均稀疏度.参数如下:

(１)在 OLNMF中,α＝０．９,β＝０．１,r＝２５,s＝５０,θ＝０．５;
(２)在INMF中,α＝０．９,β＝０．１,r＝２５;
(３)在 ONMFO中,λ＝０．０１,r＝２５;
(４)在LpＧINMF中,p＝０．５,λ＝０．１,r＝２５.
实验结果如图６所示,OLNMF的基矩阵Wk＋１的平均稀

疏度依然是最高的,这说明算法具有不错的鲁棒性.

图６　ORL数据集中４种在线 NMF的Wk＋１的平均稀疏度曲线

４．３　分类实验

４．３．１　EEG数据集

EEG数据集[２４]是来自２００３年BCI比赛的其中一组左手

和右手的想象运动脑电信号数据集,一共有１４０次实验,数据

集从C３,Cz,C４通道中采集.本次实验我们只选取C３,C４通

道采集到的信号.由于EEG数据集是脑电信号,数据集会有

负值出现,因此需要对EEG数据集进行CSP预处理[２５],将脑

电 信 号 转 换 成 非 负 数 据.经 过 处 理 后,非 负 数 据 V ∈
R１４０×４４０×２是一个两通道,也是１４０次实验的数据集.

本次实验在初始化步骤中,取 EEG数据集的前４０段脑

电信号进行批处理 NMF,得到基矩阵Wk＋１和系数矩阵Hk＋１,
对系 数 矩 阵 Hk＋１ 进 行 SVM 训 练 得 到 SVM 分 类 器

(svmtrain);在在线学习步骤中,对剩下的１００段脑电信号进

行了在线 NMF处理(OLNMF,INMF,ONMFO,LpＧINMF),
每次获得一个新的hk＋１,并代入到SVM 分类器(svmtrain)中
分类;最后计算４种在线 NMF的分类准确率.上述４种在

线 NMF的参数设定如下:
(１)在 OLNMF中,α＝０．９,β＝０．１,r＝２,s＝１０,θ＝０．５;
(２)在INMF中,α＝０．９,β＝０．１,r＝２;
(３)在 ONMFO中,λ＝０．０１,r＝２;
(４)在LpＧINMF中,p＝０．５,λ＝０．１,r＝２.
如图７所示,左手和右手想象运动基本被分离曲线分离

在曲线两侧,分类效果很显著.对该实验反复运行５次,记录

其分类准确率和实验时间,并计算其平均分类准确率和平均

实验时间.从表１可以看出:在 C３和 C４通道中,在线学习

非负矩阵分解的分类准确率是最高的.由此得出,OLNMF
得到特征比较明显的系数向量hk＋１.如表２所列,OLNMF
的实验时间大约是另外３种在线 NMF的３倍.对于速度方

面的性能,OLNMF不占优势.

(a)C３通道 (b)C４通道

图７　在EEG数据集C３,C４通道下,OLNMF的系数

矩阵hk＋１的分布

表１　４种在线 NMF结合SVM 分类在EEG数据集的分类准确率

(单位:％)

实验次数通道算法 OLNMF INMF ONMFO L１/２ＧINMF

１
C３ ９５ ９１ ８２ ９０
C４ ９６ ９３ ７１ ９１

２
C３ ９４ ９２ ８３ ８９
C４ ９５ ９３ ７２ ９１

３
C３ ９５ ９１ ８１ ８９
C４ ９５ ９３ ７２ ９０

４
C３ ９５ ９２ ８２ ８９
C４ ９５ ９３ ７２ ９１

５
C３ ９５ ９２ ８１ ９０
C４ ９６ ９３ ７３ ９１

平均准确率
C３ ９４．８ ９１．６ ８１．８ ８９．６
C４ ９５．４ ９３．０ ７２．０ ９０．２
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表２　４种在线 NMF结合SVM 分类在EEG数据集的实验时间

(单位:s)

实验次数通道算法 OLNMF INMF ONMFO L１/２ＧINMF

１
C３ ３．３２６０ ０．８３４９ ０．９４８０ ０．８１２０
C４ ３．３５２０ ０．９０００ １．０２８０ ０．８６５０

２
C３ ３．３５８０ ０．８６８０ １．１６４０ ０．９１１０
C４ ３．４２９０ ０．８９６０ １．１２３０ ０．９４８０

３
C３ ３．４２３０ ０．９４８０ １．１７９０ １．０２２０
C４ ３．４９８０ １．００１０ １．２１３０ １．２３６０

４
C３ ３．６１３０ １．０５８０ １．２５６０ １．１０００
C４ ４．５８００ １．０５１０ １．５４９０ １．３１２０

５
C３ ３．６１３０ １．１３３０ １．３７５０ １．２１７０
C４ ４．６１９０ １．３７００ １．６０００ １．３９００

平均时间
C３ ３．４６６６ ０．９６８２ １．１９４４ １．０１２４
C４ ３．８９５６ １．０４３６ １．３０２６ １．１０８２

结束语　在线学习非负矩阵分解能在线处理大型的实时

更新的数据集,并分解得到稀疏性较高的基矩阵.３种实验

分别验证了:１)在不同参数θ下,OLNMF算法依然可以分解

得到稳定的基矩阵.２)与INMF,ONMFO,L１/２ＧINMF相比,

OLNMF算法得到的基矩阵有更高的稀疏度.３)与INMF,

ONMFO,L１/２ＧINMF相比,OLNMF算法在EEG脑电信号数

据集有不错的分类准确率.
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