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摘　要　孪生支持向量机(TWSVM)目前已在众多领域取得了成功的应用,但标准 TWSVM 模型在处理具有分布特

征的数据分类问题时鲁棒性差,尤其当数据的不确定性程度较大时,不考虑样本点分布特征的标准分类模型已不能满

足分类准确率的要求.为此,文中提出了基于数据分布特征的加权线性孪生支持向量机(TWSVMＧU)模型,它在

TWSVM 的基础上考虑数据的分布特征对分类超平面位置的影响,根据数据在分类超平面法方向的分散程度定量构

造距离权重.事实上,TWSVMＧU 是 TWSVM 的推广,当训练样本数据不具有分布特征时,TWSVMＧU 模型将退化

为标准 TWSVM 模型.十折交叉验证的实验结果表明,TWSVMＧU 模型在处理波动范围较大的不确定性数据分类问

题时比SVM 和 TWSVM 表现更优.
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Abstract　TwinSupportVectorMachine(TWSVM)havebeensuccessfullyappliedinmanyfields．However,thestandＧ
ardTWSVM modelhavepoorrobustnesswhendealingwithdataclassificationproblemsinvolvingdistributioncharacＧ
teristics,especiallywhenuncertaintyindatafluctuateswildly,thestandardclassificationmodel,whichdoesn’tconsider
thedistributioncharacteristics,isnolongersatisfactoryforclassificationaccuracy．Therefore,aweightedlineartwin
supportvectormachinemodelbasedondatadistributioncharacteristicswasproposedinthispaper．Thenewmodel,deＧ
notedbyTWSVMＧU,furtherconsiderstheinfluenceofdatadistributioncharacteristicsonthelocationsofclassification
hyperplanes,andconstructsdistanceweightsquantitativelyaccordingtodatadispersityatthenormalvectordirections
ofclassificationhyperplanes．TWSVMＧUisageneralizationofTWSVM．Infact,whentrainingsamplesdonothavedisＧ
tributioncharacteristics,TWSVMＧU modelwilldegeneratetothestandardTWSVM model．Experimentswith１０Ｇfold
crossvalidationshowthattheTWSVMＧU modelperformsbetterthantheSVM andtheTWSVM onclassification
problemswithlargedatafluctuationrange．
Keywords　Binaryclassification,Twinsupportvectormachine,Uncertaininformation,Weighteddistance

　

１　引言

Cortes等[１]于１９９５年提出了支持向量机(SupportVecＧ
torMachine,SVM)模型,SVM 以最大化异类数据间的几何

间隔为优化目标,通过求解一个凸二次规划问题(Quadratic
ProgrammingProblems,QPPs)得到分类超平面.MangasariＧ
an等[２]在SVM 的基础上提出了一种基于广义特征值的近似

支持向量机(GeneralizedEigenvalueProximalSupportVector
Machine,GEPSVM)模型,它构造了两个超平面用以解决二

分类问题,要求每一个超平面距离一类数据尽可能近,而距离

另一类数据尽可能远.受到 GEPSVM 模型的启发,Jayadeva
等[３]提出了孪生支持向量机(TwinSupportVectorMachine,

TWSVM)模型,TWSVM 通过计算两个较小规模的二次规划

问题得到两个分类超平面,在保证分类准确率的基础上将

SVM 的训练效率提升了４倍.目前 TWSVM 已经被广泛应

用于模式识别[４Ｇ６]、回归[７]、聚类[８]等问题.
标准SVM、TWSVM 模型均基于不带分布的训练样本来

构建分类器,而实际的样本数据往往由于测量、变换、记录等

操作存在一定的偏差.换言之,可以认为每个数据点具有一

种分布,而最终用于训练标准模型的样本点只是其分布的大

概率采样点或样本均值点,因此标准模型在处理具有分布特

征的数据分类问题时存在缺陷.如图１所示,每个样本点都为

一个二维正态分布的期望值,标准模型不考虑分布信息而只基

于期望值得到的线性分类器会将阴影区域内的数据点错分.
不确定信息的研究广泛存在于生物[９]、通信[１０]、军事[１１]

等领域,在监督学习中也有学者对不确定信息的表示与利用

进行了研究[１２Ｇ１４].Lanckriet等[１５]研究了在每一类数据的均

值和协方差矩阵已知情况下的二分类问题,他们构造了一个

极小极大问题,使测试数据错误分类的最大概率最小化;Peng
等[５]通过考虑每一类样本数据整体的分布特征,提出了基于



马氏距离的孪生支持向量机模型;Tzelepis等[１６]考虑多维正

态分布噪声,从积分的角度改进了合页损失,提出了一种线性

最大间隔分类器;Chen等[６]通过结合模糊神经网络和 TWSＧ
VM,提出了一种新的模糊双支持向量机模型,减小了具有高

度不确定性 的 样 本 对 分 类 的 影 响,提 高 了 泛 化 能 力;Han
等[１７]基于机会约束规划和隶属度,提出了一个模糊机会约束

最小二乘挛生支持向量机模型,可以有效地度量数据的噪声.
上述方法在一定程度上解决了噪声数据和数据集整体分布对

分类的影响,但目前关于 TWSVM 如何处理每个样本点都具

有分布特征的数据分类问题并没有明确的解决方案,如何基

于样本点的分布特征改进 TWSVM 是亟待解决的问题.

(a)SVM (b)TWSVM

图１　SVM 和 TWSVM 示例图

标准 TWSVM 模型仅基于训练数据的几何特征进行学

习,为了提高 TWSVM 模型对带分布数据的分类准确率,本
文从样本点在分类超平面法方向的分散程度入手考虑数据的

分布特征,通过引入距离权重对 TWSVM 模型进行改进,提
出了基于数据分布特征的线性孪生支持向量机(TwinSupport
VectorMachinewithDistributionUncertainty,TWSVMＧU)
模型.TWSVMＧU是 TWSVM 的推广形式,当样本点不具有

分布特征 时,距 离 权 重 退 化 为 １,TWSVMＧU 模 型 退 化 为

TWSVM 模型.本文最后通过在构造的说明性数据上的实

验和 UCI数据集上的一系列实验验证了 TWSVMＧU 模型在

处理具有分布特征的数据分类问题时的优势.

２　标准TWSVM 模型

标准 TWSVM 模型考虑的是一个软间隔的二分类问

题[３,１８],其通过求解两个二次规划问题得到两个分类超平面.
模型的基本动机是让超平面距离同类点尽可能近,距离异类

点的距离至少为１.测试样本点的类别由其到两类超平面的

距离较小的一类给出.记正负两类分类超平面分别为f１

(x),f２(x):

f１(x)＝x􀅰w(１)＋b(１) (１)

f２(x)＝x􀅰w(２)＋b(２) (２)
对于特征空间RRn上给定的m１ 个＋１类训练样本集:A＝

[x(１)
１ ,x(１)

２ ,􀆺,x(１)
m１

]T,m２ 个 －１类训练样本集:B＝[x(２)
１ ,

x(２)
２ ,􀆺,x(２)

m２
]T.TWSVM 模 型 可 以 归 结 为 求 解 以 下 一 对

二次规划问题:

min
w

(１)
,b

(１),p
(２)

１
２‖Aw(１)＋e１b(１)‖２＋c１eT

２p(２)

s．t．－(Bw(１)＋e２b(１))＋p(２)≥e２ (３)

p(２)≥０

min
w

(２)
,b

(２),p
(１)

１
２‖Bw(２)＋e２b(２)‖２＋c２eT

１p(１)

s．t．Aw(２)＋e１b(２)＋p(１)≥e１ (４)

p(１)≥０
式(３)和式(４)中,w(１)∈RRn,w(２)∈RRn,b(１)∈RR,b(２)∈

RR,p(１)∈RRm１ ,p(２)∈RRm２ ,c１＞０,c２＞０,e１∈RRm１ ,e２∈Rm２ 是

分量全为１的列向量.

３　基于多维正态分布的TWSVMＧU模型

图１(b)中,虚线为分类中线,因此阴影部分全部被判为

正类,然而从分布特性上来看,负类有更大的概率在此处取

值.这些点被错分的直接原因是求解超平面时只考虑了每个

分布的均值点或大概率采样点的几何间隔,未考虑数据的分

布特征.为了提高正确率,一个简单的办法是对每个分布做

高密度采样,并基于采样点求解 TWSVM 模型以适当考虑方

差信息.这样做一方面人为增大了计算复杂度,另一方面由

于 TWSVM 模型本身带有回归模型的特质,最终得到的分类

超平面与仅基于样本均值求得的分类超平面并无太大差异,
因此这一方法不是理想的选择.本文从协方差矩阵的角度考

虑样本点的分布特征,提出了 TWSVMＧU模型.

３．１　基于协方差矩阵的权重构造方法

本文假设样本点满足多维正态分布,将样本点简记为

(xi,yi,Σi).首先不考虑样本点的分布特征,只关注其几何

特征得到 TWSVM 的两个分类超平面f１(x),f２(x).然后

基于数据的分布特征修正两个分类超平面以提高分类准确

率.对于正态分布而言,其分布信息由均值和协方差矩阵唯

一确定,协方差矩阵的特征向量表示了数据的分散方向,特征

值表示了分散程度.为了结合数据的分布特征给样本点距离

赋予权重并通过求解加权模型来提高分类准确率,本文考虑

了以下两方面内容.

１)注意到真正容易错分的点是到两个超平面距离相差较

小的点,即两个分类超平面之间的点,而超平面外侧的点虽然

也受分布影响,但不容易错分.本文通过对易错分点提高权

重、对不易错分点降低权重来对距离进行修正.

２)图１(b)中,当考虑分布信息后,为使得分类准确率提

高,应当让负类超平面f２(x)右移.这主要是由于负类样本

点在f２(x)的法方向的分散性大,更容易产生错分点,因此权

重应当与数据在超平面法向量方向的分散程度有关.
综上所述,易错分点的权重应当增高,不易错分点的权重

应当降低,同时在分类面法方向分散性大的点权重增高,分散

性小的点权重降低.
以分类超平面x􀅰w＋b＝０为例,对于任意的此类样本

点 (xi,yi,Σi ),其 到 超 平 面 的 欧 氏 平 方 距 离 d２
e ＝

(xi􀅰w＋b)２

wTw
,马氏平方距离d２

m ＝
(xi􀅰w＋b)２

wTΣiw
.其中,马氏

平方距离的分母wTΣiw 刻画了该数据点在w 方向上的分散

程度.如果wTΣiw 越大,则该数据点的分布越容易产生远离

超平面的点,即易错分.本文采用如下方式对距离赋权:

ai＝

wTw＋wTΣiw
wTw

, xi 容易错分

wTw
wTw＋wTΣiw

, xi 不易错分

ì

î

í

ï
ï

ïï

(５)

可以看出,权重的选择满足上述要求,且当样本点不具有

分布信息时,权重退化为１.
对于超平面完全穿过训练样本点均值xi 的情况,超平面

两侧均没有样本点,此时同类样本点到超平面的距离和为０,
因此考虑其权重也无法使超平面移动.为了避免这种现象的

发生且进一步提高分布特征对模型的影响程度,本文为每个
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点(xi,yi,Σi)增加额外两个点(x＋
i ,yi,Σi),(x－

i ,yi,Σi)作为

模型的训练样本点,其中x＋
i ＝xi＋we

TΣiwe􀅰we,x－
i ＝xi－

wT
eΣiwe􀅰we,we 是超平面单位化的法向量.当xi 不具有分

布信息时,x＋
i 和x－

i 为xi,即此时仍发生退化.x＋
i 和x－

i 的

示例如图２所示.

图２　训练样本点示意图

３．２　TWSVMＧU模型

将引入新的训练样本后的训练数据集仍记为A 和B,通
过上文的讨论,考虑权重后的 TWSVMＧU模型可以归结为求

解以下一对二次规划问题:

min
w

(１)
,b

(１),p
(２)

１
２ ‖a(１)(Aw(１)＋e１b(１))‖２＋c１eT

２p(２)

s．t．－(Bw(１)＋e２b(１))＋p(２)≥e２ (６)

p(２)≥０

min
w

(２)
,b

(２),p
(１)

１
２‖a(２)(Bw(２)＋e２b(２))‖２＋c２eT

１p(１)

s．t．Aw(２)＋e１b(２)＋p(１)≥e１ (７)

p(１)≥０
其中,a(１)和a(２)分别是维度为 m１ 和 m２ 的对角矩阵,对角线

元素为相对应训练样本到同类超平面的权重(见式(５)).应

用拉格朗日对偶性[１９],通过求解对偶问题得到原问题的最优

解,式(６)的拉格朗日函数为:

L(w(１),b(１),p(２),α,β)＝

　 １
２

(a(１)(Aw(１)＋e１b(１)))T (a(１)(Aw(１)＋e１b(１)))＋

c１eT
２p(２)－αT(－(Bw(１)＋e２b(１))＋p(２)－e２)－βTp(２)

(８)
其中,α＝(α１,α２,􀆺,αm２)T,β＝(β１,β２,􀆺,βm２)T 是拉格朗日

乘子向量.由 K．K．T条件可得:
(a(１)A)T(a(１)(Aw(１)＋e１b(１)))＋BTα＝０ (９)
(a(１)e１)T(a(１)(Aw(１)＋e１b(１)))＋e２

Tα＝０ (１０)

c１e２－α－β＝０ (１１)

－(Bw(１)＋e２b(１))＋p(２)≥e２ (１２)

αT(－(Bw(１)＋e２b(１))＋p(２)－e２)＝０ (１３)

βTp(２)＝０ (１４)

α≥０,β≥０,p(２)≥０ (１５)
将式(９)、式(１０)改写成下述矩阵形式:
(a(１)A)T

(a(１)e１)T[ ][(a(１)Aa(１)e１)]
w(１)

b(１)[ ] ＋
BT

eT
２

[ ]α＝０

记 H＝[a(１)Aa(１)e１],HT ＝
(a(１)A)T

(a(１)e１)T[ ] ,G＝[Be２],

GT＝
BT

eT
２

[ ] ,U＝
w(１)

b(１)[ ] .
则上述矩阵形式可以写为:

HTHU＋GTα＝０ (１６)
当 HTH 可逆时:

U＝－(HTH)－１GTα (１７)

当 HTH 不可逆时,加入正则化项,此时:

U＝－(HTH＋εI)－１GTα (１８)
由式(１１),式(１５)可得:

０≤α≤c１ (１９)
结合 K．K．T条件可将式(６)转化为:

max
α
　αTe２－１

２αTG(HTH＋εI)－１GTα

s．t．０≤α≤c１

(２０)

同样可以得到式(７)的对偶问题为:

max
γ
　γTe１－１

２γTP(QTQ＋εI)－１PTγ

s．t．０≤γ≤c２

(２１)

其中,

P＝[Ae１],PT＝
AT

eT
１

[ ]

Q＝[a(２)Ba(２)e２],QT＝
(a(２)B)T

a(２)e２
T[ ]

V＝
w(２)

b(２)[ ] ＝－(QTQ)－１PTγ (２２)

通过求解式(２０)、式(２１)可得α,γ,再由式(１７)、式(２２)
可求出超平面参数 w(１),w(２),b(１),b(２).对于测试数据x∈
RRn,x的类别由下式给出:

class(x)＝arg
k＝１,２

　 min(distk(x))

其中,distk(x)＝|x􀅰w(k)＋b(k)|
‖w(k)‖

.

３．３　TWSVMＧU求解流程

基于训练样本均值做一次 TWSVM 分类后,引入新的训

练样本并计算权重来求解 TWSVMＧU模型,得到修正后的分

类超平面.具体求解流程如算法１所示,其中A－ 和B－ 分别

表示正类和负类的易错分点集.
算法１　SolutionflowforsolvingTWSVMＧU
Inputs:A,B,c１,c２

１．Calculate(w１,w２,b１,b２)byTWSVM
２．UpdateA,Bwithnewtraindata
３．forxiinAdo

　　ifxiinA－

　　　a(１)
ii ＝

wT
１w１＋wT

１Σiw１

wT
１w１

　　else

　　a(１)
ii ＝

wT
１w１

wT
１w１＋wT

１Σiw１

４．endfor
５．foryjinBdo

　　ifyjinB－

　　　a(２)
jj ＝

wT
２w２＋wT

２Σjw２

wT
２w２

　　else

　　　a(２)
jj ＝

wT
２w２

wT
２w２＋wT

２Σjw２

６．endfor
７．Calculate(w１′,w２′,b１′,b２′)byTWSVMＧU
８．Outputs:w１′,w２′,b１′,b２′

４　实验验证

为验证 TWSVMＧU模型处理具有分布特征的数据分类

问题的有效性,本文先后在说明性数据和引入正态分布后的

６组 UCI[２０]数据集上分别对 SVM,TWSVM 和 TWSVMＧU

９０４第６A期 宋瑞阳,等:基于数据分布特征的线性孪生支持向量机



进行了十折交叉验证的对比测试.
实验环境如下:处理器为Inteli５Ｇ６２００U,内存为４GB,编

程环境为 MATLABR２０１６a.

４．１　说明性数据实验

４．１．１　数据描述

说明性数据示例如图３(a)所示,通过协方差矩阵表示样

本点的分布情况,样本数据的均值和协方差矩阵如表１所列.

表１　说明性数据信息

数据点 均值 协方差矩阵 数据点 均值 协方差矩阵

正类１ [９,１１] ０．１７ ０．００
０．００ ６．００[ ] 负类１ [－６,－２] ０．７２ １．７１

１．７１ ５．４４[ ]
正类２ [１４,３] ０．１７ ０．００

０．００ ６．００[ ] 负类２ [２,８] ６．００ ０．００
０．００ ０．１７[ ]

正类３ [９,－６] ０．１７ ０．００
０．００ ６．００[ ] 负类３ [－２,－３] ６．００ １０．００

０．００ ０．１７[ ]

４．１．２　实验设计与结果

首先仅基于样本均值做一次标准 TWSVM 得到分类超

平面(如图３(a)中的实线所示),再根据３．３节提出的流程求

解 TWSVMＧU模型,从而得到修正后的分类超平面(如图３
(a)中的虚线所示).测试数据是由训练样本分布产生的随机

点.SVM,TWSVM 和 TWSVMＧU３个模型的预测准确率随

测试样本数量变化的波动情况如图３(b)所示,其中三角形

线,六角星形线和菱形线依次表示 SVM,TWSVM 和 TWSＧ
VMＧU３个模型.

(a) (b)

图３　说明性数据实验结果

４．２　UCI数据集实验

４．２．１　数据描述

实验选取的６组 UCI数据集信息如表２所列,对于具有

多个类别的数据集,实验时只选取前两类.在验证 SVM,

TWSVM 和 TWSVMＧU模型时,将数据集中的数据点视为其

对应的多维正态分布的均值点.为了体现两类数据的分散性

差异,正类数据和负类数据的协方差矩阵分别取为其对应类

别中的总体样本协方差矩阵的不同倍数,如表２中的正类倍

数和负类倍数所示.

表２　UCI数据集信息

数据集 维度 样本数 正类数 负类数 正类倍数 负类倍数

Haberman ３ ３０６ ２２５ ８１ ０．１ ５
Iris ４ １００ ５０ ５０ １ ３０

Cancer ９ １１６ ５２ ６４ ０．１ １０．５
Wine １３ １３０ ５９ ７１ ０．０５ １０

Australian １４ ６９０ ３８３ ３０７ ０．０５ ２０
Ionosphere ３４ ３５１ ２２５ １２６ １ １０

４．２．２　实验设计与结果

本文采用１０折交叉验证评估模型,即将数据随机分为

１０等份,每次实验选取９份数据为训练样本,并计算剩余１
份数据的分布,测试样本为此分布产生的随机点.最终的测

试准确率为１０次实验准确率的均值.

表３　UCI数据集３０００测试样本的准确率

数据集 SVM TWSVM TWSVMＧU
Haberman ７３．１±０．０２ ７３．４±０．０１ ７７．０±０．０４

Iris ８８．４±０．０３ ８７．５±０．０３ ９１．７±０．０４
Cancer ６５．６±０．１１ ６５．４±０．１０ ６６．０±０．１４
Wine ８６．７±０．０６ ８５．８±０．０６ ８７．３±０．０４

Australian ６８．０±０．１０ ６９．４±０．０３ ７９．２±０．０５
Ionosphere ８４．０±０．０３ ８１．２±０．０４ ８５．７±０．０２

(a)Haberman (b)Iris

(c)Cancer (d)Wine

(e)Australian (f)Ionosphere

图４　UCI数据集上的实验结果

SVM,TWSVM 和 TWSVMＧU３个模型在３０００随机测

试样本上的准确率如表３所列.图４给出了３个模型在６个

数据集上的准确率随测试样本数目的波动情况,其中三角形

线、六角星形线和菱形线分别表示 SVM,TWSVM 和 TWSＧ
VMＧU３个模型的准确率.
４．３　实验结果分析

说明性数据实验的结果(见图３)表明,TWSVMＧU 模型

对标准 TWSVM 模型求解得到的分类超平面进行了修正,且
修正程度与数据在超平面法方向的分散程度正相关,这与我

们的动机相吻合,且分类准确率随着测试样本的增多趋于稳

定.UCI数据集上的实验结果(见图４)表明,TWSVMＧU 模

型分类准确率随测试样本增加保持一定的稳定性,且分类准

确率普遍提升,表３表明在随机产生测试样本点时 TWSVMＧ
U相对于另外两种模型仍具有一定的优势.

结束语　标准 TWSVM 模型未考虑数据的分布特征,因
此在处理带有随机性的数据集时存在明显不足,本文通过考

虑数据的分布特征对标准 TWSVM 模型中的距离进行加权,
得到了 TWSVMＧU模型,一系列的实验表明,TWSVMＧU 在

处理带分布的数据集时能明显提高分类准确率.并且当数据
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的随机性很弱时,TWSVMＧU 模型会退化为 TWSVM 模型,
因此 TWSVMＧU模型可以看作是一个更广义的分类模型.

接下来,进一步将模型推广到非线性分类并修正模型,使
其对随机性很弱的数据集也能展现出优势.
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