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基于指数加权的区间直觉模糊熵及其应用

张毛银　 郑婷婷　 郑婉容

(安徽大学数学科学学院　合肥２３０６０１)
　

摘　要　熵是刻画模糊集不确定性程度的一个重要手段.为刻画区间直觉模糊集的不确定性,首先基于区间数的

Hukuhara差(简称 HＧ差)提出区间直觉模糊集的核区间的概念,其能够有效反映区间直觉模糊集中隶属度与非隶属

度的力量对比所产生的模糊性.考虑到区间直觉模糊集的不确定性由模糊性和犹豫性共同决定,提出了更符合人们

直觉的区间直觉模糊集不确定度量的基本准则,由于区间直觉模糊集的模糊程度和犹豫程度所占比重并不能完全确

定,因此为更好地描述两者对区间直觉模糊集不确定性程度的影响,利用指数函数加权的方法构造出一种新的区间直

觉模糊熵.通过性质讨论和不同方法下区间直觉模糊熵的对比实例分析可知,在犹豫度区间长度相同的情况下,区间

直觉模糊熵随着核区间的左右区间数的增大而减小;在核区间相同的情况下,区间直觉模糊熵随着犹豫度区间的左右

区间数的增大而增大,符合其不确定性度量的基本准则.所提方法能充分反映不确定性随模糊性和犹豫性的增加而

增加,这符合人们的直觉.其次,分析并验证了当区间直觉模糊集退化为直觉模糊集时,该方法构造的直觉模糊熵也

能够有效度量直觉模糊集的不确定性程度.最后,将新的熵公式有效地应用到属性权重完全未知的多属性决策分析

中,并通过实例验证了其合理性,为解决多属性决策问题提供了一种新的思路.
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IntervalＧvaluedIntuitionisticFuzzyEntropyBasedonExponentialWeightingandItsApplication

ZHANG MaoＧyin　ZHENGTingＧting　ZHENG WanＧrong
(SchoolofMathematicalSciences,AnhuiUniversity,Hefei２３０６０１,China)

　

Abstract　Entropyisanimportantmeanstodescribetheuncertaintydegreeoffuzzysets．Todepicttheuncertaintyof

intervalＧvaluedintuitionisticfuzzysets,thispaperfirstputforwardthedefinitionofcoreintervalofintervalＧvaluedintuiＧ

tionisticfuzzysetsbasedonHukuharadifference(HＧdifference)ofintervalnumbers,whichcaneffectivelyreflectthe
fuzzinessgeneratedbytheforcecomparisonbetweenmembershipdegreeandnonＧmembershipdegreeofintervalＧvalued

intuitionisticfuzzysets．ConsideringtheuncertaintyofintervalＧvaluedintuitionisticfuzzysetsiscodeterminedbythe

fuzzinessandhesitancy,thispaperproposedthebasiccriterionoftheuncertaintymeasurementofintervalＧvaluedintuiＧ

tionisticfuzzysets,whichmoreaccordswithhumanintuition．DuetothedifficultyforcompletelydeterminingtheproＧ

portionoffuzzinessandhesitancy,inordertobetterdescribetheinfluenceofthefuzzinessandhesitancyontheuncerＧ

taintydegreeofintervalＧvaluedintuitionisticfuzzysets,thispaperpresentedanewintervalＧvaluedintuitionisticfuzzy
entropybasedontheexponentialweightedmethod．ComparisonexampleanalysisunderpropertiesdiscussionanddiffeＧ

rentforintervalＧvaluedintuitionisticfuzzyentropydemonstratesthatwhenhesitancydegreeintervalisthesame,theinＧ

tervalＧvaluedintuitionisticfuzzyentropydecreaseswiththeincreaseofthenumberofleftandrightintervalsofthecore

interval,andwhencoreintervalisthesame,thenewfuzzyentropyincreaseswiththeincreaseofthenumberofleftand

rightintervalsofthehesitancydegreeinterval,whichareaccordwithbasicprincipleofuncertaintymeasurement．The

proposedmethodcompletelyshowsthattheuncertaintycanincreasewiththeincreaseofthefuzzinessandhesitancy,

whichisaccordancewithhumanintuition．Secondly,thispaperanalyzedandverifiedthatwhentheintervalＧvaluedintuiＧ

tionisticfuzzysetsdegenerateintotheintuitionisticfuzzysets,thenewfuzzyentropyconstructedbytheproposedmeＧ

thodcanmeasurethedegreeofuncertaintyoftheintuitionisticfuzzysetseffectively．Finally,theproposednewentropy
formulaisappliedeffectivelyinmultipleattributesdecisionＧmakinganalysiswithunknownattributeweightsandtheraＧ

tionalityofthemethodisverifiedbyanexample,whichprovidesanew waytosolvemultiＧattributedecisionＧmaking

problem．
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１　引言

Zadeh[１]于１９６５年提出模糊集理论,它是一种处理模糊

性和不确定性知识的重要数学工具,已被广泛应用于控制、决

策、聚类分析等众多领域.随着研究的深入,很多学者进行了

有益的推广,例如 Zadeh[２]于 １９７５年提出了n 型模糊集;

Atanassov[３]于１９８６年提出了直觉模糊集(IFS)的概念,并在

此基础上系统地提出并定义了直觉模糊集及其一系列运算和

定理,奠定了直觉模糊集的理论基础,从而更加细腻地刻画了

客观世界的模糊性本质;Atanassov等[４]于１９８９年把隶属度

和非隶属度的范围从单纯的[０,１]之间的实数推广到[０,１]的

子区间,提出了区间直觉模糊集(IVIFS).由于区间直觉模

糊集中的隶属度和非隶属度不是某个数值,而是区间数,因此

在处理不精确、信息不完备的问题时,区间直觉模糊集有更强

的表达不确定性的能力,因此区间直觉模糊集得到了不断的

发展与完善,被广泛应用到各个领域,如决策分类[５Ｇ６]、模式识

别[７Ｇ８]、人工智能[９]等.

熵是模糊集理论中的一个重要概念,其最先出现在信息

论中,表示事物出现的不确定性,直觉模糊熵的概念最先是由

Burillo等[１０]提出,用以测量直觉模糊集的模糊程度.在此基

础上,Szmidt等[１１]利用直觉模糊集的几何解释,给出了新的

直觉模糊熵的计算公式,Hung等[１２]提出了直觉模糊熵及区

间直觉模糊熵的公理化定义.但对于区间直觉模糊集的熵的

研究并不多,高志海[１３]基于三角函数式提出了区间直觉模糊

熵;Zhang等[１４]将区间直觉模糊集转化为直觉模糊集来研究

区间直觉模糊熵.但它们的研究没有深入考虑区间直觉模糊

集的未知程度和犹豫程度,有些方法虽然考虑了未知程度和

犹豫程度,但将两方面对不确定性的贡献比例固定为１∶１,在

某些特殊情况下,这种不确定度量可能会出现与人们的直观

认识相悖的情形.

事实上,未知程度可通过隶属度区间与非隶属度区间的

力量对比来体现.在犹豫度区间长度保持不变的情况下,区

间直觉模糊集的不确定性会随着这种力量对比的增加而减

弱,这时将其权数减小,符合其对总体不确定性的贡献程度降

低的趋势;当在隶属度与非隶属度的力量对比保持不变的情

况下,不确定性会随着犹豫度区间长度的增加而增加,这时将

其权数增加,也符合其对总体不确定性的贡献程度增强的趋

势,指数加权平均值可以满足这一特征.本文基于区间数的

HＧ差和区间数绝对值的相关知识,定义了区间直觉模糊集的

核区间,其能够有效反映区间直觉模糊集中隶属度与非隶属

度的对比情况.在此基础上,本文利用指数函数加权得到新

的区间直觉模糊熵,并提出区间直觉模糊集的不确定度量的

基本准则.最后将这一方法应用到属性权重完全未知的区间

直觉模糊多属性决策中,为解决多属性决策问题提供了一种

新的思路,并通过实例验证了其合理性及有效性.

本文第２节简要介绍区间数的 HＧ差和区间直觉模糊集

的相关知识;第３节通过总结已有区间直觉模糊集不确定性

度量的不足,提出了核区间的概念,并给出了区间直觉模糊熵

的公理化准则和新的区间直觉模糊熵,并讨论了其性质;第４
节通过对比实验,说明了新方法的合理性;第５节给出了新的

模糊熵在多属性决策中的应用;最后总结全文.

２　预备知识

２．１　区间数的HＧ差

定义１[１５]　设R为实数集,任意a－ ,a＋ ∈R且a－ ≤a＋ ,

称有界闭区间[a－ ,a＋ ]为区间数,记为a＝[a－ ,a＋ ],区间数

的全体构成的集合记为[R],并称[R]为区间数空间.若

a－ ＝a＋ ,则a＝[a－ ,a＋ ]化为普通的实数,即a＝a－ ＝a＋ .

定义２[１６]　任意a＝[a－ ,a＋ ],b＝[b－ ,b＋ ]∈[R],k∈
R,对区间数的关系及运算的定义如下.

１)若a－ ≤b－ ,a＋ ≤b＋ ,则称a≤b;若a－ ＝b－ 且a＋ ＝
b＋ ,则称a＝b.

２)区间数加法:a＋b＝[a－ ＋b－ ,a＋ ＋b＋ ].

３)区间数数乘:ka＝[ka－ ,ka＋ ],k≥０,ka＝[ka＋ ,ka－ ],

k≤０.

定义３[１７]　设a＝[a－ ,a＋ ],b＝[b－ ,b＋ ]∈[R],若存在

c＝[c－ ,c＋ ]∈[R],使得a＝b＋c,则称c为a 与b的 HukuＧ
hara差,简记 HＧ差,记为c＝a－Hb,且a－Hb＝[a－ －b－ ,

a＋ －b＋ ].

定义４[１５]　设a＝[a－ ,a＋ ]∈[R],则区间数a的绝对值

定义为:

|a|＝|[a－ ,a＋ ]|
＝[min{|a－|,|a＋|},max{|a－|,|a＋|}]

２．２　区间直觉模糊集

定义５[４]　设 X 是一个给定的论域,X 上的一个区间直

觉模糊集定义为:A＝{‹x,μA(x),νA(x)›|x∈X}.其中,μA:

X→int([０,１])为A 的隶属度函数;νA:X→int([０,１])为A 的

非隶属度函数,且满足对任意x∈X,０≤sup(μA (x))＋sup
(νA(x))≤１成立.int([０,１])表示[０,１]区间中所有闭子区

间的集合.X 上区间直觉模糊集的全体记为IVIFS(X).

如果令μA (x)＝ [μ－
A (x),μ＋

A (x)],νA (x)＝ [ν－
A (x),

ν＋
A (x)],则区间直觉模糊集A 可记为:

A＝{‹x,[μ－
A (x),μ＋

A (x)],[ν－
A (x),ν＋

A (x)]›|x∈X}

显然若∀x∈X,μ－
A (x)＝μ＋

A (x),ν－
A (x)＝ν＋

A (x),则区间

直觉模糊集A 就退化为直觉模糊集.

定义６[４]　对于任意A,B∈IVIFS(X),定义:

１)A⊆B,当且仅当对于 ∀x∈X,有μ－
A (x)≤μ－

B (x),

μ＋
A (x)≤μ＋

B (x),ν－
A (x)≥ν－

B (x),ν＋
A (x)≥ν＋

B (x).

２)A＝B,当且仅当A⊆B且A⊇B.

３)交集A∩B＝{‹x,[μ－
A∩B (x),μ＋

A∩B (x)],[ν－
A∩B (x),

ν＋
A∩B(x)]›|x∈X}.其中,μ－

A∩B (x)＝min{μ－
A (x),μ－

B (x)},

μ＋
A∩B(x)＝min{μ＋

A (x),μ＋
B (x)};ν－

A∩B (x)＝max{ν－
A (x),

ν－
B (x)},ν＋

A∩B(x)＝max{ν＋
A (x),ν＋

B (x)}.

４)并集A∪B＝{‹x,[μ－
A∪B (x),μ＋

A∪B (x)],[ν－
A∪B (x),
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ν＋
A∪B(x)]›|x∈X}.其中,μ－

A∪B(x)＝max{μ－
A (x),μ－

B (x)},

μ＋
A∪B(x)＝max{μ＋

A (x),μ＋
B (x)};ν－

A∪B (x)＝min{ν－
A (x),

ν－
B (x)},ν＋

A∪B(x)＝min{ν＋
A (x),ν＋

B (x)}.

５)补集AC ＝{‹x,[ν－
A (x),ν＋

A (x)],[μ－
A (x),μ＋

A (x)]›|

x∈X}.

３　现有的区间直觉模糊熵及其存在的问题

目前已有部分学者研究区间直觉模糊集的模糊熵,采用

的方法包括三角函数方法、Hamming距离方法、将区间直觉

模糊集转化为直觉模糊集等,这些方法大多考虑了除隶属度

和非隶属度以外仍然存在犹豫度,但大多缺乏考虑隶属度与

非隶属度之间的力量对比,因此都或多或少存在一些不符合

人们直觉认识的问题.
定义７　对于任意的A∈IVIFS(X),x∈X,犹豫度区间为:

πA(x)＝１－μA(x)－νA(x)＝
△
[π－

A (x),π＋
A (x)]

其中,π－
A (x)＝１－μ＋

A (x)－ν＋
A (x),π＋

A (x)＝１－μ－
A (x)－

ν－
A (x).

方法１　王培等给出的区间直觉模糊熵公式为[１８]:

E１(A)＝１
n ∑

n

i＝１

min{μ－
A (xi),ν－

A (xi)}＋min{μ＋
A (xi),ν＋

A (xi)}＋π－
A (xi)＋π＋

A (xi)
max{μ－

A (xi),ν－
A (xi)}＋max{μ＋

A (xi),ν＋
A (xi)}＋π－

A (xi)＋π＋
A (xi)

(１)

　　方法２　高志海给出的基于三角函数的区间直觉模糊熵 公式为[１３]:

E２(A)＝１
n ∑

n

i＝１
cos

|μ－
A (xi)－ν－

A (xi)|＋|μ＋
A (xi)－ν＋

A (xi)|
２(２＋π－

A (xi)＋π＋
A (xi))

π (２)

　　方法３　屈克给出的区间直觉模糊熵公式为[１９]:

E３(A)＝
π－

A (xi)＋π＋
A (xi)

２ ＋
(π＋

A (xi))２－(π－
A (xi))２

４ ＋
(μ＋

A (xi))２－(μ－
A (xi))２

４ ＋
(ν＋

A (xi))２－(ν－
A (xi))２

４
(３)

　　方法４　刘洪伟等给出的区间直觉模糊熵公式为[２０]:

E４(A)＝１
n ∑

n

i＝１

２－|μ－
A (xi)－ν－

A (xi)|＋|μ＋
A (xi)－ν＋

A (xi)|＋π－
A (xi)＋π＋

A (xi)
２＋|μ－

A (xi)－ν－
A (xi)|＋|μ＋

A (xi)－ν＋
A (xi)|＋π－

A (xi)＋π＋
A (xi)

(４)

　　方法５　Zhang等给出的区间直觉模糊熵公式为[１４]:

E５(A)＝１
N ∑

n

i＝１
(１－(μ∗

A (xi)＋ν∗
A (xi)))e

(１－(μ∗
A (xi)＋ν∗

A (xi)))

(５)

其中,μ∗
A (x)＝μ－

A (x)＋τΔμA(x),ν∗
A (x)＝ν－

A (x)＋τΔνA(x),

τ∈(０,１).而文献[１４]中τ取值为０．５.

方法６　高志海给出的基于 Hamming距离的区间直觉

模糊熵公式为[１３]:

E６(A)＝min{d(A,P),d(A,Q)}
max{d(A,P),d(A,Q)} (６)

其中,清晰集为P＝{‹x,[１,１],[０,０]›|x∈X},Q＝{‹x,[０,

０],[１,１]›|x∈X}.

集合A,B的 Hamming距离为:

d(A,B)＝ １
４n∑

n

i＝１
[|μ＋

A (xi)－μ＋
B (xi)|＋|μ－

A (xi)－

μ－
B (xi)|＋|ν＋

A (xi)－ν＋
B (xi)|＋|ν－

A (xi)－

ν－
B (xi)|＋|π＋

A (xi)－π＋
B (xi)|＋|π－

A (xi)－

π－
B (xi)|]

方法１、方法２和方法４的主要问题在于:对于任意的

x∈X,只要[μ－
A (x),μ＋

A (x)]＝[ν－
A (x),ν＋

A (x)],即μ－
A (x)＝

ν－
A (x),μ＋

A (x)＝ν＋
A (x),则这３种方法下的区间直觉模糊熵均

取最大值１,其说明在此情况下,这些方法并没有考虑不同的

犹豫度区间长度对不确定性的影响.

方法３虽然认识到了模糊性和未知性对区间直觉模糊熵

的影响,但该方法若退化成直觉模糊集,则其满足只要犹豫度

相同,不确定度量就相同,因此未能考虑到隶属度与非隶属度

之间的模糊性差异.

方法５先把区间直觉模糊集转化为直觉模糊集,再构造

模糊熵.由于从区间数转化成数值,其所含的信息会有所

减少,区间直觉模糊集与直觉模糊集之间不存在一一对应

的关系,因此在转化过程中必定有信息丢失,依据方法５,

只要μ∗
A (x)＋ν∗

A (x)相同,模糊熵就相同,故不能准确度量区

间直觉模糊集的模糊程度.

根据方法６,假设G,M,N∈IVIFS(X),G＝{‹x,[０．１,

０．６],[０．３,０．４]›|x∈X},M＝{‹x,[０．２,０．３],[０．２,０．３]›|

x∈X},N＝{‹x,[０．１５,０．１５],[０．１５,０．１５]›|x∈X},可计算

得E６(G)＝E６(M)＝E６(N)＝１,即只要区间直觉模糊集分别

到两个清晰集{‹x,[１,１],[０,０]›|x∈X}和{‹x,[０,０],[１,

１]›|x∈X}之间的 Hamming距离相等,此时的模糊熵就相等

且达到最大.其不足之处是没有考虑到区间直觉模糊集的隶

属度区间与非隶属度区间之间的差异所产生的模糊性.

４　基于指数加权的区间直觉模糊熵

４．１　区间直觉模糊集的不确定度量的基本准则

事实上,区间直觉模糊集的不确定性既与概念的未知性

有关,也与隶属度和非隶属度间的模糊力量的对比有关.由

于隶属度函数与非隶属度函数均为区间函数,在考虑它们之

间的力量对比时必然牵涉到两个区间数之间的比较,借用 HＧ
差的思想,我们提出如下的辅助定义.

定义８　对于任意的A∈IVIFS(X),x∈X,核区间定义为:

SA(x)＝|μA(x)－νA(x)|＝
△
[S－

A (x),S＋
A (x)]

其中,S－
A (x)＝min{|μ－

A (x)－ν－
A (x)|,|μ＋

A (x)－ν＋
A (x)|},

S＋
A (x)＝max{|μ－

A (x)－ν－
A (x)|,|μ＋

A (x)－ν＋
A (x)|}.

通过以上分析可以发现,现有区间直觉模糊集的模糊熵

大多没有考虑到核区间的差异情况.事实上,区间直觉模糊

集的不确定性会随着犹豫度区间的增加而增加,随着核区间

的增大而减小.本文提出了更加合理的区间直觉模糊集不确

定度量的基本准则.

定义９(区间直觉模糊集不确定度量的基本准则)　一个

映射E:IVIFS(X)→[０,１]称为区间直觉模糊集的不确定性

度量,如果对于任意A∈IVIFS(X),E(A)满足下列条件:

１)E(A)＝０当且仅当A 为一个清晰集,即A＝{‹x,[０,
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０],[１,１]›|x∈X},或者A＝{‹x,[１,１],[０,０]›|x∈X};

２)E(A)＝１当且仅当A＝{‹x,[０,０],[０,０]›|x∈X};

３)E(A)＝E(S－
A ,S＋

A ,π－
A ,π＋

A ),其中E(A)是关于S－
A 的

单调递减函数,关于S＋
A 的单调递减函数,关于π－

A 的单调递

增函数,关于π＋
A 的单调递增函数;

４)E(A)＝E(AC).

若∀x∈X,μ－
A (x)＝μ＋

A (x)且ν－
A (x)＝ν＋

A (x),则区间

[μ－
A (x),μ＋

A (x)]和[ν－
A (x),ν＋

A (x)]分别退化为实数轴上的两

个点,即μA(x)和νA(x),此时A 退化为直觉模糊集:A＝{‹x,

μA(x),νA(x)›|x∈X}.

相应地,犹豫度区间[π－
A (x),π＋

A (x)]以及核区间[S－
A

(x),S＋
A (x)]分别退化为犹豫度πA(x)＝１－μA(x)－νA(x)和

核SA(x)＝|μA(x)－νA(x)|.

作为区间直觉模糊集的特例,直觉模糊集的模糊熵也应

该满足上述基本准则,由此可得定义１０.

定义１０(直觉模糊集不确定度量的基本准则)　一个映

射E:IFS(X)→[０,１]称为直觉模糊集的不确定性度量,如果

对于任意A∈IFS(X),E(A)满足下列条件:

１)E(A)＝０当且仅当A 是清晰集,即 A＝{‹x,０,１›|x∈

X}或A＝{‹x,１,０›|x∈X};

２)E(A)＝１当且仅当A＝{‹x,０,０›|x∈X};

３)E(A)＝E(SA,πA),其中E(A)是关于SA 的单调递减

函数,关于πA 的单调递增函数;

４)E(A)＝E(AC).

４．２　指数函数加权的区间直觉模糊熵

直觉模糊集的“模糊”是由于概念外延边界不清晰而表现

出来的不确定性,是事物的客观属性,受概念的未知性和模糊

性两方面的影响,而两者之间所占比重并不能完全固定.基

于郑婷婷等[２１]提出的基于指数的 Vague熵的思想,本文提出

如下的基于指数函数加权的区间直觉模糊熵.

定义１１　设X＝{x１,x２,􀆺,xn},A∈IVIFS(X),定义A
的区间直觉模糊熵为:

E(A)＝１
２n　∑

n

i＝１
[e

１－S
－
A (xi)(１－S－

A (xi))＋eπ－
A (xi)π－

A (xi)

e１－S
－
A (xi)＋eπ－

A (xi) ＋

e１－S
＋
A (xi)(１－S＋

A (xi))＋eπ
＋
A (xi)π＋

A (xi)

e１－S
＋
A (xi)＋eπ

＋
A

(xi)
] (７)

性质１　区间直觉模糊熵满足区间直觉模糊集的不确定

性度量准则.

证明:１)若A 为清晰集,即A＝{‹x,[１,１],[０,０]›|x∈

X},或A＝{‹x,[０,０],[１,１]›|x∈X},显然E(A)＝０.

若E(A)＝０,则对于任意x∈X,SA(x)＝[１,１],πA(x)＝
[０,０].由S－

A (x)＝S＋
A (x)＝１,即 min{|μ－

A (x)－ν－
A (x)|,

|μ＋
A (x)－ν＋

A (x)|}＝１,max{|μ－
A (x)－ν－

A (x)|,|μ＋
A (x)－

ν＋
A (x)|}＝１,可推得|μ－

A (x)－ν－
A (x)|＝|μ＋

A (x)－ν＋
A (x)|＝

１,又由π－
A (x)＝π＋

A (x)＝０,可推得μ－
A (x)＋ν－

A (x)＝１且

μ＋
A (x)＋ν＋

A (x)＝１,最后可推得μ－
A (x)＝μ＋

A (x)＝１,ν－
A (x)＝

ν＋
A (x)＝０或者μ－

A (x)＝μ＋
A (x)＝０,ν－

A(x)＝ν＋
A (x)＝１(注:

若μA(x)＝νA(x)＝０．５与|μ－
A (x)－ν－

A (x)|＝|μ＋
A (x)－ν＋

A

(x)|＝１矛盾,则不满足条件 E(A)＝０),即可以推出:A＝

{‹x,[０,０],[１,１]›|x∈X}或者A＝{‹x,[１,１],[０,０]›|x∈

X},故A 为清晰集.

２)E(A)＝１当且仅当
e１－S

－
A (x)(１－S－

A (x))＋eπ－
A (x)π－

A (x)

e１－S
－
A (x)＋eπ－

A (x) ＝１

且
e１－S

＋
A (x)(１－S＋

A (x))＋eπ＋
A (x)π＋

A (x)

e１－S
＋
A (x)＋eπ＋

A (x) ＝１,即 e１－S
－
A (x) (１－

S－
A (x))＋eπ－

A (x)π－
A (x)＝e１－S

－

A (x) ＋ eπ
－
A (x) 等 价 于 e１－S

－
A (x)

(－S－
A (x))＋eπ－

A (x)(π－
A (x)－１)＝０,且 e１－S

＋
A (x)(１－S＋

A (x))＋

eπ＋
A (x)π＋

A (x)＝e１－S
＋
A (x)＋eπ＋

A (x)等价于e１－S
＋
A (x)(－S＋

A (x))＋

eπ＋
A (x)(π＋

A (x)－１)＝０.

又因为－S－
A (x)≤０,π－

A (x)－１≤０,－S＋
A (x)≤０,π＋

A (x)－

１≤０,可推出S－
A (x)＝０,S＋

A (x)＝０,π－
A (x)－１＝０,π＋

A (x)－

１＝０,可推得μ－
A (x)＝０,ν－

A (x)＝０,μ＋
A (x)＝０,ν＋

A (x)＝０,所

以推得A＝{‹x,[０,０],[０,０]›|x∈X}.

３)对于∀x∈X,令S－
A (x)＝x１,π－

A (x)＝y１,S＋
A (x)＝

x２,π＋
A (x)＝y２,则０≤x１≤x２≤１,０≤y１≤y２≤１.再设:

f(x１,y１,x２,y２)＝e１－x１ (１－x１)＋ey１y１

e１－x１ ＋ey１
＋

e１－x２ (１－x２)＋ey２y２

e１－x２ ＋ey２

则有:

∂f
∂x１

＝e１－x１－y１ (x１＋y１－２)－(e１－x１ )２
(e１－x１ ＋ey１ )２

∂f
∂y１

＝e１＋y１－x１ (x１＋y１)＋(ey１ )２
(e１－x１ ＋ey１ )２

∂f
∂x２

＝e１－x２－y２ (x２＋y２－２)－(e１－x２ )２
(e１－x２ ＋ey２ )２

∂f
∂y２

＝e１＋y２－x２ (x２＋y２)＋(ey２ )２
(e１－x２ ＋ey２ )２

故∂f
∂x１

≤０,∂f
∂x２

≤０,∂f
∂y１

≥０,∂f
∂y２

≥０.

因此,E(A)是关于S－
A 的单调递减函数,关于S＋

A 的单调

递减函数,关于π－
A 的单调递增函数,关于π＋

A 的单调递增

函数.

４)已知A＝{‹x,[μ－
A (x),μ＋

A (x)],[ν－
A (x),ν＋

A (x)]›|x∈

X},则 AC＝{‹x,[ν－
A (x),ν＋

A (x)],[μ－
A (x),μ＋

A (x)]›|x∈X}.

因此,S－
A (x)＝S－

A
C (x),S＋

A (x)＝S＋
A

C (x),π－
A (x)＝π－

A
C (x),

π＋
A (x)＝π＋

A
C (x),故E(A)＝E(AC).

进一步,得出如下特例情形.

定义１２　设X＝{x１,x２,􀆺,xn},A∈IFS(X),定义A 的

直觉模糊熵为:

E(A)＝１
n ∑

n

i＝１

e１－SA(xi)(１－SA(xi))＋eπA(xi)πA(xi)
e１－SA(xi)＋eπA(xi) (８)

性质２　直觉模糊熵满足直觉模糊集不确定性度量的基

本准则.

证明:１)若A＝{‹x,０,１›|x∈X}或者A＝{‹x,１,０›|x∈

X},则显然E(A)＝０.

若E(A)＝０,则对于任意x∈X,SA(x)＝１,πA(x)＝０.由

SA(x)＝１知,|μA(x)－νA(x)|＝１;由πA(x)＝０知,μA(x)＋
νA(x)＝１.故μA(x)＝１且νA(x)＝０,或μA(x)＝０且νA(x)＝

１,由此可得A＝{‹x,１,０›|x∈X},或者 A＝{‹x,０,１›|x∈
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X},故A 为清晰集.

２)E(A)＝１当且仅当e１－SA(x)(１－SA(x))＋eπA(x)πA(x)＝

e１－SA(x)＋eπA(x)等 价于 e１－SA(x)(－SA (x))＋eπA(x)(πA (x)－

１)＝０,又因为－SA(x)≤０,πA(x)－１≤０,所以SA(x)＝０且

πA(x)＝１,进而μA(x)＝０,νA (x)＝０.因此,A＝{‹x,０,０›|

x∈X}.

３)对于任意x∈X,SA (x)＝x,πA (x)＝y,则０≤x≤１,

０≤y≤１.再 设 f (x,y)＝ e１－x(１－x)＋eyy
e１－x＋ey ,则 ∂f

∂x ＝

e１－x＋y(x＋y－２)－(e１－x)２
(e１－x＋ey)２ ,∂f

∂y ＝
(x＋y)e１＋y－x－(ey)２

(e１－x＋ey)２ ,故

∂f
∂x≤０,∂f

∂y≥０.因此,E(A)是关于SA 的单调减函数,关于πA

的单调增函数.

４)已知A＝{‹x,μA (x),νA (x)›|x∈X},则 AC ＝{‹x,

νA(x),μA(x)›|x∈X}.因此,SA (x)＝SA
C (x),πA (x)＝

πA
C (x),故E(A)＝E(AC).证毕.

４．３　与其他方法的比较

为了更好地说明新构造的区间直觉模糊熵的优势,本文

通过下面的例子说明新方法的合理性.
例１　设论域 X＝{x},Ai∈IVIFS(X),i＝１,２,􀆺,１３.

表１列出了这１３种区间直觉模糊集在不同方法下得到的不

确定性度量.

表１　不同方法下区间直觉模糊熵的对比

Table１　Comparisonofintervalintuitionisticfuzzyentropyunderdifferentmethods

Ai Si πi １[１８] ２[１３] ３[１９] ４[２０] ５[１４] ６[１３] new
‹[０．２,０．３],[０．４,０．５]› [０．２,０．２] [０．２,０．４] ０．７３ ０．９７ ０．３７ ０．７３ ０．０６ ０．７３ ０．６１
‹[０．３,０．４],[０．５,０．６]› [０．２,０．２] [０,０．２] ０．７７ ０．９５ ０．１６ ０．７７ ０．０１ ０．８５ ０．５７
‹[０．１,０．２],[０．５,０．６]› [０．４,０．４] [０．２,０．４] ０．５３ ０．９３ ０．６７ ０．５３ ０．０６ ０．５３ ０．４７
‹[０．１,０．３],[０．５,０．６]› [０．４,０．４] [０,０．４] ０．５０ ０．８６ ０．３２ ０．５０ ０．０４ ０．５６ ０．４５
‹[０．２,０．２],[０．４,０．６]› [０．２,０．４] [０．２,０．４] ０．６３ ０．９３ ０．３８ ０．６３ ０．０６ ０．６３ ０．５５

‹[０,０],[０,０]› [０,０] [１,１] １．００ １．００ １．００ １．００ １．００ １．００ １．００
‹[０,０],[１,１]› [１,１] [０,０] ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００
‹[１,１],[０,０]› [１,１] [０,０] ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００ ０．００

‹[０．１,０．６],[０．３,０．４]› [０．２,０．２] [０,０．６] ０．７３ ０．９７ ０．５０ ０．７３ ０．０６ １．００ ０．６３
‹[０．２,０．３],[０２,０．３]› [０,０] [０．４,０．６] １．００ １．００ ０．５７ １．００ ０．１８ １．００ ０．８１
‹[０．４,０．５],[０．４,０．５]› [０,０] [０,０．２] １．００ １．００ ０．１６ １．００ ０．０１ １．００ ０．７４
‹[０．２,０．２],[０．１,０．１]› [０．１,０．１] [０．７,０．７] ０．８９ ０．９９ ０．７０ ０．８９ ０．４０ ０．８９ ０．８１

‹[０．１５,０．１５],[０．１５,０．１５]› [０,０] [０．７,０．７] １．００ １．００ ０．７０ １．００ ０．４０ １．００ ０．８７

　　首先分析 A１０＝{‹x,[０．２,０．３],[０．２,０．３]›|x∈X},

A１１＝{‹x,[０．４,０．５],[０．４,０．５]›|x∈X}和 A１３ ＝ {‹x,
[０．１５,０．１５],[０．１５,０．１５]›|x∈X}.它们的隶属度与非隶

属度相等,相应的核区间均为零区间,即SA１０
(x)＝SA１１

(x)＝
SA１３

(x)＝[０,０],μA１０
(x)＝νA１０

(x)＝[０．２,０．３],μA１０
(x)＝

νA１１
(x)＝[０．４,０．５],μA１３

(x)＝νA１３
(x)＝[０．１５,０．１５],但三

者的犹豫度区间均不相等,依据方法１、方法２、方法４、方法６
计算时,得到的模糊熵均为１,此时都是最模糊的情况,显然

都不符合人们的直觉.因为其忽略了犹豫度区间产生的未知

性,所以方法１、方法２、方法４、方法６的构造均存在不足.

分析A１２＝{‹x,[０．２,０．２],[０．１,０．１]›|x∈X},A１３＝
{‹x,[０．１５,０．１５],[０．１５,０．１５]›|x∈X}可知,两者的犹豫度

区间均 相 等,即πA１２
(x)＝πA１３

(x)＝ [０．７,０．７],核 区 间

SA１２
(x)＝[０．１,０．１],SA１３

(x)＝[０,０],按照方法３计算时,得
到的模糊熵E(A１２)＝E(A１３)＝０．７,即模糊程度一样,说明方

法３没有考虑到这两个不同的核的影响,这与人们的直观认

识不符.

再分析A１＝{‹x,[０．２,０．３],[０．４,０．５]›|x∈X},A３＝
{‹x,[０．１,０．２],[０．５,０．６]›|x∈X},A５＝{‹x,[０．２,０．２],
[０．４,０．６]›|x∈X},三者的犹豫度区间相等,均为πA１

(x)＝
πA３

(x)＝πA５
(x)＝[０．２,０．４],但是核区间均不相等,依据方

法５的计算可知三者的区间直觉模糊熵相等,均为０．０６,即
三者的模糊情况相同.其原因是将区间直觉模糊集转化为直

觉模糊集,而此两者之间不存在一一对应的关系,转化过程中

存在信息丢失的情况.

最后,根据表１中的新方法分析 A２＝{‹x,[０．３,０．２],

[０．５,０．６]›|x∈X},A９＝{‹x,[０．１,０．６],[０．３,０．４]›|x∈

X}可知,SA２
(x)＝SA９

(x)＝[０．２,０．２],π－
A２

(x)＝π－
A９

(x)＝０,

π＋
A２

(x)＝０．２,π＋
A９

(x)＝０．６,π＋
A２

(x)＜π＋
A９

(x),可计算出区间

直觉模糊熵为E(A２)＝０．５７,E(A９)＝０．６３,E(A２)＜E(A９);

再分析A３＝{‹x,[０．１,０．２],[０．５,０．６]›|x∈X},A４＝{‹x,

[０．１,０．３],[０．５,０．６]›|x∈X}可知,SA３
(x)＝SA４

(x)＝
[０．４,０．４],π＋

A３
(x)＝π＋

A４
(x)＝０．４,π－

A３
(x)＝０．２,π－

A４
(x)＝０,

π－
A３

(x)＞π－
A４

(x),可计算出区间直觉模糊熵为E(A３)＝０．４７,

E(A４)＝０．４５,E(A３)＞E(A４),故综上区间直觉模糊熵E(A)

分别关于π＋
A (x)和π－

A (x)单调递增;分析 A１＝{‹x,[０．２,

０．３],[０．４,０．５]›|x∈X},A５＝{‹x,[０．２,０．２],[０．４,０．６]›|

x∈X}可知,πA１
(x)＝πA５

(x)＝[０．２,０．４],S－
A１

(x)＝S－
A５

(x)＝

０．２,S＋
A１

(x)＝０．２,S＋
A５

(x)＝０．４,S＋
A１

(x)＜S＋
A５

(x),可计算区

间直觉模糊熵为 E(A１)＝０．６１,E(A５)＝０．５５,E(A１)＞

E(A５);分析A３＝{‹x,[０．１,０．２],[０．５,０．６]›|x∈X},A５＝
{‹x,[０．２,０．２],[０．４,０．６]›|x∈X}可知,πA３

(x)＝πA５
(x)＝

[０．２,０．４],S＋
A３

(x)＝S＋
A５

(x)＝０．４,S－
A３

(x)＝０．４,S－
A５

(x)＝

０．２,S－
A３

(x)＞S－
A５

(x),可计算区间直觉模糊熵为 E(A３)＝

０．４７,E(A５)＝０．５５,E(A３)＜E(A５),因此区间直觉模糊熵

E(A)分别关于S＋
A (x)和S－

A (x)单调递减.因此,本文所定

义的区间直觉模糊熵公式均符合上述所列各项的具体情况.

５　新的区间直觉模糊熵在多属性决策中的应用

由于客观事物的复杂性和不确定性,以及人们思维能力、

知识结构和知识水平的局限性,人们给出的决策信息往往不
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能以精确数表达,而区间直觉模糊集能够很好地描述不确定

的决策信息.因此,在区间直觉模糊环境下的多属性决策问

题中,属性权重是我们首要考虑的问题,在处理属性权重完全

未知的多属性决策问题中,最关键的步骤是确定各个属性的

权重.本文提出了一种基于新的区间直觉模糊熵的确定属性

权重的方法.

假设A＝(A１,A２,􀆺,Am)为方案集,C＝(C１,C２,􀆺,Cn)

为属性集,在属性集下对方案Ai 进行评价得到区间直觉模糊

集Ai＝{‹Cj,[μ－
Ai

(Cj),μ＋
Ai

(Cj)],[ν－
Ai

(Cj),ν＋
Ai

(Cj)]›|Cj∈
C},记Aij为方案Ai 在属性Cj 下的属性值,进而得到决策矩

阵 M＝(Aij)m×n.假设属性集C＝(C１,C２,􀆺,Cn)对应的权

重向量为W＝(w１,w２,􀆺,wn),其中,∑
n

i＝１
wi＝１,wi∈[０,１],

属性向量完全未知.针对属性权重向量完全未知的决策问

题,一般依据专家评价法或层次分析法(AHP)等来确定属性

权重,但是这种确定方法会受到专家自身的偏好和专家专业

水平的影响,使得确定过程中的主观因素过强,进而使得决策

结果过于主观.针对专家评价法及层次分析法存在的缺陷,

本文利用熵理论提供了确定属性权重的方法:若所有方案的

某个属性所对应的熵值越大,则该属性提供给决策者的信息

越少,因此该属性就应该赋予更小的权重.这种方法解决了

传统赋权方法的主观性问题,使得决策结果更加客观、科学.

根据这一理论,建立属性权重模型如下:

wj＝
１－ECj

n－∑
n

i＝１
ECj

(９)

其中,ECj ＝１
m ∑

m

i＝１
E(Aij),E(Aij)表示区间直觉模糊集Aij的区

间直觉模糊熵.

考虑到区间直觉模糊集不仅在隶属度区间、非隶属度区

间之间有差异,而且在犹豫度区间和核区间之间也有所不同,

本文提出改进的 Hamming距离用于度量两个区间直觉模糊

集之间的差异,同时结合上述新的区间直觉模糊熵计算属性

指标的权重值,从而提出在权重完全未知的情况下针对区间

直觉模糊多属性决策问题的更加合理的解决方案.

为了提供一种理论的估计标准,定义理想解A∗ ＝{‹Cj,

[１,１],[０,０]›|Cj∈C},并考虑每个方案Ai 与理想解A∗ 之

间的加权距离d∗ ,d∗ 越小表明方案Ai 越接近理想解A∗ ,此
方案越好.下面给出改进的加权 Hamming距离公式.设A,

B∈IVIFS(X),定义:

d－ ＝d(A,B)w

＝１
４n∑

n

i＝１
wi[|μ＋

A (xi)－μ＋
B (xi)|＋|μ－

A (xi)－μ－
B (xi)|＋

|ν＋
A (xi)－ν＋

B (xi)|＋|ν－
A (xi)－ν－

B (xi)|＋|π＋
A (xi)－

π＋
B (xi)|＋|π－

A (xi)－π－
B (xi)|＋|S＋

A (xi)－

S＋
B (xi)|＋|S－

A (xi)－S－
B (xi)|] (１０)

此方案根据加权的 Hamming距离d∗ 进行排序和择优,

下面给出详细的决策步骤.

步骤１　根据权重模型式(９)计算决策矩阵 M＝(Aij)m×n

的权重向量W＝{w１,w２,􀆺,wn}.

步骤２　根据加权的 Hamming距离式(１０)计算每个方

案与理想解之间的加权距离d∗
i ＝d(Ai,A∗ )w.

步骤３　根据每个方案与理想解之间的加权距离d∗ 对

方案集进行排序和择优.

例２[２２]　假设一个投资公司要选一个项目进行投资,一

共有下面４个项目可以考虑:１)一个汽车制造公司;２)一个食

品公司;３)一个电脑公司;４)一个军火生产商.该公司需要考

虑下面３个方面来做出选择:风险分析、发展前途、生存环境

压力分析.决策矩阵的信息为:

A１＝{‹C１,[０．４,０．５],[０．３,０．４]›,‹C２,[０．４,０．６],

[０．２,０．４]›,‹C３,[０．１,０．３],[０．５,０．６]›}

A２＝{‹C１,[０．６,０．７],[０．２,０．３]›,‹C２,[０．６,０．７],

[０．２,０．３]›,‹C３,[０．４,０．７],[０．１,０．２]›}

A３＝{‹C１,[０．３,０．６],[０．３,０．４]›,‹C２,[０．５,０．６],

[０．３,０．４]›,‹C３,[０．５,０．６],[０．１,０．３]›}

A４＝{‹C１,[０．７,０．８],[０．１,０．２]›,‹C２,[０．６,０．７],

[０．１,０．３]›,‹C３,[０．３,０．４],[０．１,０．２]›}

步骤１　利用式(９)计算各属性的权重,得到 w１＝４９
１５３

,

w２＝５８
１５３

,w３＝４６
１５３

.

步骤２　根据加权的 Hamming距离式(１０)计算每个方

案与理想解之间的加权距离d∗
i :d∗

１ ＝０．３２６９,d∗
２ ＝０．２２６７,

d∗
３ ＝０．２８９３,d∗

４ ＝０．２３２２.

步骤３　根据每个方案与理想解之间的加权距离d∗ 对

方案集进行排序,得A２≻A４≻A３≻A１,因此最优方案为A２,

这与文献[２２]的结果相同.

结束语　由于区间直觉模糊集的不确定性不仅取决于本

身的隶属度、非隶属度,还取决于犹豫度所产生的未知性和隶

属度与非隶属度之间力量对比产生的模糊性等.而这些均以

区间形式呈现,较数值形式更为复杂.因此,本文首先利用区

间数的 HＧ差和区间数绝对值的相关知识给出了核区间的概

念,用于描述隶属度、非隶属度偏差所产生的模糊性,提出更

加符合直观认识的区间直觉模糊集的不确定度量准则,然后

给出了一种基于指数加权的区间直觉模糊熵.分析证明,当

区间直觉模糊集退化成直觉模糊集时,该方法仍然适用.最

后对属性权重完全未知的区间直觉模糊多属性决策问题进行

了研究,给出了基于区间直觉模糊熵的属性权重确定方法,然

后根据每个方案与理想解的加权的 Hamming距离对方案进

行排序和择优.这为区间直觉模糊集的不确定性度量开拓了

新的思路,并通过实例验证了该思路的合理性及有效性.
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