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基于通信时滞和噪音的群集运动

王世丽　 金英花　 吴　晨

(江南大学理学院　江苏 无锡２１４１２２)
　

摘　要　现实生活中,群集运动是一种很常见的现象.然而在群集系统中,由于有限的速度以及拥挤的交通,通常智

能体间的传播和沟通存在时间延迟,因此考虑时间延迟很有必要.此外,在现实环境中,由于外界环境的各种不确定

因素,智能体也很容易受到噪音的影响,因此噪音也是必须考虑的.基于以上两点,文中对具有通信时滞和噪音的多

智能体系统的群集运动进行了研究.具体考虑了具有通信时滞和噪音的 CuckerＧSmale模型,主要利用二次函数的性

质证明智能体间的通信时滞和噪音强度在满足一定的条件下,多智能体系统依然可以达到群集运动.最后通过 MatＧ

lab进行数值仿真,并给出仿真后的例子,结果表明了该理论的正确性.
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FlockingBasedonCommunicationDelayandNoise

WANGShiＧli　JINYingＧhua　WUChen
(SchoolofSciences,JiangnanUniversity,Wuxi,Jiangsu２１４１２２,China)

　

Abstract　Inreallife,flockingisaverycommonphenomenon．However,inflockingsystem,duetothelimitedspeedand

trafficcongestion,generally,therearetimedelaysintransmissionandcommunicationbetweenagents,soitisnecessary
toconsidertimedelay．Inaddition,intherealＧworldenvironment,agentsarealsovulnerabletonoiseduetovariousunＧ

certaintiesintheexternalenvironment,sonoiseisalsoinevitabletobeconsidered．Basedonthesetwopoints,thispaper

studiedtheflockingofmultiＧagentsystem withcommunicationdelayandnoise．Thispaperspecificallyconsideredthe

CuckerＧSmalemodelwithcommunicationdelayandnoise,andverifiedthatthemultiＧagentsystemcanstillobtainasufＧ

ficientflockingconditionwhentheamountofdelayandthenoiseintensityofmultiＧagentsystemsatisfysomecertain

conditionsbasedonthepropertiesofquadraticfunction．Finally,anumericalsimulationwascarriedoutbyusingMATＧ

LAB,andanexamplewasgiven．Theresultsshowthecorrectnessofthetheory．

Keywords　Flocking,CuckerＧSmalemodel,Communicationdelay,Noise,MultiＧagentsystem

　

１　引言

自然界中普遍存在群集现象,例如,鸟群的队形排列、鱼

群巡游的子群、蚁群的聚集等,它们启发了学者们对群集运动

的研究[１Ｇ４].群集运动的共同的特征是:一定数量的智能体通

过有限的环境信息和简单的规则,可以组织成一个协调运动

的系统.其在控制科学[５Ｇ８]、生物学[９Ｇ１１]、无人机编队[１２Ｇ１３]、多

智能体一致性[１４]等方面有广泛的应用,也受到了越来越多的

关注,因此探讨群集运动具有重要的现实意义.

１９８６年,Reynolds[１５]提出了群集运动的３条控制规则:

１)速度匹配;２)聚合规则;３)分离规则.为方便起见,此后的

研究模型大多建立在前两条规则之上,而分离规则(防止个体

碰撞)另作考虑.２００７年,Cucker等提出了一个群集模型,即

CuckerＧSmale模型[１６Ｇ１７](简称 CＧS模型).考虑 N 个智能体

的群集系统,vi(t)和xi(t)表示分别第i个智能体在t时刻的

速度和位置.vi(t),xi(t)∈Rd,i＝１,２,􀆺,N,d,N∈R,其中

连续的CＧS模型表示如下:

dxi＝vidt

dvi＝λ
N ∑

N

j＝１
ψij(‖xj(t)－xi(t)‖)(vj(t)－vi(t))dt{ (１)

其中,λ＞０是耦合系数;ψ(x)[１６Ｇ１７]是距离‖xj－xi‖的函数,

具体表示为:

ψ(x)＝ １
(１＋x２)β,x≥０,β≥０ (２)

ψ(x)是连续非负且不增的通信函数.模型(１)和模型(２)

主要描述了含有 N 个智能体的群集系统,在速度耦合的情况

下,每个智能体通过与其余智能体的相互作用来调节自身的



速度和位移,且建立了只依赖于群体初始状态(x(０),v(０))的

速度收敛结果.确切地说,文献[１６Ｇ１７]证明了当β＜ １
２

时,

模型(１)是无条件收敛的;当β≥ １
２

时,在群体的初始状态满

足一定的条件下,这种收敛仍然是成立的.

Cucker等考虑的模型是建立在一种理想化的情形下的.

事实上,在现实环境中,个体很容易受到外界环境的影响,

２０１５年,文献[１８]就噪音对群集运动的影响进行了分析研

究,并给出了群集运动发生的充分条件.然而,在群集系统

中,由于自身只能以有限的速度影响其他的智能体,使得智能

体之间的相互作用不能立即产生,即通常都会有时间延迟,因

此考虑时间延迟很有必要.本文不仅考虑了每个智能体对第

i个智能体的随机影响,而且考虑了对称的通信时滞对系统

的影响,研究了具有对称的通信时滞和噪音的CＧS模型,并给

出了发生群集运动的充分条件.

２　问题描述

２．１　模型描述

首先,第i个智能体会受到随机因素的影响:

λ
N ∑

N

j＝１
ψij(x)σij(vj(t)－vi(t))dW(t) (３)

其中,σij表示智能体j 对智能体i的噪音强度,σij＝σji,∀i,

j＝１,２,􀆺,N,W(t)是一维的布朗运动.

下面是具有对称通信时滞和噪音的CＧS模型:

dxi＝vidt

dvi＝λ
N ∑

N

j＝１
ψ
~
ij(v~j－v~i)dt＋λ

N ∑
N

j＝１
ψ
~
ijσij(v~j－v~i)dW(t){

(４)

其中,τ表示通信时滞,ψ
~
ij＝ψ(‖xi(t－τ)－xj(t－τ)‖),v~i＝

vi(t－τ),x~i＝xi(t－τ),初始状态(xi(t),vi(t))＝(xi(０),

vi(０)),－τ≤t≤０.并且,在本文中定义σij是有界的,即对于

所有的i,j≤N,有０≤σij≤σ.由式(２)可知:

０＜ψ≤ψij＝ψji≤１,i,j＝１,２,􀆺,N (５)

其中,ψ＝ min
i≠j,t≥０

ψij.

定义１(群集运动)　模型(４)达到群集运动当且仅当对

于任意的初始条件xi(０),vi(０),１≤i,j≤N,模型(４)的解

(xi,vi)满 足 以 下 两 个 条 件:１)lim
t→∞

　E[‖vi －vj ‖２]＝０;

２)sup
０≤t≤∞

E[‖xi－xj‖２]＜∞.其中,E[􀅰]表示随机过程的

期望值.

首先,我们将模型(４)转化成向量的形式.令x＝(x１,

x２,􀆺,xN)T,v＝(v１,v２,􀆺,vN )T;令A
~
x 为N×N 阶矩阵,元

素为a~ij＝ψ
~
ij(i≠j),a~ii＝０.D

~
x 为N×N 阶对角矩阵,对角

线上第i个元素为d
~
i＝ ∑

j＝１,i≠j
a~ij.则模型(４)的拉普拉斯矩阵

为L
~
x＝D

~
x－A

~
x.定义矩阵Σ

~
∈RN×N２ ,其第i行元素为[０,􀆺,

０,a~i１σi１,􀆺,a~iNσiN ,０,􀆺,０],且a~i１σi１是第((i－１)N＋１)个元

素.令G
~
＝[g

~
１,g

~
２,􀆺,g

~
N]T,g

~
i＝[v~i－v~１,􀆺,v~i－v~N ]T,G

~
∈

N２×１.模型(４)可转换成下列形式:

dx(t)＝v(t)dt

dv(t)＝－λ
NL

~
xv

~dt＋λ
NΣ

~
G
~
dW(t){ (６)

模型(６)中的矩阵L
~
x 是拉普拉斯矩阵,并且对于固定的

t,矩阵L
~
x 具有零特征值和所有其他正实部特征值,具体请参

考文献[１６].

引理１[１９]　 令A是一个实对称矩阵,α１,α２,􀆺,αN 是它

的特征值,且这些特征值满足αmin＝α１≤α２≤􀆺≤αN ＝αmax,那

么对于所有的x∈RN ,有:

α１xTx≤xTAx≤αNxTx
并且,若ξ１ 是矩阵A关于α１ 的特征向量,那么:

min
x≠０,x⊥ξ１

xTAx
xTx ＝α２

引理２[２０]　令A是N×N 阶的非负对称矩阵,L＝D－A
是A 的拉普拉斯矩阵,u２ 是L 的第二小特征值,并且γ＝

min
i≠j
　aij,那么就有u２≥Nγ.

２．２　理论分析

本节将对模型(６)进行分析研究,根据噪音强度、通信时

滞和系统参数的关系,给出一个能够达到群集运动的充分条

件.首先定义两个宏观变量xc 和vc(xc 和vc 分别表示位移

平均值和速度平均值).

xc＝１
N ∑

N

i＝１
xi,vc＝１

N ∑
N

i＝１
vi

因为σij＝σji,a~ij＝a~ji,所以对于∀t≥０,有:dxc＝ １
N ∑

N

i＝１

dxi＝vc,dvc＝ １
N ∑

N

i＝１
dvi＝０.故有xc(t)＝xc(０)＋tvc(０),

vc(t)＝vc(０).

令x∧i＝xi－xc,v
∧
i＝vi－vc,容易知道(x∧i,v

∧
i)也是模型(４)

的解,x∧c(０)＝１
N ∑

N

i＝１
x∧i(０)＝０且v∧c(０)＝ １

N ∑
N

i＝１
v∧i(０)＝０.不失

一般性,令vc(t)＝vc(０)＝０,则有:

∑
N

i＝１
xi(t)＝∑

N

i＝１
vi(t)＝０ (７)

令ϕ２
v＝‖v‖２＝∑

N

i＝１
v２

i,ϕ２
x＝‖x‖２＝∑

N

i＝１
x２

i,进一步得到:

∑
N

i,j＝１
‖vi－vj‖２＝２N∑

N

i＝１
v２

i＝２Nϕ２
v (８)

∑
N

i,j＝１
‖xi－xj‖２＝２N∑

N

i＝１
x２

i＝２Nϕ２
x (９)

现只要证明式(８)中 E[ϕv]→０(t→∞),式(９)中 E[ϕx

(t)]＜∞(０≤t≤∞)即可.

定义一个正定的函数w(t):

w(t)＝ϕ２
v(t) (１０)

由伊藤公式[２１]可以得到:

dw(t)＝－２λ
NvTL

~
xv

~dt＋

２λ
NVTΣ

~
　G

~
dW(t)＋

λ２

N２∑
N

j＝１
　∑

N

i＝１
a~２

jiσ２
ji(v

~
j－v~i)２dt (１１)

由于a~ij(t)≤１,σij ≤σ(∀i,j＝１,２,􀆺,N),可以得到

∑
N

k＝１
　∑

N

j＝１
a~２

kjσ２
kj(v~j－v~k)２≤２Nσ２v~２.
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根据式(７),对于∀a＞０,可得:

d(w(t)eat)≤aeatw(t)dt＋２λ
NeatvTΣ

~~

　G
~
dW(t)＋(－２λ

N eat

vTL
~
xv

~＋２λ２σ２

N eatv~２)dt (１２)

再对式(１２)积分求期望,又因为∫
t

０

２λ
NeatvTΣ

~
G
~
dW(t)是

鞅,所以可以得到:

E[eatw(t)]≤E[w(０)]＋a∫
t

０
easE[w(s)]ds＋

∫
t

０
easE[－２λ

NvTL
~
xv

~＋２λ２σ２

N v~２]ds (１３)

注:根据式(７),可得x􀅰z＝∑
N

i＝１
xi＝０,其中z∶＝(１,１,􀆺,

１)T,分解RN ＝‹z›⊕‹z›T,那么对于所有的t≥０,有‹x(t)›∈
‹z›T.

引理３　令Lx∈RN×N ,N≥２,Lx 是模型(６)中定义的拉

普拉斯矩阵,并且满足式(５),则以下条件成立:

(１)Lx 的最大特征值由２(N－１)限定;

(２)对于任何向量u∈RN ,有‖Lxu‖２≤２(N－１)uTLxu;

(３)对于任何向量u∈RN ,有uTLxu≤２(N－１)‖u‖２;

(４)对 于 任 意 向 量 u,l∈ (z)⊥ 和 k＞０,有 uTLxl≤

１
２ku

TLxu＋k
２lTLxl

定理１　设(xi(t),vi(t))是模型(４)的解,则对于t≥０,存

在一个a(０＜a＜２λψ),当满足以下两个条件时:

(１)６４λ４Naτe２aτ(τ＋σ２)≤(２λ２σ２eaτ＋aN－２λNψ)２

(２)２λ２σ－２eaτ＜(２λψ－a)N

系统(４)能达到群集运动.

证明:对于式(１３)右边第三项:

∫
t

０
easE[－２λ

NvTL
~
xv

~＋２λ２σ２

N v~２]ds (１４)

首先,－２vTL
~
xv

~＝－２vTL
~
xv＋２vTL

~
x(v－v~),由引理３

条件(４)可得２vTL
~
x(v－v~)≤ １

kvTL
~
xv＋k(v－v~)TL

~
x(v－

v~).由引理３条件(３)可得(v－v~)T L
~
x (v－v~)≤２(N－１)

‖v－v~‖２,vTL
~
xv≤２(N－１)‖v‖２.由引理２可知对于

∀t≥０,有u２(t)≥Nψ,其中ψ＝min
i≠j
　a~ij(t).再由引理１可知

对于∀t≥０,有vTL
~
xv(t)≥u２(t)v２(t).又因为N－１

N ≤１,所

以式(１４)满足下列不等式:

∫
t

０
easE[－２λ

NvTL
~
xv

~＋２λ２σ２

N v~２]ds

　≤(
－２λψk＋２λ

k
)∫

t

０
easE[v２(t)]＋２kλ∫

t

０
easE[‖v－

v(s－τ)‖２]ds＋２λ２σ２

N∫
t

０
easE[v２(s－τ)]ds (１５)

对于式(１５)右边第二项和第三项,有:

∫
t

０
easE[v２(s－τ)]ds

　≤∫
τ

０
easE[v２(s－τ)]ds＋∫

t

τ
easE[v２(s－τ)]ds

　≤c１＋eaτ∫
t

０
easE[v２(s)]ds (１６)

其中,c１＝∫
τ

０
easE[v２(s－τ)]ds,又因为:

v－v~＝∫
t

t－τ
dv(s)

＝∫
t

t－τ
－λ

NL
~
xv

~ds＋∫
t

t－τ

λ
NΣ

~
　G

~
dW(t)

所以有不等式:

E[|v－v~|２]≤２E[∫
t

t－τ
－λ

NL
~
xv

~ds]２＋

２E[∫
t

t－τ

λ
NΣ

~
G
~
dW(t)]２ (１７)

由CauchyＧSchwarz不等式和Fubins定理可得:

２E[∫
t

t－τ
－λ

NL
~
xv

~ds]２≤２λ２τ
N２∫

t

t－τ
E[L

~
xv

~]２ds

再由伊藤积分[２１]可得:

２E[∫
t

t－τ

λ
NΣ

~
G
~
dW(t)]２≤２λ２

N２∫
t

t－τ
E[Σ

~
　G

~]２ds

又因为‖Σ
~
　G

~
‖２≤２Nσ２v~２,‖L

~
xv

~‖２≤２Nv~２,所以:

∫
t

０
easE[‖v－v~‖２]ds

　＝∫
τ

０
easE[‖v－v~‖２]ds＋∫

t

τ
easE[‖v－v~‖２]ds

　≤c２＋４λ２(τ＋σ２)
N ∫

t

τ
eas∫

s

s－τ
E[v２(r－τ)]drds (１８)

其中,c２＝∫
τ

０
easE[‖v－v~‖２]ds,因为:

∫
t

τ
eas∫

s

s－τ
E[v２(r－τ)]drds

　≤aτc１＋aτe２aτ∫
τ

０
easE[v２(s)]ds (１９)

所以将式(１５)、式(１６)、式(１８)、式(１９)代入式(１３),整理并令

P 和Q(k)为:

P＝E[w(０)]＋２kλc２＋８λ３kaτc１(τ＋σ２)
N ＋２λ２σ２c１

N

Q(k)＝(
－２λNψk＋２λN＋aNk

Nk
)＋８λ３k(τ＋σ２)aτe２aτ

N ＋

２λ２σ２eaτ

N

由此可以得到E[eatw(t)]≤P＋Q(k)∫
t

０
easE[w(s)]ds.

其中P 是常数,而

NkQ(k)＝８λ３τ２e２aτk２＋２λN＋(２λ２σ２eaτ－２λNψ＋Na)k

是关于k的二次函数,若想得到 NkQ(k)＝０,需要满足下列

条件:

１)６４λ４Naτe２aτ(τ＋σ２)≤(２λ２σ２eaτ＋aN－２λNψ)２;

２)２λ２σ２eaτ＜(２λψ－a)N.即存在一个k＞０使得Q(k)＝

０成立.因此就可以得到:E[w(t)]≤Pe－at→０(t→∞).

接下来需要证明 E[ϕx(t)]有界.这里采用文献[１８]中

的方法.

由式(７)可知:

dϕ２
x

dt＝２∑
N

i＝１
xivi≤２(∑

N

i＝１
x２

i)(∑
N

i＝１
v２

i)

＝２‖x‖‖v‖
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利用比较定理找到一个 M(t)满足:

dM(t)
dt ＝２ M(t)‖v(t)‖ (２０)

并且初始条件 M(０)＝‖x(０)‖２,那么ϕ２
x≤M(t).由式(２０)

可得:M
１
２ (t)＝M

１
２ (０)＋∫

t

０
‖v(s)‖ds.因此‖x(t)‖＝

‖x(０)‖＋∫
t

０
‖v(s)‖ds,进而有:

E[‖x(t)‖]≤‖x(０)‖＋P∫
t

０
e－asds

＝‖x(０)‖＋P(１－e－at)

令C＝‖x(０)‖＋P,有 sup
０≤t≤∞

E[φx]＜C.

３　数值仿真

本节主要给出通信时滞和噪音下的数值仿真结果,并证

明该理论的正确性.

在以下所有的数值仿真中β＝０．３,耦合系数λ＝１,三维

空间的智能体个数 N＝２０(这里只考虑时间在１０s以内的变

化).用V,X 来表示速度波动和位移动:

V＝１
N ∑

N

i＝１
[vi(t)－vc(t)]２

X＝１
N ∑

N

i＝１
[xi(t)－xc(t)]２

当τ＝０,σ＝０时,从图１(a)中可以看出,一段时间后各智

能体的速度和速度平均值的差都趋于０,这意味着所有智能

体的速度达到一致;如图１(b)所示,位移差趋于一个常数,即

模型(４)达到群集运动;图１(c)是初始时刻各个智能体的状

态,可以看出它们在初始时刻处于“乱序”状态;如图１(d)所

示,智能体达到群集运动,并处于一种规则有序的状态.如图

２所示,当τ＝０．２,σ＝１时,模型(４)达到群集运动.从图３可

以看出,当通信时滞和噪音强度过大时,图３(a)中的速度波

动没有趋于０,图３(b)中的位移差也在不断增大,即没有达到

群集运动,从图３(c)也可以很明显看出各个智能体最终仍处

于“无序”状态.

(a)速度波动(V~time) (b)位移波动(X~time)

(c)初始状态 (d)最终状态

图１　当τ＝０,σ＝０时,模型(４)的群集运动

Fig．１　Flockingofmodel(４)withτ＝０,σ＝０

(a)速度波动(V~time)

(b)位移波动(X~time)

(c)各智能体的最终状态

图２　当τ＝０．２,σ＝１时,模型(４)的群集运动

Fig．２　Flockingofmodel(４)withτ＝０．２,σ＝１

(a)速度波动(V~time)

(b)位移波动(X~time)

(c)各智能体的最终状态

图３　当τ＝４,σ＝４时,模型(４)的发散

Fig．３　NonＧflockingofmodel(４)withτ＝４,σ＝４

结束语　本文在具有通信时滞和噪音的情况下对连续的

CＧS模型能否达到群集运动做出了理论证明以及数值仿真,
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证明了在通信时滞和噪音强度满足一定的条件下,模型(４)可

以达到群集运动,但通信时滞和噪音过大也会阻碍群集运动

的发生.由于方法的不足,本文中的条件仅是充分而非必要

的.本文研究的是对称通信时滞,接下来将对不对称通信时

滞的CＧS模型、不对称通信时滞与噪音同时存在的 CＧS模型

等需要满足何种条件可以达到群集运动进行研究.
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