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摘　要　优化问题的研究一直以来深受科研工作者的关注,凸优化问题作为优化问题的一个重要部分更是成为研究

重点,许多应用神经网络思想提出的模型已经被应用到实际问题中.然而,在机器学习、信号处理、生物信息学等领域

中涉及的优化问题往往不是凸优化问题,而是伪凸优化及非凸优化的问题,因此解决后一类问题变得刻不容缓.针对

目标函数是非光滑伪凸函数、约束函数由等式和不等式函数构成的优化问题,基于罚函数以及微分包含的思想,构建

了一个新型的不含惩罚参数的单层神经网络模型.该模型的主要设计思路是根据已经提出的神经网络模型思想,为

目标函数的梯度设计一个制约的函数,使其值始终保持在一个范围之内,再结合一个关于时间的函数,确保其值随时

间变小.同时,考虑到不等式约束对状态解进入等式约束之前的收敛方向有影响,加入一个条件函数来限制它.与已

提出的神经网络模型相比,所提模型具有结构简单、无须提前进行惩罚参数的计算、对初始点的位置无特殊要求等优

势.而且,对于任意初始点,理论证明了状态解的有界性、状态解能够在有限时间内收敛到等式约束内并永驻其中、状

态解能够在有限时间内收敛到可行域并永驻其中以及状态解最终收敛到优化问题的最优解.在 MATLAB环境下,
通过数学仿真实验,状态解都能快速地收敛到一个最优解.同时,用已经提出的类似神经网络模型解决同样的优化问

题时,若罚参数或初始点选择不恰当则会导致状态解不能很好地收敛.这不仅验证了所提出的理论结果的正确性,同

时也说明了所提网络具有更广泛的应用范围.
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NewNeuralNetworkMethodforSolvingNonsmoothPseudoconvexOptimizationProblems
YUXin　MAChong　HUYue　WULingＧzhen　WANGYanＧlin

(DepartmentofComputerandElectronicInformation,GuangxiUniversity,Nanning５３０００４,China)

　
Abstract　Theresearchofoptimizationproblemisfavoredbyresearchers．AsanimportantpartofoptimizationproＧ
blem,convexoptimizationproblemisthefocusofresearch．ManymodelsbasedonneuralnetworkareappliedtopractiＧ
calproblems．However,theoptimizationproblemsinvolvedinmachinelearning,signalprocessing,bioinformaticsand
otherfieldsareoftennotconvexoptimizationproblems,butpseudoconvexoptimizationandnonconvexoptimization
problems．Therefore,itisurgenttosolvethelatterkindofproblems．TosolvetheoptimizationproblemthattheobjecＧ
tivefunctionisnonsmoothpseudoconvexfunctionandconstraintfunctionisequalityandinequalityfunction,thispaper
constructedanewsingleＧlayerneuralnetworkmodelwithoutpenaltyparameterbasedontheideaofpenaltyfunction
anddifferentialinclusion．Themainideaofthedesignisthataccordingtotheproposedneuralnetworkmodel,aconＧ
strainedfunctioncanbedesignedforthegradientoftheobjectivefunctionsothatthevalueoftheobjectivefunctionis
alwayskeptwithinarange,andthenafunctionabouttimeiscombinedtoensurethatitsvaluedecreaseswithtime．At
thesametime,consideringthatinequalityconstraintsaffecttheconvergencedirectionofthestatesolutionbeforeitenＧ
terstheequationconstraint,aconditionalfunctionisaddedtorestrictit．Comparedwiththeproposedneuralnetwork
model,ithastheadvantagesofsimplestructure,noneedtocalculatepenaltyparametersinadvance,andnospecialreＧ
quirementsforthepositionoftheinitialpoint．Furthermore,itistheoreticallyprovedthatforanyinitialpoint,thestate
solutioncanconvergetotheequalityconstraintsinfinitetimeandstaytherethereafter,theboundednessofthestatesoＧ
lution,thestatesolutioncanconvergetothefeasibleregioninfinitetimeandstaytherethereafter,andthestatesolution
canfinallyconvergetotheoptimalsolutionoftheoptimizationproblem．UndertheenvironmentofMATLAB,bymathＧ
ematicalsimulationexperiments,thestatesolutioncanconvergetotheoptimalsolutionquickly．Atthesametime,ifthe
penaltyparametersorinitialpointsarenotselectedproperly,thestatesolutionwillnotconvergewellwhenthesame
optimizationproblemissolvedbyusingtheproposedsimilarneuralnetworkmodel．ThisnotonlyverifiesthecorrectＧ



nessofthetheoreticalresults,butalsoshowsthattheproposednetworkhasawiderrangeofapplications．
Keywords　Pseudoconvexfunction,Neuralnetwork,Differentialinclusion,Nonsmoothoptimization

　

１　引言

近年来,随着计算机技术以及人工智能的发展,神经网络

的思想被广泛用于解决最优化问题.１９８６年,Tank等[１]开

创性地把 Hopfield神经网络应用到解决线性规划的问题.

１９８８年,Kennedy等提出了一种含有惩罚参数的动态正则非

线性规划电路(NPC)[２],以解决非线性规划问题,但是该问题

中目标函数和约束函数都必须是光滑函数.在此之后,NPC
获得了快速的发展,大量的用于解决优化问题的神经网络模

型被提出,其中最主要的研究方向就是处理凸优化问题.凸

优化问题是优化问题的一个主要分支,由于凸函数的局部最

优解就是全局最优解等一些特殊的性质,使得学者们对于凸

优化问题的处理变得更加得心应手.近些年,投影法的思想

被用来构造新的递归神经网络,用来解决一些约束条件为凸

函数的优化问题.文献[３]运用投影思想,提出了一种用来解

决非线性凸优化问题的神经网络.文献[４]提出了一种用于

解决约束函数仅含等式约束的二次规划的递归神经网络,但
此模型需要提前进行参数估计.文献[５]提出了一种基于微

分包含思想的递归神经网络用于解决非光滑凸优化问题,该
神经网络使用的条件较为广泛,对初始点的位置没有特殊要

求,不含惩罚参数,但是结构复杂,为双层神经网络.
随着凸优化问题的逐步解决,在实际应用过程中发现有

大量的伪凸优化甚至非凸优化问题无法得到解决.函数的凸

性导致上述神经网络模型无法在伪凸优化以及非凸优化上应

用.为了解决这一问题,相关学者们提出了许多新型的神经

网络模型.文献[６]采用 Tikhonov正则化和投影法的思想,

提出了一种用于解决一般约束条件的伪凸优化问题的神经网

络,而且不需要提前对惩罚参数进行估算.同时,神经网络的

状态解能够很好地收敛到该伪凸优化问题的最优解.文献

[７]基于惩罚函数的思想,定义了一个非常巧妙的惩罚函数,

设计了一个单层的递归神经网络,用于解决约束条件为等式

和不等式的伪凸优化问题,在一定的假设条件下,神经网络具

有不错的收敛性.最近,基于光滑思想,文献[８]提出了一个

新的用于解决非光滑伪凸优化问题的神经网络,首先构建了

一个关于目标函数的光滑函数,并证明了神经网络解的全局

性、有界性、收敛性等性质,该神经网络适用于一般的凸约束

问题,但目标函数必须在可行域内为伪凸函数,且初始点要求

在等式约束区域内.

受文献[９Ｇ１３]中的知识积累以及已有研究的启发[１４Ｇ２６],

本文提出了一种新型的神经网络用来解决非光滑伪凸优化问

题.与以往已经提出的模型相比,该模型神经网络结构简单、
不含惩罚参数,初始点的位置可以任意选择,可解决目标函数

是伪凸函数的优化问题.

本文研究的非光滑伪凸优化问题如下:

minf(x)

s．t．Ax＝b

g(x)≤０

(１)

其中,x＝(x１,x２,􀆺,xn)T ∈RRn,A∈RRp×n是行满秩矩阵,

f(x):RRn→RR 是伪凸函数 且 局 部 Lipschitz连 续,g(x)＝
(g１(x),g２(x),􀆺gm (x)):RRn→RRp是一个凸函数但未必光

滑.本文总是假设伪凸优化问题至少有一个解.

２　预备知识

为了方便后续文章的阅读和理解,下文将给出一些相关

的基础定义和性质.
定义１　设对于集合E⊂RRn上的任意点x,都有一个相

应的非空集合F(x)⊂RRn,则x→F(x)是E→RRn上的集值映

射.如果对于任意的开集V⊃F(x０),都存在x０ 的一个邻域

U,使得F(U)⊂V,则称集值映射F:E→RRn在点x０∈E 是上

半连续的.
定义２　对于函数f:RRn→RR,若存在正数κ和ε,对于所

有的x１,x２∈x＋εB(０,１),满足|f(x２)|－f(x１)≤κ‖x２－
x１‖,那么称函数f(x)在x∈RRn处是 Lipschitz连续的,其中

B(０,１)是RRn上的一个开球.如果函数f(x)在其定义域上的

每一点都满足Lipschitz连续,那么这样的函数称为局部 LipＧ
schitz函数.

定义３　设函数f在点x 附近是 Lipschitz的,则f在点

x 处沿方向v∈RRn的广义方向导数为:

f０(x:v)＝limsup
y→x:t→０＋

f(y＋tv)－f(y)
t

另外,f在点x 处的Clarke广义梯度定义为:

∂f(x)＝{ξ∈RRn:f０(x:v)≥‹v,ξ›,∀v∈RRn}
如果f 在点x０ 处是局部 Lipschitz连续的,记 Lipschitz

常数为κ,则∂f(x０)为RRn中的非空紧凸子集,并且对∀ξ∈
∂f(x０),都有‖ξ‖≤κ.

定义４　如果一个函数f:RRn→RR,在点x 附近是局部

Lipschitz,那么当它满足以下的两个条件时,称它在x附近是

正则函数.

１)对于∀v∈RRn,f(x,v)函数的单侧方向导数,即f′(x,

v)＝lim
t→０＋

(f(x＋tv)－f(x))存在.

２)对于∀v∈RRn,f′(x,v)＝f０(x,v).
假设１　存在一个点x~∈RRn,满足x~∈int(S１)∩S２,使得

g
∧

＞０.其中,g
∧

＝ min
i＝１,２,􀆺,m

(－gi(x
~)).

假设２　存在x
∧

∈RRn,r＞０,使得x
∧

∈int(S１)∩S２,而且

S⊂B(x
∧
,r),其中,B(x

∧
,r)＝{x∈RRn:‖x－x

∧

‖≤r}.

３　神经网络模型

根据惩罚函数的思想,我们对约束集S１ 引入一个惩罚函

数为D(x)＝∑
m

i＝１
max{０,gi(x)},其中{x∈RRn:D(x)≤０}＝S１.

因为gi(x)(i＝１,２,􀆺,p)是凸函数,有 D(x)为凸函数.对

于所有x∈RRn,∂D(x)都存在,如下式所示:

∂D(x)＝
∑

I∈I＋ (x)
∂gi(x)＋ ∑

I∈I
０(x)

[０,１]∂gi(x), x∉S１

∑
I∈I

０(x)

[０,１]∂gi(x), x∈bd(S１)

０, x∈int(S１)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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其中,

I＋ (x)＝{i∈{１,２,􀆺,m}:g(x)＞０}

I０(x)＝{i∈{１,２,􀆺,m}:g(x)＝０}
伪凸优化问题的可行域记作:

S＝{x∈RRn:g(x)≤０,Ax＝b}

另外,不等式可行域和等式可行域分别记为:S１＝{x∈
RRn:g(x)≤０,i＝１,２,􀆺,m},S２＝{x∈RRn:Ax＝b}.很明显

S＝S１∩S２.

针对上文提出的非光滑伪凸优化问题,本文提出了一种

微分包含形式的神经网络:

x
􀅰(t)∈－μ(t)(I－P)[ε(t) １

max{１,‖∂f(x(t))‖}

∂f(x(t))＋∂D(x(t))]－ATh(Ax(t)－b) (２)

其中,I 是 一 个 单 位 矩 阵;A∈RR m×n是 行 满 秩 矩 阵;P＝

AT(AAT)－１A;ε(t)＝e－αt;α是一个正常数;h(x)＝(h
~(x１)

h
~(x２),􀆺,h

~(xm))T,h中的每个分量h
~(xi)的定义如下:

h
~(xi)＝

１, ifxi＞０
[－１,１], ifxi＝０
－１, ifxi＜０

{ ,i＝１,２,􀆺,m

函数μ(t)是一个单调非减的函数,其形式如下:

μ(t)＝
０,t≤tS２

１,t＞tS２
{

其中,tS２
为与可行域S２ 碰撞的时间上限.函数μ(t)是由式

(１)中的等式约束A 和b,以及初始点x０ 决定的.

４　相关定理

４．１　局部解的存在性

定理１　对于任意的初始点x０∈RRn,在区间[０,T)上,神

经网络(式(２))至少存在一个局部解x(t),其中 T∈(tS２
,

＋∞).
证明:当t∈[０,tS２

],式(２)可以写成x
􀅰(t)∈－ATh(Ax(t)－

b),容 易 证 出 －ATh(Ax(t)－b)在 x 处 是 上 半 连 续 的

(U．S．C).另外,经过简单的分析,－ATh(Ax(t)－b)是一个

非空紧凸集的集值映射.因此,式(２)在初始点为x(０)＝x０

时,在最大区间[０,T)上至少存在一个局部解,其中T∈(０,

tS２
].根据链式法则,存在一个可测函数η(t)∈h(Ax(t)－

b),使得:

d
dt

１
２‖x(t)－x

∧
‖２ ＝‹x(t)－x

∧,x
􀅰›

＝－(x(t)－x
∧)TATη(t)

＝－(Ax(t)－b)Tη(t)

a．e．t＜T
根据h(x)的定义,有:

d
dt

１
２‖x(t)－x

∧
‖２≤０

a．e．t＜T
这也就意味着x(t)在t∈[０,T)上是有界的.再结合解的存

在性定理,我们可以得到对于任意的初始 点 x０ ∈RRn,在

[０,tS２
]上,至少存在一个神经网络(式(２))的局部解.当t＞

tS２
,必定存在可测函数γ(t)∈∂f(x),ξ(t)∈∂D(x),η(t)∈

h(A(x(t))－b),神经网络(式(２))可以写成:

x
􀅰(t)∈－(I－P)[ξ(t)＋ε(t) １

max{１,‖γ(t)‖}γ(t)]－

ATη(t) (３)

经过简单的分析,式(３)右半部分是 U．S．C,且为非空紧

凸值.结合先前的分析,可以得到对于任意的初始点x０∈

RRn,在区间[０,T)上神经网络(式(２))至少存在一个局部解

x(t),其中T∈(tS２
,＋∞).

４．２　有限时间收敛到S２

定理２　若假设１成立,式(２)的解x(t)从任意初始点

x０∈RRn出发,将在有限时间进入等式约束集S２＝{x∈RRn:

Ax＝b},并永驻其中.

证明:令L(x)＝‖Ax(t)－b‖１,则L(x)是正则函数且

∂L(X)＝ATh(Ax(t)－b).设x(t)是式(２)经过初始点x０ 的一

个状态解,存在可测函数γ(t)∈∂f(x),ξ(t)∈∂D(x),η(t)∈
h(A(x(t))－b),使得:

x
􀅰(t)∈－μ(t)(I－P)[ξ(t)＋ε(t) １

max{１,‖γ(t)‖}γ(t)]－

ATη(t)

a．e．t∈[０,T)

由于A(I－P)＝A－AAT(AAT)－１A＝０,AAT 是正定矩

阵,由链式法则可得:

d
dt

(L(x))＝‹∂L(x),x
􀅰›

＝‹ATh(Ax(t)－b),x
􀅰›

＝ ‹ATη (t),－ μ (t)(I － P)[ε (t)

１
max{１,‖γ(t)‖}γ(t)＋ξ(t)]－ATη(t)›

＝ － μ (t)η (t)TA (I － P)[ε (t)

１
max{１,‖γ(t)‖}γ(t)＋ξ(t)]－η(t)TAAT

η(t)

＝－η(t)TAATη(t)

≤－λm(AAT)‖η(t)‖２ (４)

其中,λm(AAT)为矩阵AAT 的最小特征值.由于A 是行满秩

矩阵,因此λm(AAT)＞０.

对于任意的x(t)∉S２,存在Aix≠bi,其中Ai 表示矩阵A

的第i行,根据函数h(x)的定义,可知‖η(t)２‖＝∑
m

i＝１
|ηi(t)|２≥

１.对于x(t)∉S２,得:

d
dt

(L(x))≤－λm(AAT)＜０,a．e．t∈[０,＋∞) (５)

下面证明对于任意的初始点x０∉S２,神经网络的局部解

x(t)将在有限时间内进入等式约束集S２中.若存在tS２ ＜T,

使得对于任意的t∈[０,tS２
),都 有 x(t)∉S２,由 式 (４)知

d
dt

(L(x))≤－λm(AAT)‖η(t)‖２.对等式两边从０到tS２
进

行积分,得:

L(x(tS２
))－L(x０)≤－λm(AAT)tS２

也就是０≤‖Ax(tS２
)－b‖１≤‖Ax０－b‖１－λm (AAT)tS２

,

解不等 式 可 得tS２ ≤ ‖Ax０－b‖１

λm(AAT) .说 明 对 于 任 意 初 始 点

x０∈RRn,神经网络的解x(t)在有限时间内进入等式约束集

S２＝{x∈RRn:Ax＝b},并且与可行域S２ 碰撞的时间上限为
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tS２ ≤‖Ax０－b‖１

λm(AAT) .

接下来需要证明经过任意初始点的全局解x(t)一旦进

入等式约束集S２,就会永驻其中.如果x(t)不是进入等式约

束集S２ 并永驻其中,则神经网络(式(２))的局部解x(t)在

t１ 时刻离开S２,必定存在t∈(t１,t２),使得x(t)∉S２,而且

‖Ax(t１)－b‖１＝０,再根据式(５)可得:

‖Ax(t２)－b‖１ ≤‖Ax(t１)－b‖１－λm(AAT)(t２－t１)

＝－λm(AAT)(t２－t１)＜０
这与‖Ax(t２)－b‖１＞０矛盾.因此,对于任意初始点x０,神
经网络(２)的状态解x(t)都将在有限时间内进入到等式约束

集S２,并永驻其中.

４．３　全局解的存在性

命题１[８]　让λ,θ:[t０,t１]→[０,＋∞),其中λ(t)是可积

分的,θ(t)是绝对连续的,若θ
􀅰
(t)≤λ(t) θ(t),a．e．t∈[t０,

t１],有 θ(t)≤ θ(t０)＋１
２∫

t

t０

λ(s)ds.

命题２[１３]　如果假设２成立,则存在α＞０,使得‹ξ,x－

x
∧›≥α,∀x∈S２\S１,ξ∈∂D(x),其中x

∧
∈int(S１)∩S２.

引理１　若假设１和假设２成立,则式(２)从任意初始点

出发的状态解x(t)都是有界的.
证明:任取x０∈RRn,设x(t)为式(２)经过初始点x０ 的状

态解,t∈[tS２
,T),x(t)∈S２,则存在可测函数γ(t)∈∂f(x),

ξ(t)∈∂D(x),η(t)∈h(A(x(t))－b),使得:

x
􀅰(t)∈－(I－P)[ξ(t)＋ε(t) １

max{１,‖γ(t)‖}γ(t)]－

ATη(t) (６)
由定理２可知,状态解x(t)将在有限时间内进入等式可

行域S２,并永驻其中.故不失一般性地,我们假设x(t)＝
{x∈RRn:Ax(t)＝b},故对于任意的t∈[tS２

,T)都成立.由于

Ax(t)＝b,因此 Ax
􀅰(t)＝０.又因为 A(I－P)＝０,所以由

式(６)知０＝－AATη(t).同时,由于 AAT 是可逆的,因此

η(t)＝０,从而x(t)满足:

x
􀅰(t)∈－(I－P)[ξ(t)＋ε(t) １

max{１,‖γ(t)‖}γ(t)]

Ax(t)＝b
{

(７)
另外,可以得到:

(I－P)(x(t)－x
∧)＝(I－AT(AAT)－１A)(x(t)－x

∧)

＝(x(t)－x
∧)－AT(AAT)－１(A(x(t)－

x
∧))

＝(x(t)－x
∧)

同时,根据D(x)函数的凸性和非负性,以及关于ε(t)的
定义,有:

d
dt

１
２‖x(t)－x

∧
‖２

　＝‹x(t)－x
∧,x

􀅰›

＝－‹x(t)－x
∧,ε(t) １

max{１,‖γ(t)‖}γ(t)›－‹x(t)－

x
∧,ξ(t)›

≤D(x
∧)－D(x)＋ε(t)‖x(t)－x

∧
‖

≤ε(t)‖x(t)－x
∧
‖ (８)

结合命题１和式(８)可以得到:

‖x(t)－x
∧
‖≤‖x０－x

∧
‖＋∫

t

t０

ε(s)ds≤‖x０－x
∧
‖＋

１
α

(e－αt－１),∀t∈[０,T)

这就意味着x(t)在t∈[tS２
,T)上是有界的.结合定理２

可以知道x(t)在t∈[０,T)上有界,根据解的扩展性理论可知

x(t)在[０,＋∞)上有解,即存在全局解.
接下来,需要证明x(t)在[０,＋∞)上有界.

当x(t)∈S２\S１,结合命题２以及上文的分析,有:

d
dt

１
２‖x(t)－x

∧
‖２ ≤－α＋ε(t)‖x(t)－x

∧
‖

≤－α＋ε(t)(‖x０－x
∧
‖＋１

α
(e－αt－

１)) (９)
于是,有lim

t→＋∞
ε(t)＝lim

t→＋∞
e－αt＝０,且lim

t→＋∞
　ε(t)(e－αt－１)＝０.

存在T１∈[tS２
,＋∞),使得d

dt
１
２‖x(t)－x

∧
‖２≤－α

２
,∀t∈

[T１,＋∞),x(t)∉S１.因此,‖x(t)－x
∧
‖≤max{‖x(T１)－

x
∧
‖,r},说明x(t)都是有界的.

４．４　有限时间收敛到S
引理２[７]　若假设１成立,对于任意的x∈S２\S１,ξ∈

∂D(x),有ξT(I－P)(x－x
∧)＞g

∧.
定理３　若假设１和假设２成立,则经过任意初始点

x０∈RRn,神经网络(２)的状态解x(t)将在有限时间进入可行

域S,并永驻其中.
证明:首先需要证明过任意初始点x０∈RRn的状态解x(t)

在有限时间内进入可行域S１.根据定理２可以知道式(２)的
解x(t)将在有限时间进入等式约束集S２,并永驻其中.假设

x(t)为过任意初始点x０∈RRn的状态解.不失一般性,这里仅

考虑t∈[tS２
,＋∞),则式(２)可以缩写成式(７),再根据链式

法则可得:

d
dtD

(x(t))＝‹ξ(t),－(I－P)[ξ(t)＋ ε(t)
max{１,‖γ(t)‖}

γ(t)]›

＝－ξT(t)(I－P)[ξ(t)＋ ε(t)
max{１,‖γ(t)‖}

γ(t)]

≤ ‖ (I － P)ξ (t)‖ ‖ γ (t)‖
ε(t)

max{１,‖γ(t)‖}－‖(I－P)ξ(t)‖２

(１０)

当 max{１,‖γ(t)‖}＝１时,式(１０)可以写成:

d
dtD

(x(t))≤‖(I－P)ξ(t)‖‖γ(t)‖ε(t)－‖(I－P)

ξ(t)‖２

≤‖(I－P)ξ(t)‖ε(t)－‖(I－P)ξ(t)‖２

(１１)

当 max{１,‖γ(t)‖}＝‖γ(t)‖时,式(１０)可以写成:

d
dtD

(x(t))≤‖(I－P)ξ(t)‖ε(t)－‖(I－P)ξ(t)‖２

(１２)
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根据引理１的分析可以知道x(t)是有界的,不妨设x(t)∈

B(x
∧,M)＝{x∈RRn:‖x－x

∧
‖＜M},∀t∈[０,＋∞),其中

M＞０.
为了证明状态解x(t)将在有限时间进入可行域S,我们

使用反证法.假设存在一个时间点T１＞０,使得对于所有t＞
T１,都有x(t)∉S.根据引理２可知,对于任意的x∈S２\S１,

有ξT(I－P)(x－x
∧)＞g

∧,从而‖ξ(I－P)‖‖x－x
∧
‖＞g

∧,即
可得到:

‖ξ(I－P)‖＞
g
∧

‖x－x
∧
‖

＞g
∧

M

结合式(１２)得:

d
dtD

(x(t))≤‖(I－P)ξ(t)‖(ε(t)－‖(I－P)ξ(t)‖)

(１３)
对不等式(１３)的左右部分从tS２

到t进行积分,再结合

ε(t)的定义,容易得到,当t→＋∞时,有:

D(x(t))－D(x(tS２
))≤∫

t

tS２

(ε(t)－‖(I－P)ξ(t)‖)‖

(I－P)ξ(t)‖ds→－∞
而这个结论与D(x(t))的非负性矛盾,因此假设不成立,

故存在一个时间点tS１ ＞０,使得x(tS１
)∈S.这说明神经网络

(式(２))的状态解x(t)将在有限时间进入可行域S.类似定

理２,可证明神经网络(式(２))的状态解x(t)会驻留在S中.

４．５　收敛到最优解

引理３[７]　设x∗ 是非光滑伪凸优化问题(式(１))的一个

最优解,则对于任意的x∈S和γ(t)∈∂f(x(t)),有‹γ(t),x－
x∗ ›≥０.

定理４　对于任意初始点x０∈RRn,神经网络(式(２))的
状态解x(t)将收敛到式(１)的最优解.

证明:设x∗ 是伪凸优化式(１)的一个最优解.定义 LyaＧ
punov函数如下:

M(x)＝f(x)－f(x∗ )＋１
２‖x－x∗ ‖２ (１４)

经过计算可得,∂M(x)＝∂f(x)＋x－x∗ .另外,由定理２
和定理３可知,神经网络的状态解x(t)在有限时间内进入可行

域S＝S１∩S２,并永驻其中.因此,我们不妨假设对于任意的

t≥０,x(t)∈S＝S１∩S２.因此存在可测函数γ(t)∈∂f(x(t)),

ξ(t)∈∂D(x(t)),对于任意的t≥０,满足:

x
􀅰(t)＝－(I－P)[ξ(t)＋ ε(t)

max{１,‖γ(t)‖}γ(t)]

Ax(x)＝b
{ (１５)

由x(t),x∗ ∈S２ 可得,P(x(t)－x∗ )＝０,∀t≥０.同时,

由于x(t)∈S１,D
􀅰
(x)＝０,即‹ξ(t),x

􀅰(t)›＝０.再根据链式法

则以及(I－P)２＝(I－P)可知,对于任意的t≥０,有:

d
dtM(x)＝‹γ(t)＋x－x∗ ,x

􀅰(t)›

＝‹γ(t),x
􀅰(t)›＋‹x－x∗ ,x

􀅰(t)› (１６)

其中,‹γ(t),x
􀅰(t)›＝max{１,‖γ(t)‖}

ε(t) ‹ ε(t)
max{１,‖γ(t)‖}

γ(t)＋ξ(t),x
􀅰(t)›

＝－max{１,‖γ(t)‖}
ε(t) ‖x

􀅰(t)‖２

≤０ (１７)

由引理３可知,‹γ(t),x－x∗ ›≥０.由凸不等式可知,
‹x(t)－x∗ ,ξ(t)›≥D(x(t))－D(x∗ )≥０,因此:

‹x－x∗ ,x
􀅰(t)›＝－‹x－x∗ , ε(t)

max{１,‖γ(t)‖}γ(t)＋

ξ(t)›

＝－ ε(t)
max{１,‖γ(t)‖}‹x－x∗ ,γ(t)›－

‹x－x∗ ,ξ(t)›

≤０ (１８)

结合式(１６)－式(１８),最终可以得出:

d
dtM(x)≤－max{１,‖γ(t)‖}

ε(t) ‖x
􀅰(t)‖２≤－‖x

􀅰(t)‖２≤０

(１９)

又因为 M(x)≥ １
２ ‖x－x∗ ‖２,M(x)是一个非增正函数,

所以存在一个常数 M０≥０,满足lim
t→＋∞

M(x(t))＝M０.对不等

式(１９)从０到t进行积分,当t→＋∞,可以得到:

∫
＋∞

０
‖x

􀅰(t)‖２ds≤M(x(０))－M０＜＋∞

于是存在一个递增序列tk,使得:

lim
k→＋∞

‖x
􀅰(tk)‖＝０ (２０)

根据引理１可知,序列{x(tk)}是有界的,因此存在一个

子序列{x(tk)}和x－,满足:

lim
k→∞

x(tk)＝x－ (２１)

接下来,需要证明x－是伪凸优化问题(式(１))的最优解.因

为∂f和∂D是在RRn的非空紧凸集,一定存在γk∈∂f(x(tk)),

ξk∈∂D(x(tk)),使得:

－‖x
􀅰(tk)‖２＝－‖(I－P)[ ε(t)

max{１,‖γ(t)‖}γk＋ξk]‖２

(２２)

因为∂f是 U．S．C．,且{x(tk)}是有界的,因此存在一个

子序列{γk}和γ－,使得lim
k→∞

γk＝γ－.另外,根据文献[３]可知:

lim
k→∞

x(tk)＝x－

lim
k→∞

γk＝γ－

γk∈∂f(x(tk))

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２３)

于是,有γ－∈∂f(x－).

根据定理２和定理３可知:xk,x－∈S１∩S２.同时,对于任

意的x∈S１∩S２,有:

(x－x(tk))TP＝０
‹x－x(tk),ξk›≤D(x)－D(x(tk))＝０{ (２４)

因此,对于任意的x∈S１∩S２,结合式(２０)和式(２２),可
以得到:

０＝lim
k→∞

‹x－x(tk),(I－P)[ ε(tk)
max{１,‖γ(tk)‖}γk＋ξk]›

＝lim
k→∞

‹x－x(tk), ε(tk)
max{１,‖γ(tk)‖}γk＋ξk›

≤lim
k→∞

‹x－x(tk), ε(tk)
max{１,‖γ(tk)‖}γk›

＝ ε(tk)
max{１,‖γ(tk)‖}‹x－x－,γ－›

≤‹x－x－,γ－› (２５)
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因为f是伪凸函数,所以对于任意x∈S１∩S２,有f(x)－

f(x－)≥０.也就是说,x－是伪凸优化问题(式(１))的最优解.

最后,需要证明lim
t→∞

x(t)＝x－.构造一个 Lyapunov函数

如下:

V(x)＝ε(t)(f(x)－f(x－))＋１
２‖x－x－‖２ (２６)

与上文的证明类似,容易得到,对于任意x∈S１ ∩S２,

V(x)≥１
２‖x－x－‖２,有:

d
dtV

(x)≤０ (２７)

这说明lim
t→＋∞

V(x(t))存在,结合式(２１)和式(２６),有:

lim
k→＋∞

V(x(tk))＝(lim
k→＋∞

f(x(tk))－f(x－))＋lim
k→＋∞

１
２

‖x(tk)－x－‖２

＝０ (２８)

因此,有:

lim
t→＋∞

V(x(t))＝lim
k→＋∞

V(x(tk))＝０ (２９)

结合式(２７)和式(２９),有lim
t→＋∞

１
２‖x(t)－x－‖２＝０,也就

意味着lim
t→＋∞

x(t)＝x－,即神经网络(式(２))的状态解收敛到伪

凸优化问题(式(１))的最优解.

５　仿真实验

为了证明上述理论的正确性,下面将用仿真实验模拟本

文提出的神经网络模型来解决以下最优化问题.仿真实验是

在 MATLAB２０１２a平台下进行的.

实验１　目标函数为 Gaussian的伪凸优化问题

Gaussian是一类特殊的函数,在许多的工程领域都需要

应用此函数,而且 Gaussian是在RRn上的一种局部 Lipschitz
连续且伪凸的函数,符合本文研究问题的范围.本文提出的

神经网络模型可以解决这类问题,其形式如下:

minf(x)＝－exp(－∑
n

i＝１

x２
i

σ２
i
)

s．t．Ax＝b

x２
１＋x２－x３－x４≤０

３x２
３－x４≤０

(３０)

其中,σ＝(σ１,σ２,􀆺,σi)T 且σi＞０(i＝１,２,􀆺,n),我们取n＝

４,σ＝(１,２,１
２

,１)T.A＝
２ ０ －１ ０．５

０ ３ １ －１

１ １ １ １

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,b＝(３,５．５,

１０)T.针对式(３０)的问题,我们随机取４个初始点(可以不在

可行域内):(３．５,－２．５,０,１),(２,３,１,０),(０,０,０,０),(２,２,

２,２).此外,取α＝０．０１.用 MATLAB进行仿真实验,实验

结果如图１所示.从图１可以看出,经过一段时间后,x(t)的

轨迹逐渐收敛到同一点,而这一点就是伪凸优化问题式(３０)

的最优解x∗ ＝(０．９,３,１．２,４．８)T,说明神经网络(式(２))可

以解决此类问题.为了更直观地显示它的优点,我们使用文

献[２７]中的神经网络模型同样对问题(式(３０))进行仿真模

拟,我们取初始点不在可行域内,实验结果如图２所示,状态

解不能得到很好的收敛.与文献[２７]中的神经网络相比,神

经网络(式(２))对初始点没有任何特殊的要求.

图１　神经网络(式(２))解决问题(式(３０))的解轨迹

Fig．１　Trajectoryofneuralnetwork(formula(２))forproblem
(formula(３０))

图２　文献[２７]中的神经网络解决问题(式(３０))的解轨迹

Fig．２　Trajectoryofneuralnetworkinref．[２７]forproblem
(fomula(３０))

实验２　非光滑非凸优化问题

minf(x)＝|x１－x２－２x３＋１|＋|x１＋２x２－x３－２|＋

|x１＋x２－１|－|x３－１|

s．t．x１＋x２＋x３＝０,－１≤x１,x２,x３≤１ (３１)

在式(３１)中,目标函数f(x)在RRn上是一个非光滑非凸

函数,但是因为约束条件的存在,使它在可行域内是凸函数,

因此本文提出的神经网络模型是可以解决这类问题的.我们

任意取了４个初始点(０．５,１,－１),(２,０,１),(－２,１．５,１),

(０,０,０).经过多次实验,本文取α＝０．０１,最终结果如图３所

示,从任意初始点出发的神经网络的状态解都会收敛,并且都

收敛到式(３１)的一个最优解x∗ ＝(－０．５,１,－０．５)T.文献

[１５]提出了一个相似的神经网络模型,我们取x
∧
＝(０,０,０)T∈

int(S１)∩S２,则g
∧
＝１,经过计算可以得出r＝ ３,lf＝６．５,根

据以上数据按照文献[１５]中的公式可以估算出σ＝１１．２６,我

们取σ＝５进行模拟实验,结果如图６所示.由于惩罚参数不

在限定的范围,状态解无法收敛到最优解.与此神经网络相

比,本文所提出的神经网络(式(２))不需要提前计算惩罚参

数,也不需要满足惩罚参数的条件,适用范围更广.

图３　神经网络(式(２))解决问题(式(３１))的解轨迹

Fig．３　Trajectoryofneuralnetwork(fomula(２))forproblem
(fomula(３１))
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图４　文献[１５]中神经网络解决问题(式(３１))的解轨迹

Fig．４　Trajectoryofneuralnetworkinref．[１５]forproblem
(fomula(３１))

结束语　本文提出了一种新型的用来解一类决非光滑伪

凸优化问题的神经网络模型,与已提出的模型相比,本文中的

神经网络结构简单、不含惩罚参数,且对初始点的位置没有任

何要求,极大地提高了该神经网络的适用范围以及使用效率.

本文主要证明了状态解能够在有限时间内收敛到等式约束

集、不等式约束集,状态解的有界性以及收敛到伪凸优化问题

的最优解等重要理论.最后,通过数学模拟实验验证了本文

所提出的理论的正确性,同时也给出了该神经网络模型所能

解决的问题类型,验证了模型的有效性和实用性.
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