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HMRF半监督近似核kＧmeans算法

贾洪杰　王良君　宋和平

(江苏大学计算机科学与通信工程学院　江苏 镇江２１２０１３)
　

摘　要　信息技术的发展催生了海量数据.聚类有助于发现数据的内在联系,从中挖掘有价值的信息.在对数据进

行分析时,容易获得一些关于数据的背景知识,使用这些有限的先验信息指导聚类,可以显著改善聚类的结果.基于

隐马尔可夫随机场(HiddenMarkovRandomFields,HMRF)的半监督聚类使用成对约束作为监督信息,虽然在很多

应用场景中有较好的聚类效果,但是其时间和空间复杂度很高,无法满足大规模数据处理的需要.针对该问题,文中

首先分析了 HMRF半监督聚类与核kＧmeans的数学联系,使用矩阵的迹将两者的目标函数统一起来;然后,为了降低

HMRF半监督聚类的复杂度,提出 HMRF半监督近似核kＧmeans算法(HMRFsemiＧsupervisedApproximateKernel

KＧMeans,HMRFＧAKKM),通过采样构造近似核矩阵,使用近似核kＧmeans优化聚类的目标函数;最后,在基准数据

集上将 HMRFＧAKKM 算法与相关的聚类算法进行对比,分析不同算法在实验中的聚类表现.实验结果表明,在相同

的聚类任务上,HMRFＧAKKM 算法与原始的 HMRF半监督聚类具有类似的聚类质量,但是 HMRFＧAKKM 算法的

聚类时间更短,说明 HMRFＧAKKM 算法继承了 HMRF半监督聚类与近似核kＧmeans的优点.该算法一方面可以充

分利用成对约束信息改善聚类质量,另一方面通过采样和矩阵近似提高了聚类效率,而且聚类质量和聚类效率可以通

过调节采样比例和成对约束数量来平衡.因此,所提出的 HMRFＧAKKM 算法具有良好的可扩展性,适合处理大规模

非线性数据的聚类问题.
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HMRFSemiＧsupervisedApproximateKernelkＧmeansAlgorithm

JIA HongＧjie　WANGLiangＧjun　SONGHeＧping
(SchoolofComputerScienceandCommunicationEngineering,JiangsuUniversity,Zhenjiang,Jiangsu２１２０１３,China)

　
Abstract　Massivedataareproducedwiththedevelopmentofinformationtechnology．Clusteringcanhelptodiscover

theintrinsiclinksofdataandextractvaluableinformationfromthem．Indataanalyzing,itiseasytogetsomebackＧ

groundknowledgeaboutdata．Usingtheselimitedpriorinformationtoguideclusteringcansignificantlyimprovethe

clusteringresults．ThesemiＧsupervisedclusteringbasedonHiddenMarkovRandomFields(HMRF)usespairwiseconＧ

straintsasthesupervisioninformation．Althoughithasgoodclusteringresultsinmanyapplications,itstimeandspace

complexityareveryhigh,whichcannotmeettheneedsoflargeＧscaledataprocessing．Tosolvethisproblem,thispaper
firstanalyzedthemathematicalrelationshipbetweenHMRFsemiＧsupervisedclusteringandkernelkＧmeans,andused

matrixtracetounifytheobjectivefunctionsofthetwoclusteringmethods．InordertoreducethecomplexityofHMRF

semiＧsupervisedclustering,thispaperproposedaHMRFsemiＧsupervisedapproximatekernelkＧmeansalgorithm (HMＧ

RFＧAKKM),whichconstructsanapproximatekernelmatrixbysampling,andusedtheapproximatekernelkＧmeansto

optimizetheclusteringobjectivefunction．Finally,theHMRFＧAKKMalgorithmwascomparedwiththerelatedclusteＧ

ringalgorithmsonseveralbenchmarkdatasetsandtheclusteringperformancesofdifferentalgorithmswereanalyzedin
theexperiments．TheexperimentalresultsshowthattheHMRFＧAKKMalgorithmhassimilarclusteringqualitytothe

originalHMRFsemiＧsupervisedclusteringonthesameclusteringtask,buttheHMRFＧAKKMalgorithmhasshorter

clusteringtime．ThisindicatesthattheHMRFＧAKKMalgorithminheritstheadvantagesofHMRFsemiＧsupervised

clusteringandapproximatekernelkＧmeans．Ontheonehand,HMRFＧAKKMcanmakefulluseofpairwiseconstraints

toachievehighclusteringquality．Ontheotherhand,itimprovestheclusteringefficiencybysamplingandmatrixapＧ

proximation．Moreover,theclusteringqualityandclusteringefficiencycanbebalancedbyadjustingthesamplingratio



andthenumberofpairwiseconstraints．Therefore,theproposedHMRFＧAKKMalgorithmhasgoodscalabilityanditis

suitablefortheclusteringproblemsoflargeＧscalenonlineardata．

Keywords　SemiＧsupervisedclustering,HMRFmodel,ApproximatekernelkＧmeans,Matrixtrace,Pairwiseconstraints

　

１　引言

数据生成、收集和存储技术的发展,导致数字信息呈现爆

炸式增长.根据国际数据公司(InternationalDataCorporaＧ
tion,IDC)预测,到２０２５年,全球数据量将从２０１８年的３３ZB
增加到１７５ZB.聚类可以对大规模数据进行有效管理,是数

据分析的主要工具之一,已被广泛应用于网络搜索、社交网络

分析、图像检索、医学影像分析、基因表达分析、推荐系统和市

场分析等领域[１].

很多大规模聚类算法假设数据集中的类簇是线性可分

的,并根据数据之间的欧氏距离把数据对象分成不同的类别.
而真实环境中采集的大规模数据集通常具有复杂的非线性结

构,简单地使用欧氏距离很难描述数据对象之间的复杂关系.

核kＧmeans算法根据核函数定义非线性距离度量,用以计算

数据的相似性,能够发现数据集中的非线性结构,而且通常比

基于欧氏距离的聚类算法表现更好[２].但是核kＧmeans算法

需要计算和存储核矩阵,其空间复杂度是 O(n２),在处理大规

模数据时会占用大量的内存空间[３].为了降低核kＧmeans的

复杂度,Chitta等[４]提出了近似核kＧmeans算法,在聚类过程

中仅使用部分核矩阵,而非完整的核矩阵,通过抽样和矩阵近

似来减小数据的规模和计算量.但是由于样本数有限,这种

加速方法的聚类准确率一般较低,并且对初始类中心敏感.
为了提高聚类的准确率,一些文献采用半监督方式扩展

核聚类,利用数据的先验知识改善聚类结果[５].在半监督学

习中,最常用的先验知识是数据点的成对约束,即 mustＧlink
约束(表示成对的数据点属于相同的类)和cannotＧlink约束

(表示成对的数据点属于不同的类).成对约束信息在很多领

域都自然存在,例如生物中的蛋白质相互作用数据库(DataＧ
baseofInteractingProteins,DIP)中包含蛋白质共生的信息,

在聚类中就可以视为 mustＧlink约束.Gan等[６]提出一种局

部齐次一致的安全半监督聚类方法,通过构建基于图的正则

化项,使标记样本预测的类标签与局部邻居的类标签一致,从
而降低标记样本的风险.Wang等[７]提出一种半监督子空间

聚类框架,将数据标签和亲和度结合起来,使同一子空间的数

据点的亲和关系保持一致性,而不同子空间的数据点的类标

签具有差异性.Yu等[８]提出一种基于选择约束投影的双重

加权半监督集成聚类方法,将随机子空间技术与约束投影方

法相结合来处理高维数据集.Ren等[９]提出一种半监督深度

嵌入聚类模型,使用深度神经网络学习特征表示,并在特征学

习过程中结合成对约束,使得相同类簇的数据样本在特征空

间中彼此接近.Mei[１０]实例化了在模糊聚类框架下用子集分

区进行聚类的思想,将许多子集的划分结果视为辅助聚类的

附加信息,提出一种半监督模糊聚类方法.Nguyen等[１１]提

出一种基于核的距离度量学习方法,并推导出拉格朗日对偶

公式来降低训练复杂度,提高kＧmeans聚类的实用性.

为了对视频中的人脸图像聚类,Wu等[１２]提出一种基于

隐马尔可夫随机场的半监督聚类框架,使用成对约束指导聚

类过程.HMRF框架的目标函数试图最大化 HMRF模型中

数据与约束的联合似然性,可以使用类似kＧmeans的迭代优

化算法求解.研究表明,基于平方欧氏距离和类大小加权惩

罚项的 HMRF半监督聚类目标函数是核kＧmeans目标函数

的一个特例,所以可以使用核kＧmeans算法优化 HMRF半监

督聚类的目标函数.但是,核kＧmeans算法需要计算和存储

核矩阵,时间和空间复杂度很高.为了处理大规模的数据集,
本文使用近似核kＧmeans来求解 HMRF半监督聚类问题,提
出了 一 种 HMRF 半 监 督 近 似 核 kＧmeans 算 法 (HMRFＧ
AKKM),其通过把类中心限制在由抽样点生成的较小的子

空间中来降低 HMRF半监督聚类的复杂度.本文的主要贡

献如下:
(１)分析了 HMRF半监督聚类与核kＧmeans的数学联

系,使用矩阵的迹将两者的目标函数统一起来.
(２)将成对约束加入近似核kＧmeans的目标函数中,并为

违反约束设计了相关的惩罚项,提出 HMRF半监督近似核

kＧmeans算法.
(３)利用近似核kＧmeans优化 HMRF半监督聚类的目标

函数,从数据集中选择m(m≪n)个样本构造近似核矩阵进行

聚类,将算法的空间复杂度从O(n２)降低到O(mn),使算法更

容易扩展到大数据环境中.
(４)在 多 个 复 杂 数 据 集 上 测 试 了 所 提 出 的 HMRFＧ

AKKM 算法的聚类性能.实验结果表明,HMRFＧAKKM 算

法继承了 HMRF半监督聚类与近似核kＧmeans的优点,可以

在聚类质量和聚类效率之间取得较好的平衡.

２　核kＧmeans聚类

核kＧmeans是经典kＧmeans算法的一个非线性扩展.它

把kＧmeans算法中使用的欧氏距离函数d２(xa,xb)＝‖xa－
xb‖２ 替换成了一个非线性核距离,定义为:

d２
κ(xa,xb)＝κ(xa,xa)＋κ(xb,xb)－２κ(xa,xb)

其中,xa∈RRd和xb∈RRd是两个数据点,κ(􀅰,􀅰):RRd×RRd→
RR表示核函数.核函数建立了从原(输入)空间到高维核空间

的非线性映射,有助于识别输入空间中非线性分布的簇[１３].
令X＝{x１,􀆺,xn}表示包含n个点的输入数据集,k是

设定的类数,K∈RRn×n是核矩阵,Kij＝κ(xi,xj).由核函数

κ(􀅰,􀅰)诱导出的线性空间,称为再生核希尔伯特空间(ReＧ

producingKernelHilbertSpace,RKHS),用 H表示.将数据

点划分成k个不相交的类即{V１,􀆺,Vk},每个类中数据点到

类中心的距离的平方和称为聚类误差,核kＧmeans的目标是

寻找合理的划分,使总的聚类误差最小.因此,核kＧmeans问

题的目标函数可以表示为:

minJ(V１,􀆺,Vk)＝∑
k

i＝１
　 ∑

xj∈Vi

|κ(xj,􀅰)－ci(􀅰)|２
H

＝∑
k

i＝１
　∑

n

j＝１
Uij|κ(xj,􀅰)－ci(􀅰)|２

H (１)

其中,|􀅰|表示 H的泛函范数,ci(􀅰)∈H表示Vi 的类中

心,U∈{０,１}k×n是数据点的隶属矩阵.设U＝(u１,􀆺,uk)T,
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U 的第i行uT
i ∈RR１×n是类Vi 的指示向量,若点xj 在Vi 中,

ui(j)＝１;否则,ui(j)＝０.令ni＝uT
i１n 表示Vi 中数据点的

个数,ni 的倒数构成对角矩阵F∈RRk×k:F＝[diag(n１,􀆺,

nk)]－１.利用F将U 归一化,得到U
∧

∈RRk×n和U
~
∈RRk×n:

U
∧

＝(u
∧
１,􀆺,u

∧
k)T＝[diag(n１,􀆺,nk)]－１U＝FU

U
~

＝(u
~
１,􀆺,u

~
k)T＝[diag( n１ ,􀆺,nk )]－１U＝F１/２U

直接寻找Uij和ci(􀅰)来最小化J(V１,􀆺,Vk)并不容易,
不过可以采取迭代的方法:先固定ci(􀅰),选择最优的Uij(容
易看出,只要把数据点和离它最近的类中心归为一类,就能保

证J(V１,􀆺,Vk)最小);然后固定Uij,再求最优的ci(􀅰).用

J(V１,􀆺,Vk)对ci(􀅰)求偏导,并令导数等于０,可以推出

J(V１,􀆺,Vk)最小时,ci(􀅰)应该满足:

ci(􀅰)＝１
ni

∑
xj∈Vi

κ(xj,􀅰)＝∑
n

j＝１
U
∧

ijκ(xj,􀅰),i∈[k] (２)

式(１)中核kＧmeans的目标函数可以写成矩阵迹的形

式[４]:

J(V１,􀆺,Vk)＝tr(K)－tr(U
~

KU
~

T) (３)
因为核矩阵K是固定的,所以式(３)中的tr(K)是一个常

量,则最小化式(３)等价于最大化tr(U
~

KU
~

T).最后,核kＧ
means的目标函数可以表示为:

max
U~
　tr(U

~

KU
~

T) (４)

３　HMRF半监督聚类

使用成对约束形式的监督信息(如属于相同或不同类的

有标签的成对实例)可以显著改善无监督聚类的效果.HMＧ
RF半监督聚类模型统一了基于约束的和基于距离的方法.
该模型选择欧氏距离的平方度量类的失真程度,把广义Potts
势(GeneralizedPottsPotential)作为违反约束的惩罚项,其目

标函数表示如下:

J(V１,􀆺,Vk)＝∑
k

i＝１
　 ∑

xj∈Vi

‖xj－mi‖２＋ ∑
xa,xb∈M
s．t．la≠lb

　pab＋

∑
xa,xb∈C
s．t．la＝lb

　pab (５)

其中,Vi 表示第i个类,mi＝ １
ni

∑
xj∈Vi

xj 是Vi 的类中心(ni 是

Vi 中数据点的个数),M 是 mustＧlink约束的集合,C 是canＧ
notＧlink约束的集合,pab是违反xa 和xb 之间约束的惩罚成

本,la 是xa 的类标签.式(５)的第一项是标准kＧmeans目标

函数,第二项是违反 mustＧlink约束的惩罚函数,第三项是违

反cannotＧlink约束的惩罚函数.可以使用类似kＧmeans的迭

代重定位方法来优化式(５)的目标函数.
观察式(５)的第二项,如果属于 mustＧlink的两个点被划

到不同的类中,则为违反 mustＧlink约束增加一个惩罚项.我

们可以修改这个惩罚函数,如果 mustＧlink的数据点在相同的

类中,说明满足约束条件,就给予奖励,从目标函数中减去相

应的惩罚项.假如所有 mustＧlink约束的权值和是一个定值,
就相当于给原始的目标函数加了一个常数.因此,最小化

式(５)等价于最小化:

∑
k

i＝１
　 ∑

xj∈Vi

‖xj－mi‖２－ ∑
xa,xb∈M
la＝lb

　pab＋ ∑
xa,xb∈C
la＝lb

　pab

下面考虑这种情况:如果属于cannotＧlink的两个点在同

一类里,且相应的类较小,则应该给予更高的惩罚;类似地,如
果属于 mustＧlink的两个点在较小的类中,应该给予更高的奖

励.因此,我们引入类大小加权惩罚项,每个pij都除以相应

类中数据点的总数,得到:

J(V１,􀆺,Vk)＝∑
k

i＝１
　 ∑

xj∈Vi

‖xj－mi‖２－ ∑
xa,xb∈M
la＝lb

　　pab

nla
＋

∑
xa,xb∈M
la＝lb

　　pab

nla
(６)

根据∑
k

i＝１
　 ∑

xj∈Vi

２‖xj－mi‖２＝∑
k

i＝１
　 ∑

xa,xb∈Vi

　１
ni

‖xa－xb‖２ 重

写式(６),则 HMRF半监督聚类的目标函数等价于最小化:

J(V１,􀆺,Vk)

　＝∑
k

i＝１
　 ∑

xa,xb∈Vi

　‖xa－xb‖２

ni
－ ∑

xa,xb∈M
la＝lb

　　２pab

nla
＋ ∑

xa,xb∈C
la＝lb

　　２pab

nla

＝∑
k

i＝１
　 ∑

xa,xb∈Vi

‖xa－xb‖２

ni
－∑

k

i＝１
　 ∑

xa,xb∈Vi
(xa,xb)∈M

　　２pab

ni
＋

∑
k

i＝１
　 ∑

xa,xb∈Vi
(xa,xb)∈M

　　２pab

ni
(７)

为了简化式(７),使用隶属矩阵U∈RRk×n来描述类的划

分.令E表示成对数据点的平方欧氏距离的矩阵,即Eab＝

‖xa－xb‖２.设P是约束惩罚矩阵,对于 mustＧlink,Pab ＝

pab;对于cannotＧlink,Pab ＝ －pab;否则,Pab ＝０.然后,将

式(７)写成下面的形式:

J(V１,􀆺,Vk)＝∑
k

i＝１

uT
i (E－２P)ui

uT
iui

(８)

其中,uT
iui＝ni 是Vi 中数据点的个数,uT

i (E－２P)ui 是Vi 中

所有成对数据点(xa,xb)对应的Eab－２Pab之和.

为了把式(８)写成矩阵迹的形式,引入归一化的隶属矩阵

U
~

＝F１/２U＝(UUT)－１/２U,U
~
的第i行u

~T
i ＝uT

i/(uT
iui)１/２,而且U

~

是一个正交矩阵,即U
~

U
~

T＝Ik(其中Ik∈RRk×k是单位矩阵),则
式(８)可以表示为:

J(V１,􀆺,Vk)＝∑
k

c＝１
u
~T
c (E－２P)u

~
c＝tr(U

~
(E－２P)U

~T)(９)

对比式(４)与式(９)可知,这两个目标函数的主要区别是:

HMRF半监督聚类是迹的最小化问题,而核kＧmeans是迹的

最大化问题.为了把式(９)变成一个最大化问题,根据Eab＝

‖xa－xb‖２＝xT
axa＋xT

bxb－２xT
axb,分别定义矩阵S和S

~,其

中Sab＝xT
axb,S

~
ab＝Saa＋Sbb,则E＝S

~
－２S,将其代入式(９)中

得:

J(V１,􀆺,Vk)＝tr(U
~
(E－２P)U

~
T)

＝tr(U
~
(S

~

－２S－２P)U
~

T)

＝tr(U
~

S
~

U
~

T)－２tr(U
~
(S＋P)U

~
T)

＝２tr(S)－２tr(U
~
(S＋P)U

~
T)

注意到tr(S)是一个常数,在优化过程中可以忽略,于是

HMRF半监督聚类的目标函数可以表示为:

max
U
~
　tr(U

~
(S＋P)U

~
T) (１０)

如果令核矩阵K＝S＋P,则式(１０)可表示成tr(U
~

KU
~

T)
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的最大化,这在数学上等价于核kＧmeans的目标函数,因此可

以用核kＧmeans算法来解决 HMRF半监督聚类问题.

４　HMRF半监督近似核kＧmeans聚类

利用核kＧmeans优化 HMRF半监督聚类的目标函数,需

要构造n×n的核矩阵K,但是存储核矩阵会消耗大量的内存

资源,空间复杂度是 O(n２),较高的复杂度使得其不适合处理

大规模数据,这也是核kＧmeans算法的一个主要缺点.为了

解决这一难题,Chitta等提出了近似核kＧmeans算法[４],通过

把类中心限制在由抽样点生成的较小的子空间中,构造近似

核矩阵,以降低算法的空间需求.

给定数据集 X＝{xi}ni＝１,从中随机选出 m 个样本点,组

成样本集合X
∧

＝{x
∧
i}mi＝１,其中m≪n.然后根据X

∧
中成对样本

点之间的核相似性构造矩阵KA∈RRm×m,根据X 中的数据点

与X
∧
中的样本点之间的核相似性构造矩阵KB∈RRn×m,则近似

核kＧmeans的目标函数可以用矩阵的迹表示为:

max
U~
　tr(U

~

KBK－１
A KT

BU
~T) (１１)

将式(１１)与式(４)进行对比可知,在近似核kＧmeans中,

核矩阵K≈KBK－１
A KT

B,算法运行过程中只用到了矩阵KA 和

KB,由于KA 是KB 的一部分,实际上只需要计算KB,这样就

避免了使用整个核矩阵K.在这种情况下,设由采样集合X
∧

得到的类中 心 为 mi ＝ ∑
m

j＝１
αijκ(x

∧
j,􀅰),可 以 证 明 矩 阵α＝

U
∧

KBK－１
A ,其中U

∧

＝FU＝(UUT)－１U.

近似核kＧmeans的空间复杂度是 O(mn),在处理大规模

数据时,由于m≪n,可以节省大量的内存空间,提高聚类的效

率.因此,本文使用近似核kＧmeans算法来求解大规模 HMＧ

RF半监督聚类问题,提出了 HMRF半监督近似核kＧmeans
算法(见算法１).

算法１　HMRF半监督近似核kＧmeans算法

HMRFＧApproxＧKernelＧKMeans(X,m,k,P,tmax)
输入:数据集 X＝{x１,􀆺,xn},样本数 m (m≪n),类数k,约束惩罚矩

阵P,最大迭代次数tmax

输出:聚类结果的隶属矩阵U

１．从 X中随机选取 m个点,得到样本集X
∧
＝{x

∧
１,􀆺,x

∧
m}.

２．根据 HMRF半监督聚类对应的核矩阵 K＝S＋P,计算 KA＝[κ(x
∧
i,

x
∧
j)]m×m和 KB＝κ(xi,x

∧
j)]n×m.

３．初始化隶属矩阵U＝ConstraintsＧInit(k,P)(见算法２)

４．令迭代次数t＝０.

５．repeat

６．　令t＝t＋１.

７．　为 了 确 定 每 次 迭 代 的 类 中 心,计 算 矩 阵 α＝ U
∧
KBK－１

A ＝

(UUT)－１UKBK
－１
A .

８．　forj＝１,􀆺,ndo

９．　　repeat

１０．　为每个点xj找到最近的类中心i∗ :

　i∗ ＝argmin
i∈[k]

[d(xj,mi)]

＝argmin
i∈[k]

(αT
iKAαi－２ϕT

jαi)

　　　其中,αT
i 是α的第i行,ϕT

j 是 KB 的第j行.

１１．　untilConstraintsＧCheck(xj,Vi∗ ,P)＝true(见算法３)

１２．　更新U的第j列,令其第i＝i∗ 行元素 Uij＝１,而其余元素为０.

１３．　endfor

１４．until隶属矩阵U不再变化或t＞tmax.

算法２　成对约束初始化算法

ConstraintsＧInit(k,P)
输入:类数k,约束惩罚矩阵P
输出:初始的隶属矩阵U(０)

１．计算P中 mustＧlink约束的传递闭包 Tm.

２．通过 Tm 中 mustＧlink连接的点,得到连通分量集合Cm.

３．对于Cm 中两个连通分量 C１,C２∈Cm,若 C１ 和 C２ 之间存在canＧ

notＧlink约束,就在所有成对点(xa,xb)之间增加cannotＧlink约束,

其中xa∈C１,xb∈C２.

４．根据cannotＧlink和Cm,进一步确定候选连通分量集合Cc.

５．将Cc 中最大的连通分量作为第１类 V(０)
１ ,令当前类数c＝１.

６．repeat

７．　找到离当前已选的类{V(０)
i }ci＝１最远的分量Cfar.

８．　令 V(０)
c＋１＝Cfar,令c＝c＋１.

９．untilc＝k.

１０．用隶属矩阵U(０)表示集合{V(０)
i }ki＝１.

算法３　成对约束检查算法

ConstraintsＧCheck(xj,Vi,P)
输入:数据点xj,点xj所属的类 Vi,约束惩罚矩阵P
输出:true或false

１．根据矩阵 P,确定 mustＧlink的集合 Con＝ 和 cannotＧlink的集合

Con≠ .

２．对于Con＝ 中的每对数据点(xj,x＝)∈Con＝ ,如果x＝ ∉Vi,则返回

false;对于Con≠ 中的每对数据点(xj,x≠ )∈Con≠ ,如果x≠ ∈Vi,

则返回false.

３．否则,返回true.

在 HMRFＧAKKM 算法中,隶属矩阵U 的初始化非常重

要.为了产生好的初始类中心,本文设计了算法２,使用成对

约束和未标记的数据来初始化隶属矩阵U.首先假设所有的

约束都是一致的,根据P 中编码的 mustＧlink和cannotＧlink
推断额外的约束,得到候选连通分量的集合;然后使用 FarＧ

thestＧfirst遍历方法[１４],从候选连通分量中选择k个初始的

类.为了满足给定的成对约束条件,HMRFＧAKKM 在聚类

过程中会不断调整数据点的类标签(详见算法１的第９－１１
步).对于任意数据点xj,首先尝试把它分配到最近的类

Vc(xj)中,然后调用算法３,检查这样的指派是否满足 mustＧ

link和cannotＧlink约束条件.只有当 mustＧlink集合中所有

与xj 相连的点x＝ 都属于类Vc(xj),同时cannotＧlink集合中所

有与xj 相连的点x≠ 都不属于类Vc(xj)时,类Vc(xj)才是合法

的;否则,继续测试下一个离xj 最近的类,直到算法３返回

true为止.

５　实验与分析

５．１　数据集

为了测试 HMRFＧAKKM 算法的有效性,在５个基准数

据集上进行实验,表１给出了这些数据集的基本信息.
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表１　实验中使用的基准数据集

Table１　Benchmarkdatasetsusedinexperiments

数据集 数据对象数 维数 类数

Twonorm ７４００ ２０ ２

USPS ９２９８ ２５６ １０

LetterRecognition ２００００ １６ ２６

MNIST ７００００ ７８４ １０

SkinSegmentation ２４５０５７ ３ ２

Twonorm[１５]的每类数据点都服从方差为１的多元正态

分布,但是两类数据有重叠.USPS和 MNIST[１６]都是手写数

字灰度图片数据集.LetterRecognition[１７]包含２６个英文大

写字母的不同字体的图片.SkinSegmentation[１８]是从 FEＧ

RET数据库和 PAL数据库的人脸图像中随机选取B,G,R
值组成的,其中皮肤样本５０８５９个,非皮肤样本１９４１９８个.

５．２　度量标准

本文使用CRI(ConstrainedRandIndex)指标来评价聚类

结果[１９].设Uc 是算法聚类后得到的数据点划分,Ut 是原始

数据集真实的划分,CRI指标可以衡量Uc 和Ut 两种划分的

相符程度.若X 中包含n个数据点,CRI假设每种划分都有

n×(n－１)/２个成对决策.令a表示Uc 和Ut 中的(xi,xj)都

分到相同类中的决策数,b表示(xi,xj)在Uc 和Ut 中分别属

于不同类的决策数,则a＋b即为正确的决策数.对于半监督

聚类来说,由于加入了成对约束,算法能确保约束闭包中的点

对是正确的,因此要去掉已知成对约束的数目c.CRI指标的

计算公式如下:

CRI(Uc,Ut)＝ a＋b－c
n×(n－１)/２－c

(１２)

其中,分子是正确的自由决策数,分母为总的自由决策数.

CRI值在０和１之间,１表示最佳的聚类结果,即所有数据点

都被分到正确的类中.

５．３　实验和结果

在实验中,本 文 将 所 提 出 的 HMRF 半 监 督 近 似 核kＧ

means算法(HMRFＧAKKM)与３种相关的聚类算法进行对

比,对比算法分别是基于近似加权核kＧmeans的谱聚类算法

(AWKKＧSC)[２０]、基于背景知识约束的kＧmeans算法(CopＧ

Kmeans)[２１]、基 于 HMRF 模 型 的 半 监 督 近 似 谱 聚 类 算 法

(HMRFＧASC)[２２].算法中使用的成对约束是由数据集中获

得的样本点生成的,mustＧlink和cannotＧlink取决于关联的两个

点属于相同的类或不同的类[２３].依据成对约束,构造约束惩

罚矩阵P.为了使约束惩罚项和数据点与类中心之间的距离

惩罚项大约在相同的尺度上,把P中每个惩罚权重设为pij＝

n/(kc),其中n是所有数据点的数目,k是数据点的类数,c是

约束的总数[１４].实验电脑的基本配置如下:处理器 AMD

Ryzen５１６００３．２０GHz,内存１６GB,操作系统 Windows１０６４
位,编程环境 MATLAB２０１５b.将每种算法在不同数据集上

运行２０次,得到平均聚类结果.

表２给出了各种算法在不同采样比例下的 CRI统计值.

CopＧKmeans,HMRFＧASC和 HMRFＧAKKM 都属于半监督

聚类算法,在聚类时都使用了成对约束;而 AWKKＧSC是无

监督聚类算法,无须使用数据点的成对限制信息.观察表２
中的数据,由于缺少了用户先验知识的指导,AWKKＧSC算法

无法及时修正划分错误的数据点的类标签,因此在 MNIST
和SkinSegmentation数据集上表现不好.总体来看,随着约

束中包含的样本点逐渐增多,半监督聚类算法可以更好地了

解数据的 内 在 结 构,其 聚 类 准 确 率 也 在 不 断 提 高.CopＧ

Kmeans算法在 Twonorm 数据集上的 CRI指标最高,不过

CopＧKmeans主要基于欧氏距离判断数据点的归属,而且容易

陷入局部最优,因此在其他几个数据集上的表现不如 HMＧ

RFＧASC和 HMRFＧAKKM 算法.

表２　算法在不同数据集上的CRI指标

Table２　CRIofalgorithmsondifferentdatasets

算法
采样

个数

数据集

Twonorm USPS LetterRecognition MNIST SkinSegmentation

AWKKＧSC

５０ ０．９５２２(±０．００１８) ０．６３２４(±０．００３５) ０．９２６８(±０．００２８) ０．５１７８(±０．０１５３) ０．５０１１(±０．００３１)

１００ ０．９５４２(±０．００１５) ０．６３９５(±０．００４２) ０．９２９２(±０．００１６) ０．５４０８(±０．０１８８) ０．５０２９(±０．００１７)

２００ ０．９５８４(±０．０００６) ０．６５４１(±０．００３１) ０．９２９５(±０．００２０) ０．５６４６(±０．０２９９) ０．５０４２(±０．００２６)

４００ ０．９５９１(±０．００１２) ０．６６７９(±０．００２８) ０．９３０７(±０．００５５) ０．６４３０(±０．０１８７) ０．５０６４(±０．００２０)

８００ ０．９５９４(±０．０００５) ０．６８３７(±０．００２２) ０．９３４４(±０．００３８) ０．６７２７(±０．０１２９) ０．５０９８(±０．０００５)

CopＧKmeans

５０ ０．９５２６(±０．０００７) ０．７６１９(±０．００４６) ０．７８３７(±０．０１０９) ０．８７７１(±０．００６１) ０．５０４３(±０．００２９)

１００ ０．９５７３(±０．０００４) ０．７７３８(±０．００３３) ０．８２１２(±０．００８７) ０．８８２０(±０．００１３) ０．５１１３(±０．００１０)

２００ ０．９５８１(±０．００１４) ０．７７９５(±０．００３７) ０．８７０６(±０．００６９) ０．８８３３(±０．００５９) ０．５１２２(±０．００３１)

４００ ０．９６２４(±０．００１８) ０．７８６４(±０．００２６) ０．９０３８(±０．００５０) ０．８８３７(±０．００４０) ０．５１４１(±０．００１５)

８００ ０．９６３５(±０．００１５) ０．７９５３(±０．００３１) ０．９２４３(±０．００８６) ０．８８６２(±０．００５１) ０．５１７３(±０．００１６)

HMRFＧASC

５０ ０．９５１５(±０．００１９) ０．７８４２(±０．００４２) ０．９３０２(±０．００９２) ０．８８９６(±０．００２７) ０．５４０６(±０．００１２)

１００ ０．９５４４(±０．００１５) ０．７９１６(±０．００３８) ０．９３４９(±０．００７４) ０．８９２４(±０．００４４) ０．５４２７(±０．０００７)

２００ ０．９５８２(±０．０００８) ０．８２３１(±０．００２５) ０．９３６８(±０．００２０) ０．９１６７(±０．００３１) ０．５４９８(±０．００２７)

４００ ０．９６０５(±０．００１０) ０．８４７２(±０．００２１) ０．９３８７(±０．００１９) ０．９３５８(±０．００２３) ０．５５２９(±０．０００６)

８００ ０．９６１０(±０．００１３) ０．８５８５(±０．００１７) ０．９４２０(±０．００４７) ０．９５８７(±０．００４０) ０．５５４４(±０．００１６)

HMRFＧAKKM

５０ ０．９５５４(±０．０００５) ０．８４２８(±０．００５７) ０．９２９４(±０．００４４) ０．８８０９(±０．００４３) ０．５４８５(±０．００１７)

１００ ０．９５６４(±０．００１７) ０．８４７６(±０．００４９) ０．９３３４(±０．００１７) ０．８８５８(±０．００６３) ０．５４８６(±０．００２４)

２００ ０．９５７７(±０．０００５) ０．８５３６(±０．００５１) ０．９３５３(±０．００１８) ０．８８７７(±０．００５３) ０．５５４１(±０．００２３)

４００ ０．９５７９(±０．０００８) ０．８５９１(±０．００６４) ０．９３７２(±０．００１６) ０．８８９５(±０．００１４) ０．５５４３(±０．００１９)

８００ ０．９５９５(±０．００１６) ０．８６６７(±０．００４４) ０．９３８６(±０．００２５) ０．８９７８(±０．００３７) ０．５６３１(±０．００２６)

　　HMRFＧASC算法建立在半监督 Graphcut目标函数基 础上,并 使 用 加 权 核kＧmeans算 法 优 化 目 标 函 数,它 在

５３第１２期 贾洪杰,等:HMRF半监督近似核kＧmeans算法



LetterRecognition和 MNIST 数据集上表现较好.所提出

的 HMRFＧAKKM 算 法 可 以 较 好 地 处 理 USPS 和 Skin

Segmentation数据集,而且 它 在 Twonorm 和 LetterRecogＧ

nition数据集上的聚类表现与 HMRFＧASC算法接近,说明

使用近似核kＧmeans算法求解 HMRF半监督聚类问题是

有效的.

表３对比了各个算法在不同数据集上聚类的平均时间.

实验中的对比算法 AWKKＧSC,CopＧKmeans,HMRFＧASC和

HMRFＧAKKM 都属于划分式聚类算法,它们都通过反复迭

代为每个 数 据 点 寻 找 最 近 的 类 中 心,使 目 标 函 数 达 到 最

优[２４].表３中的数据说明,这些划分式聚类算法的聚类时间

与抽样点的个数和算法迭代次数密切相关.样本规模越大,

迭代次数越多,算法花费的聚类时间也越长[２５].这几个算法

中,CopＧKmeans的运行速度最快,因为它基于kＧmeans算法,

不用构造核矩阵,所以能在较短的时间内得到聚类结果.

AWKKＧSC使用近似加权核kＧmeans来优化 Graphcut的目

标函数,需要计算原始数据点与样本点两两之间的核距离,以

便通过近似核矩阵确定每个数据点的类别.HMRFＧASC算

法在 AWKKＧSC基础上引入了成对约束,在每次迭代时都会

检查并修正数据点对的类属关系,使它们同时满足 mustＧlink
和cannotＧlink约束条件.这样做虽然可以改善聚类精度,但

是也增加了聚类时间,尤其是在 LetterRecognition,MNIST,

SkinSegmentation这些包含上万对象的数据集上,当约束中

的样本点增加到５００~１０００时,HMRFＧASC的效率会明显降

低.与 HMRFＧASC相比,HMRFＧAKKM 算法使用近似核kＧ
means而非近似加权核kＧmeans来优化目标函数,不需要为

每个数据点计算权重,所以可以在较短的时间内完成聚类任

务,聚类效率更高.

表３　算法在不同数据集上的聚类时间

Table３　Clusteringtimeofalgorithmsondifferentdatasets
(单位:s)

算法
采样

个数

数据集

Twonorm USPS
Letter

Recognition
MNIST

Skin
Segmentation

AWKKＧSC

５０ ０．１５２ １．４２５ １０．０２５ １６．８９１ １３．９１６
１００ ０．１６６ １．５１７ １４．９７１ １８．１２０ ２２．０９８
２００ ０．２７１ ２．３４６ １８．０７３ ２１．０７７ ４４．２８７
４００ ０．７１１ ３．２５９ ２１．４３５ ２９．３４３ ６６．３８３
８００ ２．２３０ ５．０３４ ２５．７６２ ４５．２５８ １１７．８８１

CopＧKmeans

５０ ０．２９３ ２．１６８ １．６５７ ２５．９０８ ６．３３９
１００ ０．３３４ ２．８７２ ２．６４６ ３４．６０５ ７．１７０
２００ ０．３５５ ６．２６６ ４．８１９ ５３．１８０ １０．７８１
４００ ０．３８９ ７．１５１ ７．５１７ ６０．６７５ ２４．０６７
８００ ０．４８１ ７．９２３ １４．４１６ ６７．７３３ ４９．７１０

HMRFＧASC

５０ １．０３７ １．１９２ ２３．５６４ １４．１９２ １４．１８８
１００ １．９２０ ２．３４３ ５０．３２９ ２７．９５２ ２４．２６６
２００ ２．２６２ ５．６８７ ６１．２０９ ４５．０８４ ５１．０５９
４００ ３．４７９ １３．１５１ ８９．１５９ １０５．１７９ １３６．３５８
８００ ５．８１７ ２８．５６５ ９９．０３４ ２２８．１９０ ３３１．７２８

HMRFＧAKKM

５０ ０．２３４ ０．９２８ ７．９２０ １０．８２９ １３．２０５
１００ ０．３５３ １．６４４ １６．１１３ １９．６４０ ２５．１６４
２００ ０．４８４ ４．３７６ ２９．５５２ ３７．２５８ ４０．７２５
４００ １．０７４ ９．９８２ ４８．７８１ ８４．６７５ １２５．７１３
８００ ３．０６１ １７．８５３ ９３．５２０ １５１．６６３ ２０６．９４２

　　结束语　在很多实际应用中,人们在得到大量数据信息

时,通常能获取一些与这些数据相关的先验知识,例如成对

mustＧlink或cannotＧlink约束.本文根据 HMRF半监督聚类

和核kＧmeans聚类的数学联系,提出了一种 HMRF半监督近

似核kＧmeans算法.该算法将成对约束加入近似核kＧmeans
的目标函数中,并为约束违反设计了相关的惩罚项,利用先验

知识指导聚类;而且它使用由抽样点构造的近似核矩阵进行

聚类,算法的空间复杂度较低,容易扩展到大数据环境中.本

文在多个复杂数据集上测试了 HMRFＧAKKM 算法的聚类性

能,并将其与流行的半监督聚类算法进行了对比.实验结果

表明,HMRFＧAKKM 算法可以根据成对约束及时调整数据

点的隶属关系,改善生成类簇的质量,并通过计算近似核矩阵

提高了 HMRF半监督聚类的效率.但是也应注意到,当成对

约束中包含的样本点较多时,算法会花费较长时间寻找合适

的类中心,如何尽量加快检查约束和调整类标签的速度,缩短

聚类时间,是下一步需要研究的问题.
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