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基于个体异质传染率及状态转移的SIR模型分析

瞿倩倩　 韩　华

(武汉理工大学理学院　武汉４３００７０)
　

摘　要　针对染病个体具有不同传染率的现象,基于复杂网络中的基本SIR传染病模型,提出了一种具有两种传染率

且存在转移概率的传染病模型.根据地方病平衡点的存在性,求出了基本再生数R０.在此模型上,分析了随机免疫

和目标免疫两种常见免疫策略.通过仿真模拟发现:在同等条件下,R０＞１时,疾病在异质网络中比在同质网络中传

播速度更快,范围更广;R０＜１时,网络结构对疾病传播的影响不大.进一步研究得出:网络中初始染病节点度的越

大,疾病传播速度越快且感染峰值越大;初始染病节点的接近度中心性越大,疾病传播速度越快且范围更广;点集聚系

数对传播过程的影响不大;基本再生数R０ 随转移概率的增大而减小,增大转移概率能有效减少疾病的传播;在平均免

疫率相同的情况下,目标免疫比随机免疫更有效.
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AnalysisofSIRModelBasedonIndividualHeterogeneousInfectivityandStateTransition

QUQianＧqian　HAN Hua
(SchoolofScience,WuhanUniversityofTechnology,Wuhan４３００７０,China)

　

Abstract　Toexplorethephenomenonofinfectedindividualswithdifferentinfectiousrates,basedonthebasicSIRepiＧ

demicmodelincomplexnetworks,thispaperproposedanepidemicmodelwithtwotypesofinfectionsandprobabilityof

metastasis．Basedontheexistenceoftheequilibriumpointofendemicdiseases,itobtainesthebasicreproductionnumＧ

berR０．Itanalyzestwocommonimmunizationstrategies:randomimmunizationandtargetimmunization．SimulationexＧ

perimentsshowthatunderthesameconditions,diseasesspreadfasterandwiderinheterogeneousnetworksthanin

homogeneousnetworkswhenR０＞１,andnetworkstructurehaslittleinfluenceonthespreadofdiseaseswhenR０＜１．

Furtherresearchesshowthatthegreaterthedegreeofinitialinfectionnodesinthenetwork,thefasterthediseasetransＧ

missionspeedandthegreaterthepeakvalue;thegreaterthecentralityoftheproximityoftheinitialinfectednodes,the

fasterandwiderthediseasespreads;thepointaggregationcoefficienthaslittleeffectonthetransmissionprocess;the

basicreproductionnumberdecreaseswiththeincreaseofthetransferprobability,andtheincreaseofthetransferprobaＧ

bilitycaneffectivelyreducethespreadofdisease;inthecaseofthesameaverageimmunityrate,thetargetimmunityis

moreeffectivethanrandomimmunity．

Keywords　Complexnetwork,Heterogeneousinfectivity,Statetransition,Basicreproductionnumber,Immunization

strategy
　

　　 传 染 病 数 学 模 型 最 早 可 追 溯 到 １９２７ 年 Kermack 与

McKendrick创立的“仓室模型”,直到今天仍然在流行病学中

被广泛应用与推广,并不断发展[１Ｇ２].传染病动力学模型能够

有效地分析并解释疾病流行的因素,并为疾病的防预、控制工

作提供理论指导[１].最经典的传染病模型有SIS[３],SIR[４]和

SIRS模型等.例如,在SIR模型中所有个体被分成３类:SＧ
易感者(Susceptibles),IＧ染病者(Infectious),RＧ恢复者(ReＧ
covered).染病者一旦恢复,就会获得终身免疫.传统传染

病模型均假设群体是均匀混合的,个体间的接触机会均等.

然而,这种假设基于均匀混合的模型往往无法体现个体的异

质性,相应的模型不太准确.不论是疾病、计算机病毒还是信

息等,它们的传播和扩散均会受到网络拓扑结构的影响.复

杂网络的兴起为传染病模型的构建提供了很好的工具,它能

够更精确地描述传播过程[５].在复杂网络传染病模型中,网
络中的节点代表个体,网络中的边代表两个个体之间存在接

触.Cui等[６]详细介绍并举例说明了几类经典传染病模型中

基本再生数的几种求解方法.Zhang等[７]提出了一种考虑部

分免疫与失效免疫的SISRS病毒传播模型,其运用平均场理



论求出了模型,推导出了流行阈值,并在 WS小世界网络和

BA无标度网络上进行仿真分析.Zhang等[８]考虑了复杂网

络上具有直接免疫的 SIRS传染病模型,分析了疾病流行阈

值与两种免疫策略的效果.Shi等[９]研究了局部混合社交网

络中具有自愿接种行为的疾病传播过程,并且分析了传染率、

网络结构、网络平均度等因素对传播过程的影响.网络传染

病模型大多围绕网络的拓扑结构、拓扑性质、免疫策略、基本

再生数、流行阈值、平衡点的稳定性等展开研究.

然而,上述研究大多只注重事物的传播过程,对个体自身

差异的内部因素考虑得相对较少.在这样的条件下开展上述

研究,导致结果与现实中人类行为的传播过程有一定的偏差.

目前,大多网络传染病模型都是基于所有染病者的传染率相

同(即同质传染率)的模型.但事实上,并非所有个体染病后

的传染率都相同.个体差异,例如个体体质不同,患病后的心

理状况不同,导致不同染病者的患病程度不同,因此传染率会

有一定的差别(即异质传染率).目前,复杂网络上关于异质

传染率的传播模型的研究仍很少.最近,Yuan等[１０]按照个

体传染率的不同对染病者进行了分组,研究了复杂网络中具

有异质传染率的SIR模型的稳定性,并对比分析了目标免疫

与随机免疫两种免疫策略.Niu等[１１]考虑僵尸网络中不同

区域具有不同感染率,提出了一种具有异构感染率的网络传

播模型,并求出了传播阈值.文献[１２Ｇ１３]中提出了一种考虑

人口出生、死亡且具有异质传染率的网络传播模型,并计算了

基本再生数.为了与实际情况更加吻合,对于一些具有较长

传播周期的传染病,应考虑出生率、死亡率、迁移率以及其他

导致人口变化的因素.Liu等[１４]建立了网络中考虑人口出生

与死亡的传染病模型,并且求出了疾病流行的阈值.Cao
等[１５]在异质网络中研究了带有出生率与死亡率的性传播

模型.

现实生活中,个体染病后不仅传染率有所差别,在整个患

病期间部分染病者的传染率也会随着自身行为意识的改变而

发生变化.例如,染病者通过积极锻炼增强体质、积极配合治

疗等方式减轻患病症状,自身的传染率也随之降低.基于上

述分析,本文提出了一种复杂网络上具有两种传染率的SIR
传染病模型,同时考虑了个体传染率的变化和人口的出生与

自然死亡.此模型适用于流感、乙肝、肺结核等传染病.本文

第１节分别在同质网络与异质网络上给出刻画模型的微分方

程组;第２节由地方病平衡点的存在性求出疾病的基本再生

数;第３节介绍两种预防疾病的免疫策略:随机免疫与目标免

疫;第４节仿真分析网络结构、节点的度、接近度中心性以及

集聚系数的大小对传播过程的影响,对疾病的基本再生数进

行敏感性分析,并分别分析了随机免疫与目标免疫的效果;最
后对结果进行分析与讨论.

１　传播机理与模型

模型中考虑人口出生与自然死亡,把人群中的个体抽象

为节点,并根据人群所处状态的不同,将网络总节点 N 分为

易感节点S、染病节点I、恢复节点R 以及空节点E.根据个

体差异导致染病个体传染率大小的不同,进一步将染病节点

I分为I１ 和I２ 两类(假定第一类染病节点I１ 的传染率λ１ 大

于第二类染病节点I２ 的传染率λ２),易感节点与两类染病节

点接触后均有可能被传染.假定所有易感节点的抵抗力相同

且恒定不变,而部分染病者的传染率会发生变化.事实上,人
的行为意识会发生变化,从而影响疾病的传播,因此,本文模

型考虑了染病个体行为意识的变化.现实生活中,部分个体

在染病后,行为意识可能发生以下变化:

１)与易感者保持一定的距离;

２)减少不良生活习惯;

３)积极锻炼增强体质;

４)主动寻求治疗等.

以上行为意识的变化均会降低个体自身的传染率.考虑

第一类染病节点I１ 通过自身行为意识的改变会降低自身的

传染率,从而成为第二类染病节点.本文假设I１ 转化为I２

的转移概率为η.两类染病节点分别以概率γ１ 和γ２ 转化为

恢复节点.记出生率(一个空节点成为一个新的易感节点的

概率)为b,自然死亡率为μ,则模型的传播机理如图１所示.

图１　传播机理图

Fig．１　Propagationmechanismdiagram

１．１　同质网络中的传播模型

在同质网络中,易感节点、第一类和第二类染病节点、免
疫节点和空节点的密度分别用S,I１,I２,R 和E 表示,根据图

１传播规则,可以得到平均场方程为:

dS
dt＝b(１－S－I１－I２－R)－‹k›SΘ－μS

dI１

dt＝τ１‹k›SΘ－γ１I１－ηI１－μI１

dI２

dt＝τ２‹k›SΘ－γ２I２＋ηI１－μI２

dR
dt＝γ１I１＋γ２I２－μR

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
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ï

(１)

其中,‹k›为网络节点的平均度,即‹k›＝∑
k
kp(k),这里p(k)

为节点的度分布;τ１ 和τ２ 分别为新染病节点成为第一、二类

染病节点的概率,且τ１＋τ２＝１;(１－S－I１－I２－R)为空节点

的密度;Θ表示一个易感节点的一条边连接到染病节点并被

传染的概率,故Θ的表达式为:

Θ＝λ１I１＋λ２I２ (２)

令Q＝S＋I１＋I２＋R,将系统(１)左右相加得:

dQ
dt＝b－(b＋μ)Q (３)

结合式(１)和式(３),可以得到系统(１)的极限系统:

dS
dt＝b(１－Q∗ )－kSΘ－μS

dI１

dt＝τ１kSΘ－γ１I１－ηI１－μI１

dI２

dt＝τ２kSΘ－γ２I２＋ηI１－μI２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(４)
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其中,Q∗ ＝b/(b＋μ).下面将用系统(４)替代系统(１)进行进

一步的研究.

１．２　异质网络中的传播模型

在异质网络中,根据个体与他人接触的网络中节点的度

不同,对易感节点、两类染病节点和恢复节点进行再分类.Sk

表示度为k的易感节点的密度,I１,k和I２,k分别表示度为k 的

第一、二类染病节点的密度,Rk 表示度为k 的恢复节点的密

度,Ek 表示度为k 的空节点的密度.根据图１传播规则,可

以得到平均场方程为:

dSk

dt＝b(１－Sk－I１,k－I２,k－Rk)－kSkΘ－μSk

dI１,k

dt ＝τ１kSkΘ－γ１I１,k－ηI１,k－μI１,k

dI２,k

dt ＝τ２kSkΘ－γ２I２,k＋ηI１,k－μI２,k

dRk

dt＝γ１I１,k＋γ２I２,k－μRk

ì
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í
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(５)

其中,τ１ 和τ２ 分别为新染病节点成为第一、二类染病节点的

概率,且τ１＋τ２＝１;(１－Sk－I１,k－I２,k－Rk)是度为k的空节

点的密度;Θ表示一个度为k 的易感节点的一条边连接到染

病节点并被传染的概率,Θ＝∑
k′
p(k＇|k)(λ１I１,k′＋λ２I２,k′),p(k′

|k)是一个度为k的节点连接到一个度为k＇的节点的条件概

率.本文考虑度无关联网络,则Θ的表达式如下:

Θ＝ １
‹k›∑k＇k′p

(k′)(λ１I１,k′＋λ２I２,k′) (６)

令Qk＝Sk＋I１,k＋I２,k＋Rk,将系统(５)左右分别相加,

得:

dQk

dt＝b－(b＋μ)Qk (７)

结合式(５)和式(７),可以得到系统(５)的极限系统:

dSk

dt＝b(１－Q∗
k )－kSkΘ－μSk

dI１,k

dt ＝τ１kSkΘ－γ１I１,k－ηI１,k－μI１,k

dI２,k

dt ＝τ２kSkΘ－γ２I２,k＋ηI１,k－μI２,k

ì

î

í
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ï

(８)

其中,Q∗
k ＝b/(b＋μ).以下将用系统(８)替代系统(５)进

行进一步的研究.

２　平衡点与基本再生数

在传染病动力学研究中,基本再生数是一个十分重要的

概念.从流行病学的角度,它表示在无病平衡状态时,引入一

个新的染病者,其在平均染病周期内所能传染的人数,一般用

R０ 表示,它是决定一种疾病是否流行的标志.从数学的角

度,R０ 是一个阈值,它决定无病平衡点的稳定性,并且与疾病

的最大感染比例以及染病者的最终规模有关.根据正平衡点

的存在性可推导出基本再生数R０ 的表达式[６].

因同质网络中每个节点的度近似等于网络的平均度,即

k＝‹k›,故同质网络可看作异质网络的特例.仅以异质网络

为例,推导基本再生数的表达式.为求解系统(８)的基本再生

数,考虑稳态条件下的平衡解,即令dSk/dt＝０,dI１,k/dt＝０和

dI２,k/dt＝０,容易求出方程组(８)的无病平衡点为:

E０(S０
k,I０

１,k,I０
２,k)＝(b

b＋μ
,０,０),k＝１,２,􀆺,n

即无病平衡点总存在.

下面考虑地方病平衡点的存在性,不妨设其为E∗ (S∗ ,

I∗
１,k,I∗

２,k),在模型(８)中令等式右边等于零,有:

S∗
k ＝

bμ
(kΘ＋μ)(b＋μ)

I∗
１,k＝

τ１kbμΘ
(γ１＋η＋μ)(kΘ＋μ)(b＋μ)

I∗
２,k＝

[τ１η＋τ２(γ１＋η＋μ)]kbμΘ
(γ２＋μ)(γ１＋η＋μ)(kΘ＋μ)(b＋μ)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(９)

从Θ的表达式(６)可以看出,I１,k和I２,k的值取决于Θ.因

此,将式(９)代入式(６)可得到关于Θ的自治方程:

Θ＝
１
‹k›∑kkp

(k){ τ１λ１kbμΘ
(γ１＋η＋μ)(kΘ＋μ)(b＋μ)＋

λ２[τ１η＋τ２(γ１＋η＋μ)]kbμΘ
(γ２＋μ)(γ１＋η＋μ)(kΘ＋μ)(b＋μ)}

≡F(Θ) (１０)

显然,Θ＝０始终是该自治方程的一个平凡根,下面推导

出自治方程存在唯一正根的条件.易证F″(Θ)＜０,则方程在

Θ∈(０,λ１＋λ２]内存在唯一正根,当且仅当F(λ１＋λ２)≤λ１＋

λ２ 且
dF(Θ)

dΘ Θ＝０
＞１.事实上:

F(λ１＋λ２)＝[ τ１λ１bμ
(γ１＋η＋μ)(b＋μ)＋

λ２[τ１η＋τ２(γ１＋η＋μ)]bμ
(γ２＋μ)(γ１＋η＋μ)(b＋μ)

]􀅰

∑
k

k２p(k)(λ１＋λ２)
‹k›[k(λ１＋λ２)＋μ]＜λ１τ１＋τ２λ２＋τ１λ２＜

λ１＋λ２

则F(Θ)＝０在(０,λ１＋λ２]上有唯一正根的充分必要条件是当

Θ＝０时,有:

d(Θ)
dΘ Θ＝０

＝
‹k２›b

‹k›(b＋μ)(γ１＋η＋μ)
[τ１λ１＋

τ２λ２(γ１＋μ)＋ηλ２

γ２＋μ
]＞１

从而求得异质网络中的基本再生数为:

R０＝
‹k２›b

‹k›(b＋μ)(γ１＋η＋μ)[τ１λ１＋
τ２λ２(γ１＋μ)＋ηλ２

γ２＋μ
]

对于节点的每一个度k,根据系统(８)的第一个方程,有

不等式dSk

dt≤b(１－Q∗
k )－μSk,可以得到Sk≤ b

b＋μ
＝S０

k.将

系统(８)中等式左右两边相加,得:

d(Sk＋I１,k＋I２,k)
dt ＝b(１－Q∗

k )－(γ１I１,k＋γ２I２,k)－

μ(Sk＋I１,k＋I２,k)

≤ bμ
b＋μ

－μ(Sk＋I１,k＋I２,k)

所以Sk＋I１,k＋I２,k≤ b
b＋μ

,系统(８)的解在如下非负有界区

域Γ中.

Γ＝{(Sk,I１,k,I２,k)∈R３n|Sk≤ b
b＋μ

＝S０
k,
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Sk＋I１,k＋I２,k≤ b
b＋μ

},k＝１,２,􀆺,n

特别 地,在 度 分 布 为 p(k)~λke－λ

k! 的 同 质 网 络 中,有

‹k２›
‹k›≈‹k›,因此同质网络中的基本再生数为:

R０＝
‹k›b

(b＋μ)(γ１＋η＋μ)[τ１λ１＋
τ２λ２(γ１＋μ)＋ηλ２

γ２＋μ
]

同理可得系统(４)的解在如下非负有界区域Γ中.

Γ＝{(S,I１,I２)∈R３n|S≤ b
b＋μ

＝S０,S＋I１＋I２≤ b
b＋μ

}

因此,在同质网络与异质网络中,当R０＜１时,系统(４)与
(８)均仅有一个无病平衡点E０;当R０＞１时,系统(４)与(８)除
了E０之外,区域Γ中还存在唯一的地方病平衡点E∗ .

３　免疫策略

接种疫苗可以使易感者对病毒具有免疫能力,对疫苗可

控制的疾病是非常有效的.这里我们分析两种最常见的免疫

策略,即随机免疫与目标免疫,并在 BA 无标度网络[１６]上进

行效果对比与分析.

３．１　随机免疫

随机免疫策略是最简单的免疫机制[１７Ｇ１９],因本文根据个

体传染率的不同大致将染病节点分为两大类,故用σ１ 和σ２

分别表示第一、二类染病节点与易感节点之间的免疫率,且

０＜σi＜１(i＝１,２).记Θi＝ １
‹k›∑

k
kp(k)Ii,k(i＝１,２).系统

(８)变为:

dSk

dt＝ bμ
b＋μ

－kSk∑
i
(１－σi)λiΘi－μSk

dI１,k

dt ＝τ１kSk∑
i
(１－σi)λiΘi－γ１I１,k－ηI１,k－μI１,k,i＝１,２

dI２,k

dt ＝τ２kSk∑
i
(１－σi)λiΘi－γ２I２,k＋ηI１,k－μI２,k,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１１)

进而可以计算出系统(１１)的基本再生数:

R０

∧

＝
‹k２›b

‹k›(b＋μ)(γ１＋η＋μ)[(１－σ１)τ１λ１＋

(１－σ２)
τ２λ２(γ１＋μ)＋ηλ２

γ２＋μ
] (１２)

比较R０

∧
与R０ 的表达式可以发现:当σ１＝σ２＝０,即无免疫

时,有R０

∧

＝R０;当０＜σ２＜１时,有R０

∧

＜R０,即免疫措施是有效

的;当σ１→１且σ２→１,即完全免疫时,有R０

∧

→０,此时疾病不会

在网络中传播.

３．２　目标免疫

另一种有效的免疫措施是目标免疫[１７,１９],它是对度较大

的节点即传播疾病概率较大的节点进行免疫.在网络中,引
入节点连接度的截断值κ１ 与κ２,如果k＞κ２,则对度为k的所

有节点进行免疫;如果κ１＜k≤κ２,则按照比例ck 对度为k 的

节点进行免疫,即定义易感节点与第i类染病节点接触时的

免疫率为[１０]:

δi,k＝

１, k＞κ２

ci,k, κ１＜k≤κ２

０, k≤κ１
{ ,i＝１,２

记δ
－

i(δ
－

i＝∑
k
δi,kp(k))为平均免疫率,则系统(８)变为:

dSk

dt＝ bμ
b＋μ

－kSk∑
i
λi(１－δi,k)Θi－μSk

dI１,k

dt ＝τ１kSk∑
i
λi(１－δi,k)Θi－γ１I１,k－ηI１,k－μI１,k,

dI２,k

dt ＝τ２kSk∑
i
λi(１－δi,k)Θi－γ２I２,k＋ηI１,k－μI２,k

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

i＝１,２ (１３)

同理,可以算出系统(１３)的基本再生数为:

R
~

０＝ b
‹k›(b＋μ)(γ１＋η＋μ)[‹k

２(１－δ１,k)›τ１λ１＋‹k２(１－

δ２,k)›􀅰τ２λ２(γ１＋μ)＋ηλ２

γ２＋μ
] (１４)

注意:‹k２(１－δi,k)›＝‹k２›－‹k２δi,k›＝‹k２›－(‹k２›δ
－

i＋

δi′)＝‹k２›(１－δ
－

i)－δi′,其中δi′＝‹(δi,k－δ
－

i)(k２－‹k２›)›是

δi,k和k２ 的协方差,除去一些k使得δi,k＝δ
－

i 或k２＝‹k２›,存

在适当的k使得δi,k－δ
－

i 与k２－＜k２＞有相同的符号,所以

δi′＞０.如果令σi＝δ
－

i,则R
~

０＜R
∧

０,这说明在平均免疫率相同

的情况下,目标免疫比随机免疫更有效.

４　仿真模拟与敏感性分析

４．１　网络结构对传播的影响

基于上述分析,分别讨论基本再生数 R０＞１和 R０＜１
时,疾病在两种网络中的传播情况.本文主要在小世界网络

和无标度网络两种网络中研究该模型的传播规律,两种网络

分别采用 WS模型和BA模型的生成算法[２０],为便于仿真模

拟,生成的最终规模均取 N＝１０００.

在 WS小世界网络[２１]中,每次随机化重连的概率为０．３,

节点的平均度‹k›＝４,‹k２›＝１６．９９２,度分布函数p(k)如图

２(a)所示;在BA无标度网络中,选取的初始节点数为２且构

成完全图,每次引入新节点时新生成的边数为m＝２,它的度

分布函数p(k)如图２(b)所示,p′(k)＝(η－１)ρη－１k－η,当ρ＝

２,η＝３时,从图２(b)可以看出p(k)~p′(k),计算其平均度

‹k›＝３．９７２,‹k２›＝４５．３１８.

(a)WS网络 (b)BA网络

图２　网络中节点度的概率分布图

Fig．２　Probabilitydistributiongraphofnodedegreesinnetworks

４．１．１　R０＞１的仿真分析

参数取值为:b＝０．４,μ＝０．０４,τ１＝０．６,τ２＝０．４,λ１＝

０．２,λ２＝０．１,γ１＝０．０５,γ２＝０．０６,η＝０．４.分别计算出同质

网络中的基本再生数R０＝４．１２６,异质网络中的基本再生数

R０＝１１．７６９.取初始值:易感节点的初始比例为０．９,两类染

病节点的初始比例均为０．００１,恢复节点的初始比例为０.选
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取度大的节点为初始染病节点,在相同条件下重复实验５００
次,结果取平均值,具体传播过程及结果如图３所示.

(a)WS网络 (b)BA网络

图３　R０＞１时,各类节点比例随时间的变化

Fig．３　RatioofallnodesvarieswithtimewhenR０＞１

由图３可以看出,当R０＞１时,在两种网络中,疾病始终

都会存在,永不消亡,即存在唯一的地方病平衡点.在整个传

染过程中,染病个体的数量在初始阶段增长较为缓慢,之后在

某个时间步迅速增加至峰值,而后又缓慢下降,峰值的大小在

一定程度上代表了传染病最终的影响力.在时间步依次为

４０和８时,WS网络和 BA 网络上的第一类染病节点的数量

达到最大,分别为４６和８４,染病比例分别为４．６％和８．４％.

在时间步依次为４９和１６时,WS网络和BA网络上的第二类

染病节点的数量达到最大,分别为２７５和３５５,染病比例分别

为２７．５％和３５．５％.

因此,在同等条件下,传播行为在异质网络中比在同质网

络中传播达到峰值所需时间更短,传播速度更快,范围更广,

这是因为无标度网络中存在度比较大的核心节点,一旦这些

节点被传染,其传播速度就会明显加快.同时,因无标度网络

的异质性(各节点之间的连接状况具有严重的不均匀分布性:

网络中少数被称为 Hub点的节点拥有极其多的连接,而大多

数节点只有很少量的连接)更大,进一步得出,网络异质性越

大越有利于传染病的传播.

４．１．２　R０＜１的仿真分析

参数取值为b＝０．４,μ＝０．０４,τ１ ＝０．６,τ２ ＝０．４,λ１ ＝

０．０２,λ２＝０．０１,γ１＝０．１２,γ２＝０．１４,η＝０．１,此时同质网络中

的基本再生数R０＝０．２９５,异质网络中的基本再生数 R０＝
０．８４２取初始值:易感节点的初始比例为０．３,两类染病节点

的初始比例均为０．３,恢复节点的初始比例为０.随机选取各

类节点的初始节点,在相同条件下重复实验５００次,结果取平

均值.具体传播过程及结果如图４所示.

(a)WS网络 (b)BA网络

图４　R０＜１时,各类节点比例随时间的变化

Fig．４　RatioofallnodesvarieswithtimewhenR０＜１

图４验证了:当R０＜１时,在同质网络和异质网络中,尽
管初始染病个体比例很大,但是疾病最终仍会消失,即只存在

一个无病平衡点.对比图４(a)和４(b)发现,基本再生数小于

１时,疾病在两种网络中的传播(消亡)过程基本一致,与网络

结构关系不大.这主要是因为疾病在消亡过程中不依赖于网

络结构.

图３和图４的研究结果表明,网络结构的不同对疾病扩

散(R０＞１)与疾病消亡(R０＜１)过程均有影响.由于研究疾

病的传播规律和内在影响因素主要是为了有效地防控疾病的

迅速蔓延,因此以下仅针对疾病扩散过程(R０＞１),进一步研

究网络中初始染病节点的特征对传播过程的影响.

４．２　网络节点特征对传播的影响

网络节点的特征有许多,例如节点的度、集聚系数、介数、
中心性、核度等,它们从不同角度反映了节点在网络中的重要

性及影响力[２０].为了分析网络中节点特征(人群中个体的特

征)对传播过程的影响,以下分别选取节点的几种不同特征在

BA无标度网络上进行仿真分析.

４．２．１　节点度大小对传播的影响

为了探究节点度大小对传播的影响,在 BA 无标度网络

上集中分析初始节点度大小对传播过程的影响.分别选取网

络中度最小(k＝１)的两个节点与度最大(k＝５５和k＝８４)的
两个节点作为初始染病节点,其余参数取值同图３,重复实验

５００次并取平均值,结果如图５所示.

(a)k＝１,R０＞１ (b)k＝５５,８４,R０＞１

图５　初始节点度大小对各类节点比例的影响

Fig．５　Influenceofinitialnodedegreesizeontheproportionof

variousnodes

通过仿真结果发现,在BA无标度网络中,初始节点度大

小会影响传播过程,初始染病节点的度越大,疾病传播的速度

越快,感染峰值越大,且度大的节点更容易被传染.实验结果

说明了无标度网络的拓扑结构特征有利于疾病的迅速传播,

这也与文献[２２]的结论相吻合.

４．２．２　节点接近度中心性大小对传播的影响

分别选取网络中接近度中心性最小(Cc＝０．１９)的两个节

点与最大(Cc＝０．４０)的两个节点作为初始染病节点,其余参

数取值 同 图 ３,重 复 实 验 ５００ 次 并 取 平 均 值,结 果 如 图 ６
所示.

(a)Cc＝０．１９ (b)Cc＝０．４０

图６　初始节点中心性大小对各类节点比例的影响

Fig．６　Influenceofinitialnodecentralitysizeontheproportionof

variousnodes
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对比图６(a)和６(b)的结果可以看出:初始染病节点中心

性越大,则疾病传播速度越快,范围越广,且感染峰值越大.

这主要是因为节点的接近度中心性越大,表明节点越靠近网

络的中心,当靠近网络中心的节点被感染时,疾病更容易快速

传播至整个网络.综合图５和图６可知,在 BA 无标度网络

中,节点的度和接近度中心性的大小对传播过程的影响一致.

４．２．３　节点集聚系数大小对传播的影响

分别选取网络中点集聚系数(C)最小的两个节点与最大

的两个节点作为初始染病节点,其余参数取值同图３,实验重

复进行５００次并取平均值,结果如图７所示.

(a)C＝０ (b)C＝１

图７　初始节点集聚系数大小对各类节点比例的影响

Fig．７　Influenceofinitialnodeaggregationcoefficientsizeon

proportionofvariousnodes

从图７可以发现:在BA无标度网络中,初始染病节点的

集聚系数大小对疾病传播过程的影响不大.这主要是因为点

集聚系数一般用来刻画网络的局域结构性质,点集聚系数越

大说明该节点的邻居节点有连边的可能性越大[１６],但不能准

确反映该节点在全局网络中的重要性.

４．３　基本再生数的敏感性分析

对BA无标度网络中基本再生数的敏感性进行分析,如

图８所示.

(a)R０ 与出生率的关系 (b)R０ 与自然死亡率的关系

(c)R０ 与转移概率的关系

图８　基本再生数的敏感性分析

Fig．８　Sensitivityanalysisofbasicreproductionnumbers

图８(a)中的参数取值为μ＝０．０４,η＝０．１,τ１＝０．６,τ２＝

０．４,λ１＝０．０２,λ２＝０．０１,γ１＝０．０３,γ２＝０．０４.R０＝１时,出

生率的临界值bc＝０．０４６,图８(a)显示R０ 随b的增大而增大.

图８(b)中b＝０．０４,其余参数取值同图８(a),R０＝１时,自然

死亡率的临界值μc＝０．０３７;图８(b)显示R０ 随μ的增大而减

小;图８(c)中b＝０．０４,γ１＝０．１,γ２＝０．１２,其余参数取值同图

８(a),R０＝１时转移概率的临界值ηc＝０．０５８,图８(c)显示R０

随η的增大而减小,因此增大η的值能有效地减少疾病的传

播.建议相关部门采取相应措施,通过促进第一类传播者转

化为第二类传播者来有效控制疾病的蔓延.例如:１)号召广

大群众积极锻炼、强身健体、提高免疫力;２)呼吁人们减少生

活中的不健康习惯;３)教育患病者及时、主动地寻求治疗等.

４．４　免疫效果分析

前面已经计算了两种免疫方案的基本再生数;为了揭示

免疫参数对传播过程的影响,从而得出最佳的疾病控制方案,

下面利用 Matlab软件分别画出两种免疫方案的基本再生数

随参数σ１ 和σ２ 与κ２ 和δ变化的曲面图.

图９(a)中的参数取值为b＝０．４,μ＝０．０４,τ１＝０．６,τ２＝

０．４,η＝０．１,λ１＝０．０２,λ２＝０．０１,γ１＝０．０４,γ２＝０．０５.从图

中可以看出免疫率参数σ１ 和σ２ 对随机免疫下的基本再生数

R０

∧
的影响是相同的,增大σ１ 或σ２ 都有利于控制疾病.图

９(b)的参数取值为γ１＝０．０３,γ２＝０．０５,κ１＝１０,δi,k＝δ(i＝１,

２),其余参数取值同图９(a),在 BA 无标度网络上进行仿真.

图９(b)显示目标免疫下的基本再生数R０

~
随κ２ 的增大而增

大,随δ的增大而减小.如果δ很大或者κ２ 很小,会有更多的

人接种疫苗,疾病最终会被控制住而不会传播开来.

(a)随机免疫 (b)目标免疫

图９　两种免疫策略的R０ 随参数值的变化

Fig．９　Changesintheparametersoftwoimmunestrategies

结束语　本文分析了复杂网络上具有两种传染率且考虑

两种传染率之间的转化的SIR传染病模型,同时将人口出生

与自然死亡考虑在内.此模型适用于流感、乙肝、肺结核等传

染病.通过理论分析,推导了基本再生数R０ 的表达式.结果

表明,当R０＜１时,本文模型只有一个无病平衡点;当R０＞１
时,除了有一个无病平衡点外,还有唯一的地方病平衡点.在

同质网络和异质网络上分别进行仿真,在 BA 无标度网络上

进一步分析了影响传播的相关因素.结果发现,网络的拓扑

结构对传播起到了关键作用,在异质网络中传播达到峰值所

需时间更短,传播速度更快,而且范围更广;网络结构对疾病

的消亡过程影响不大.进一步研究发现,初始染病节点度的

大小也会影响传播,疾病在度大的节点之间传播得更快,感染

峰值更大;初始染病节点的接近度中心性越大,疾病传播越

快,范围越广;初始染病节点集聚系数的大小对传播过程影响

不大.另外,分析了随机免疫与目标免疫两种免疫策略的效

果:１)在平均免疫率相同的情况下,目标免疫比随机免疫更有

效;２)免疫率参数σ１ 和σ２ 对免疫效果的作用相同;３)增大δ
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或减小κ２,会有更多的人接种疫苗,疾病最终会被控制住.

本文仍有亟待改进的地方:如果能将因病死亡率考虑在

模型之中,则模型可适用于 HIV和 AIDS等因病死亡率较大

的传染病;有些传染病会再次感染,本文模型没有充分考虑.

未来将重点研究上述问题.
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