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摘　要　快速傅里叶变换(FastFourierTransform,FFT)是最重要的基础算法之一,在科学计算、信号处理、图像处理等领域都

有着广泛的应用.随着这些应用领域对实时性需求的进一步提高,FFT算法面临着越来越高的性能要求.在现有的FFT算法

库中,FFT算法的求解速度和计算精度受到一定程度的限制,而且也少有研究者对偶数基 CooleyＧTukeyFFT的高性能实现提

出相应的优化策略并对技术进行深入研究.基于此,文中提出了一套针对偶数基的 CooleyＧTukeyFFT的优化策略和方法.首

先构建一个SIMD(SingleInstructionMultipleData)友好、支持混合基的蝶形网络,然后根据偶数基旋转因子特性最大限度地降

低蝶形计算的复杂度,接着通过SIMD汇编优化、汇编指令重排及选择、寄存器分配策略制定、高性能矩阵转置算法等方法来优

化应用,最后实现一个高性能的FFT算法库.目前,最流行、应用最广的FFT有FFTW 和IntelMKL.实验结果表明,在 X８６
计算平台上,新提出的这套针对偶数基CooleyＧTukeyFFT的技术所实现的FFT算法库的性能全面优于 MKL和FFTW.所提

出的这套高性能算法优化和实现技术体系,可推广到除偶数基以外的其他基的实现和优化上,为进一步的研究开发工作奠定一

定的基础,进而突破FFT算法在硬件平台上的性能瓶颈,实现一套针对特定平台的高性能FFT算法库.
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Abstract　FastFouriertransform (FFT)isoneofthemostimportantbasicalgorithms,whichiswidelyusedinscientificcalculaＧ

tion,signalprocessing,imageprocessingandotherfields．WiththefurtherimprovementofrealＧtimerequirementsintheseappliＧ

cationfields,fastFouriertransformalgorithmsarefacinghigherandhigherperformancerequirements．IntheexistingFFTalgoＧ

rithmlibrary,thesolutionspeedandcalculationaccuracyofFFTalgorithmarelimitedtoacertainextent,andfewresearchersput

forwardcorrespondingoptimizationstrategiesandconductedinＧdepthresearchontheimplementationofcooleyＧtukeyfastFourier

transformbasedonevenNumbers．Basedonthis,thispaperputforwardasetofforevenbasisofoptimizationstrategyandmethod

forColleyＧTurkeyfastFouriertransform．Firstly,afriendlybutterflynetworksupportingSIMDmixedisconstructed．Secondly,

accordingtotheevenbaserotationfactorcharacteristics,thecomplexityofthebutterflycalculationisreducedtoamaximumdeＧ

gree．Thirdly,throughtheSIMDassemblyoptimization,assemblyinstructionrearrangementandselection,registerallocation

strategyandhighperformancematrixtransposealgorithmmethod,theapplicationisoptimized．FinallyahighperformanceFFT

algorithmlibraryisachieved．Currently,themostpopularandwidelyusedFFTareFFTWandIntelMKL．Experimentalresults

showthatonX８６computingplatform,theperformanceofFFTlibrarybasedoncooleyＧtukeyFFTisbetterthanMKLandFFＧ

TW．Thehighperformancealgorithmisputforwardbythenewoptimizationmethodandimplementationtechnologysystem,

whichcanbegeneralizedtootherexcepttheevenbasebasedontherealizationandoptimizationofacertainbasisforfurtherreＧ

searchanddevelopmentwork,tobreakthroughtheFFTalgorithmperformancebottlenecksinthehardwareplatform,toachieve

ahighperformanceFFTalgorithmslibraryforaspecificplatform．
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１　引言

快速傅里叶变换[１Ｇ２]是离散傅里叶变换(DiscreteFourier

Transform,DFT)[３]及其逆变换的快速计算方法.１９９４年,

美国数学家Strang称 FFT 为“我们一生中最重要的数值算

法”[４Ｇ５].FFT还被IEEE期刊ComputinginScience &EnＧ

gineering列入２０世纪十大算法之一[６].快速傅里叶变换被

广泛应用于科学、数学、工程等领域,是最重要的核心基础算

法之一.各领域的高速发展以及对实时性能要求的不断提

高,使得FFT的性能面临着更高的要求,所以FFT算法的实

现和优化具有非常重要的研究价值.

CooleyＧTukeyFFT算法是应用最广泛的 FFT 算法,本

文将研 究 该 算 法 的 实 现 和 优 化 策 略.由 于 CooleyＧTukey
FFT算法存在蝶形网络结构复杂、蝶形种类繁多、算法计算

量大、内存访问频繁等问题,因此 FFT 算法的高性能实现面

临着严峻的挑战.其中,CooleyＧTukeyFFT算法基的选择对

算法性能有着至关重要的影响,虽然已有很多工作对２的幂

的基和质数基都有了很好的实现和优化,但是鲜有学者对偶

数基(如基６和基１０)的实现和优化进行了较好的研究.偶

数基的实现和应用可从３个方面提升算法性能:１)可减小蝶

形网络的级数,降低访存开销,如对于基６,可将基２和基３
两级网络合并为一级;２)偶数基的旋转因子具有更好的对称

性,可进一步减少算法的总体计算量;３)给性能调优提供了更

大的优化空间.

对此,本文通过SIMD汇编优化、汇编指令重排及选择、

寄存器分配策略制定、高性能矩阵转置算法等方法优化应用,

实现了一个高性能的 FFT 算法库.实验结果表明:在 X８６

Intel(R)Xeon(R)CPU 计算平台上,本文提出的 FFT 算法

较FFTW３．３．８库(目前最新、应用最广的 FFTW 库)和InＧ

tel􀆿 MathKernelLibrary(Intel􀆿 MKL)库,分别将性能提升

了１０％~１９０％和１０％~３３％.

本文的 主 要 贡 献 如 下:１)提 出 了 一 套 针 对 偶 数 基 的

CooleyＧTukeyFFT算法的高性能实现策略和方法;２)设计了

一种针对FFT偶数基的计算和优化模式,最大限度地降低了

蝶形计算的复杂度;３)实现了一个高性能的FFT算法库.

本文第２节介绍了相关工作;第３节从算法原理的角度

出发,介绍了 DFT原理和旋转因子的相关特性;第４节分别

从蝶形网络优化、蝶形计算优化、蝶形汇编优化方面讲述了

CooleyＧTukeyFFT的优化方式;第５节介绍了本文的测试环

境并给出了实验的性能分析;最后总结全文并对未来工作和

计划进行说明.

２　相关工作

目前,FFT的研究工作通常以算法库的形式展现.常用

的 FFT 算法库主要有 FFTW[７],MKL[８Ｇ９],CUFFT 和 ALＧ

GLIB.

２．１　FFTW

FFTW(FastestFourierTransformintheWest)算法库由

麻省理工学院的 Frigo和Johnson开发[１０Ｇ１１],其开发的高性

能FFT算法库,可高效计算任意规模、任意维度的离散傅里

叶变换.同时,FFTW 支持包括 C２C,C２R,R２C,R２R在内的

所有实数和复数变换类型.FFTW 库中除了包含 CooleyＧ

Tukey算法外,还包含一些其他算法,如素因子(PrimeFacＧ

tor)算法[１２]、分裂基(SplitRadix)算法[１３Ｇ１４]、向量基(Vector

Radix)算法[１５]等.

FFTW 采用性能自适应优化策略,使得算法能够更好地

适应硬件平台,从而最大限度地提高性能.FFTW 算法库的

最大优势就是性能可移植性强,即可移植到任何具有 C编译

器的平台.

２．２　MKL

MKL(MathKernelLibrary)是一个用于科学、工程和金

融应用 程 序 的 优 化 数 学 例 程 库. 核 心 数 学 函 数 包 括

BLAS[１６]、LAPACK[１７]、ScaLAPACK[１８]、稀疏求解器、快速傅

里叶变换和矢量数学等[１９].该库支持Intel处理器,可以用

于 Windows系统、Linux系统以及 macOS操作系统.Intel公

司在 ２００３ 年 ５ 月 ９ 日启动了 MKL,并将其命名为 blas．

lib[２０].IntelC＋＋编译器生成的 MKL和其他程序一起通过

函数多版本化的技术来提高性能.针对许多x８６指令集扩展

编译,在运行主函数时,使用CPUID选择最适合当前CPU版

本的指令.但是,只要主功能检测到非英特尔 CPU,不管

CPU声明要支持的指令是什么,它总是会在第一时间选择最

基本(最慢)的功能,这使得该系统自 ２００９ 年以来就有了

“crippleAMD”的 绰 号[２１].截 止 到 ２０１９ 年,MKL 依 旧 是

Windows系统上许多预编译的 Mathematical应用程序的选

择,但是,在具有等效指令集的 AMDCPU 上,其性能仍然大

大落后[２２].

MKLＧFFT支持一维到多维、复数到复数(C２C)、实数到

复数(R２C)、复数到实数(C２R)的任意长度的各种快速傅里

叶变换.通过与 MKL提供的接口进行链接,可以轻松地将

开源FFTW 编写的应用程序移植到 MKL.使用IntelMKL
的FFT求解程序时,需要通过在链接行添加Ｇlm 参数链接数

学系统库.

２．３　CUFFT

NVIDIACUDA[２３]快 速 傅 里 叶 变 换 库 (CUFFT)提 供

GPU 加 速 的 FFT 实 现.CUFFT 是 基 于 著 名 的 CooleyＧ

Tukey和Bluestein算法的基础库,用于建立跨学科的商业和

学术应用,如计算物理、分子动力学、量子化学、地震和医学成

像.它支持批量转换和优化精度算法,被广泛用于构建基于

深度学习的计算机视觉应用.其主要特点有:复数和实数数

据类型的１D,２D,３D变换;多 GPUR２C和C２R支持;支持跨

１６个 GPU 的大型 FFT模型,有效容量为５１２GB;单精度和

双精度变换;执行多个转换的批处理;灵活的输入和输出数据
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布局,类似于FFTW 的“高级接口”.它通过允许各个元素和

数组维度之间的任意跨步,来灵活地实现数据布局等.

２．４　ALGLIB

ALGLIB[２４]是一个跨平台的数据分析和数据处理库,具

有实数/复数FFT实现的C＋＋和C＃库.当变换长度 N 为

复合数时,应用CooleyＧTukey算法将初始变换序列转换为对

应于N 的素因子变换短序列.短序列变换须用特殊式计算.

３　CooleyＧTukeyFFT算法

在介绍CooleyＧTukeyFFT算法之前,先对 DFT 进行简

单介绍.DFT是可逆的线性变换,其定义如下.

对于x(n)点序列,其离散傅里叶变换定义为:

XF(k)＝ ∑
N－１

n＝０
x(n)Wkn

N (１)

其中,k＝０,１,􀆺,N－１为 N 个 DFT系数;n＝０,１,􀆺,N－１;

WN ＝exp(－j２π/N)是１的 N 次根;XF＝k为第k个 DFT系

数,k＝０,１,􀆺,N－１;j＝ －１.式(１)中,Wkn
N 是 DFT的系

数,称为旋转因子(twiddles).

Wkn
N ＝exp[(－j２π

N
)kn]

式(１)以求和形式表示的 DFT,也可以用向量矩阵相乘

的形式表达:
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　输出序列　　　　　DFT矩阵　　　　输入序列

(２)

其中,DFT矩阵如式(３)所示:
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(３)

由离散傅里叶变换的数学式(１)可知,其旋转因子Wkn
N ＝

exp[(－j２π/N)kn],再结合欧拉公式e±jθ＝cosθ±jsinθ,可以

得出旋转因子的重要性质.

(１)周期性:WN 具有周期N,即Wk＋N
N ＝Wk

N .

(２)对称性:Wk＋N/２
N ＝－Wk

N .

(３)若m 是N 的约数,则Wmkn
N ＝Wkn

N/m.

与此同时,旋转因子还有一些特殊值性质,即 W０
N ＝１和

WN/２
N ＝－１.

从离散傅里叶变换的定义式出发,如果计算傅里叶变换,

则运算量高达 O(n２)次.为了简化 DFT,降低算法的时间复

杂度,利用旋转因子的周期性、对称性、可约性,将其时间复杂

度降低到 O(nlogn)的快速傅里叶变换应运而生.截止目前,

FFT已经发展了多种成熟的算法,其中 CooleyＧTukeyFFT
算法最 为 成 熟,应 用 最 广 泛.因 此,本 文 对 CooleyＧTukey
FFT算法进行研究.

CooleyＧTukeyFFT算法的核心思想是分而治之,即将 N
(假设 N＝２m,且m 为整数)点序列按照分治思想分解为两个

点序列(一个为偶数点序列,另一个为奇数点系列),之后通过

计算这两个 N/２点序列的FFT得到原来 N 点序列的 FFT.

分治算法每一级的分解可以节省大部分算术运算,直到最后

一级分解为２点序列为止.

定义式(４)来表示快速傅里叶变换:

XF(k)＝ ∑
N－１

n＝０
x(n)Wkn

N ＝GF(k)＋Wk
NHF(k) (４)

其中,k＝０,１􀆺,N/２－１;GF(k)和 HF(k)分别表示x(n)的 N
点 DFT序列XF(k)的偶数序列和奇数序列.

由旋转因子的周期性(Wk＋N
N ＝Wk

N )可知,XF (k)的周期

为N,XF(k)＝XF(k＋N);GF(k)和 HF(k)的周期都为 N/２;

再结 合 旋 转 因 子 的 特 殊 值 性 质 (WN/２
N ＝ －１ 和 Wk＋N/２

N ＝

－Wk
N),可对式(３)、式(４)进一步化简得:

XF(k＋N/２)＝GF(k)－Wk
NHF(k) (５)

式(５)可以用蝶形图来表示,如图１所示.

图１　CooleyＧTukeyFFT 蝶形图

Fig．１　CooleyＧTukeyFFTbutterflydiagram

采用分而治之的思想对 N 点 DFT 序列进行拆分,直

至产生２点序列为止,采用旋转因子的特性将这２点序列

化简到最优时,其数据的流程图(图１)呈现蝶形,将其称

为蝶形图.

综上,本节首先从 DFT的定义出发,说明了其算法复杂

度高的属性,利用旋转因子的性质提出了降低算法复杂度的

FFT算法;其次阐述了 CooleyＧTukeyFFT 算法分而治之的

核心思想;最后贯彻 CooleyＧTukeyFFT 算法的核心思想,最

简化算法后,用数据流图表示了算法中蝶形的产生过程.

４　CooleyＧTukeyFFT优化

４．１　蝶形网络优化

在引出新型的蝶形网络前,先简要介绍了传统蝶形网络

中stageＧsectionＧbutterfly的概念.

以图２为例,该蝶形网络是一个三级(stage)蝶形网络;

红色框、蓝色框、黑色框分别表示蝶形网络的第一级、第二级、

第三级.第一级中有４个红色框,每个红色框代表一个secＧ

tion,每个section中有１个butterfly,总共有４个section;第

二级中的蓝色框代表section,总共有２个section,且每个secＧ

tion都有两个butterfly;第三级中的黑色框代表总共有一个

section,每个section中有４个butterfly.

３３龚彤艳,等:一种偶数基CooleyＧTukeyFFT高性能实现方法



图２　传统蝶形网络(N＝８)(电子版为彩色)

Fig．２　Traditionalbutterflynetwork(N＝８)

从图２中可以看出,输入数据存在“位反转”操作,这不仅

增加了对全部数据的读写操作,而且不利于混合基的建立,对

SIMD更不友好.鉴于此,本文引用了新型的蝶形网络———

Stockham蝶形网络,如图３所示.

图３　Stockham 蝶形网络

Fig．３　Stockhambutterflynetwork

新型蝶形网络Stockham并没有改变FFT本身的定义以

及蝶形网络的生成方式,而是通过重新计算所需数据的地址

来实现.相对于传统网络,Stockham 蝶形网络本身具有３方

面的优势.

(１)消除“位反转”操作

输入数据和输出数据都是自然序列.蝶形输入消除了

“位反转”置换操作,减少了内存顺序调整的操作,从而有利于

提升FFT算法的性能.

(２)SIMD友好

SIMD是指一条指令作用在多个数据上面,本文使用

AVX２指令集进行优化.其优化思路是同时对同一个section

内的蝶形使用 SIMD 优化技术进行处理,即蝶形网络每级

stage的每个section在汇编实现过程中可同时计算４个butterＧ

fly.基于此,我们可以完美地使用SMID汇编实现蝶形网络.

图４中对传统计算蝶形的方式和SIMD优化计算蝶形的

方式进行了对比.可以看出,传统计算方式一次取１个数,蝶

形计算一次只能计算一个蝶形;SIMD优化之后的计算中,由

于连续４个蝶形的各个输入数据和输出数据在内存中都是连

续存储的,因此可以一次性将４个蝶形的每个分量分别取到

对应的向量寄存器中,并完成４个蝶形的计算.SIMD 优化

在减少代码体积的同时,增加了处理器的吞吐量,实现了数据

并行,大大提高了算法的计算性能.

图４　SIMD优化

Fig．４　SIMDoptimization

(３)完美支持混合基

由于消除了“位反转”置换操作,因此不同radix的蝶形网

络可以完美地融合在一起,从而实现了对混合基的完美支持.

本文实现的Stockham蝶形网络主要从两个方面对蝶形

网络进行了优化:第一级FFT网络计算单独优化和小规模单

独优化.

(１)第一级FFT网络计算单独优化

第一级FFT网络存在两个特性:

１)第一级蝶形网络对应的旋转因子为W０
N ,其值为１,因

此,第一级网络计算可以去除输入数据和旋转因子相乘的操

作,使其不仅降低了运算开销,而且减少了访存操作.

２)对于第一级蝶形计算的结果,每个蝶形的分量在内存

中是连续存储的,并不适合使用SIMD指令直接存储,需要先

对计算结果进行转置.因此,第一级FFT网络计算可以单独

优化.

(２)小规模单独优化

虽然可以用通用规模来计算相对较小规模(如输入数据

规模为６,１０,１６等)的数据,但是由于输入数据规模较小,此

时的输入数据和旋转因子可存储在 Cache中,且蝶形网络结

构非常清晰,因此可以直接利用FFT的各定义和性质来编写

对应的FFT程序,无须调用大规模的 FFT 函数来计算.经

实验,当蝶形网络不超过三级时,都可以单独优化,且性能也

获得了较大的提升.
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４．２　蝶形算法优化

由第３节可知,离散傅里叶变换的实质是 DFT矩阵与输

入向量进行矩阵向量乘.蝶形网络中radix＝N 的蝶形计算

的实质是数据规模为N 的 DFT计算.那么,基 N(radixＧN)

的蝶形计算式可表示为:

X(０)＝x０＋x１＋􀆺＋xN－１

X(１)＝x０＋W１
Nx１＋􀆺＋WN－１

N xN－１

X(２)＝x０＋W２
Nx１＋􀆺＋W２(N－１)

N xN－１

　　　　　　　⋮

X(N－１)＝x０＋WN－１
N x１＋􀆺＋W(N－１)(N－１)

N xN－１

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(６)

下面从蝶形计算的角度来分析旋转因子在复平面上的分

布.对于复数来说,以实部为横坐标轴、虚部为纵坐标轴组成

的虚拟二维坐标轴被称为复坐标轴.以radixＧ６为例,可看出

其均匀分布在以原点为单位的复平面上,如图５所示.

图５　radixＧ６旋转因子复平面分布图

Fig．５　RadixＧ６twiddlescomplexplanedistribution

依据twiddles的周期性(Wk＋n
N ＝Wk

n)和对称性(Wk＋N/２
N ＝

－Wk
n)对radixＧ６的 DFT 矩阵进行优化,优化后的radixＧ６

DFT矩阵如式(７)所示:

１ １ １ １ １ １

１ W１
６ W２

６ －１ W －２
６ W －１

６

１ W２
６ W －２

６ １ W２
６ W －２

６

１ －１ １ －１ １ －１

１ W －２
６ W２

６ １ W －２
６ W２

６

１ W －１
６ W －２

６ －１ W２
６ W１

６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(７)

因为W１
６ 和W２

６ 虚部相同而实部相反,W１
６ 和W４

６ 实部和

虚部都相反,W１
６ 和 W５

６ 实部相同而虚部相反,所以 W２
６,W４

６,

W５
６ 可用W１

６ 表示,进而可得出优化后的蝶形计算式:

X(０)＝x０＋x１＋x２＋x３＋x４＋x５

X(１)＝x０＋W１
６x１＋W２

６x２－x３＋W －２
６ x４＋W －１

６ x５

X(２)＝x０＋W２
６x１＋W －２

６ x２＋x３＋W２
６x４＋W －２

６ x５

X(３)＝x０－x１＋x２－x３＋x４－x５

X(４)＝x０＋W －２
６ x１＋W２

６x２＋x３＋W －２
６ x４＋W２

６x５

X(５)＝x０＋W －１
６ x１＋W －２

６ x２－x３＋W２
６x４＋W１

６x５

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(８)

化简式(８):

X(０)＝(x０＋x３)＋[(x１＋x５)＋(x２＋x４)]

X(３)＝(x０－x３)＋[(x１＋x５)－(x２＋x４)]

X(１)＝(x０－x３)＋W１
６．r∗[(x１＋x５)－(x２＋x４)]＋

W１
６．i∗[(x１－x５)＋(x２－x４)]

X(５)＝(x０－x３)＋W１
６．r∗[(x１＋x５)－(x２＋x４)]－

W１
６．i∗[(x１－x５)＋(x２－x４)]

X(２)＝(x０＋x３)－W１
６．r∗[(x１＋x５)＋(x２＋x４)]＋

W１
６．i∗[(x１－x５)－(x２－x４)]

X(４)＝(x０＋x３)－W１
６．r∗[(x１＋x５)＋(x２＋x４)]－

W１
６．i∗[(x１－x５)－(x２－x４)]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(９)

令:

S１＝(x１＋x５)＋(x２＋x４)

S２＝(x１＋x５)－(x２＋x４)

S３＝(x１－x５)＋(x２－x４)

S４＝(x１－x５)－(x２－x４)

得出最后的简化式为:

X(０)＝(x０＋x３)＋S１

X(３)＝(x０－x３)＋S２

X(１)＝(x０－x３)＋W１
６．r∗S２＋W１

６．i∗S３

X(５)＝(x０－x３)＋W１
６．r∗S２－W１

６．i∗S３

X(２)＝(x０＋x３)－W１
６．r∗S１＋W１

６．i∗S４

X(４)＝(x０＋x３)－W１
６．r∗S１－W１

６．i∗S４

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１０)

简化过程中,通过提取公共项,并重复利用初始化过的公

共项,可以减少大量的浮点计算开销和代码开销.此优化方

式最大限度地减少了冗余操作,降低了算法的时间复杂度,故
可将利用了旋转因子性质的优化方式推广到radixＧ１０,得出

radixＧ１０的DFT优化矩阵(１１)和radixＧ１０的最优计算式(１２).

１ １ １ １ １ １ １ １ １ １

１ W１
１０ W２

１０ W３
１０ W４

１０ －１ W －４
１０ W －３

１０ W －２
１０ W －１

１０

１ W２
１０ W４

１０ W －４
１０ W －２

１０ １ W２
１０ W４

１０ W －４
１０ W －２

１０

１ W３
１０ W －４

１０ W －１
１０ W２

１０ －１ W －２
１０ W１

１０ W４
１０ W －３

１０

１ W４
１０ W －２

１０ W２
１０ W －４

１０ １ W４
１０ W －２

１０ W２
１０ W －４

１０

１ －１ １ －１ １ －１ １ －１ １ －１

１ W －４
１０ W２

１０ W －２
１０ W４

１０ １ W －４
１０ W２

１０ W －２
１０ W４

１０

１ W －３
１０ W４

１０ W１
１０ W －２

１０ －１ W２
１０ W －１

１０ W －４
１０ W３

１０

１ W －２
１０ W －４

１０ W４
１０ W２

１０ １ W －２
１０ W －４

１０ W４
１０ W２

１０

１ W －１
１０ W －２

１０ W －３
１０ W －４

１０ －１ W４
１０ W３

１０ W２
１０ W１

１０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(１１)
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　　简化后的radixＧ１０计算式为:

X(０)＝(x０＋x５)＋S１＋S５

X(５)＝(x０－x５)＋S２＋S６

X(１)＝(x０－x５)＋W１
１０．r∗S２＋W１

１０．i∗S３＋

W２
１０．r∗S６＋W２

１０．i∗S７

X(９)＝(x０－x５)＋W１
１０．r∗S２－W１

１０．i∗S３＋

W２
１０．r∗S６－W２

１０．i∗S７

X(２)＝(x０＋x５)－W１
１０．r∗S５＋W１

１０．i∗S８＋

W２
１０．r∗S１＋W２

１０．i∗S４

X(８)＝(x０＋x５)－W１
１０．r∗S５－W１

１０．i∗S８＋

W２
１０．r∗S１－W２

１０．i∗S４

X(３)＝(x０－x５)－W１
１０．r∗S６－W１

１０．i∗S７－

W２
１０．r∗S２＋W２

１０．i∗S３

X(７)＝(x０－x５)－W１
１０．r∗S６＋W１

１０．i∗S７－

W２
１０．r∗S２－W２

１０．i∗S３

X(４)＝(x０＋x５)－W１
１０．r∗S１＋W１

１０．i∗S４＋

W２
１０．r∗S５－W２

１０．i∗S８

X(６)＝(x０＋x５)－W１
１０．r∗S１－W１

１０．i∗S４＋

W２
１０．r∗S５＋W２

１０．i∗S８

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
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ï
ï
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ï
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ï
ï
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(１２)

其中:

S１＝(x１＋x９)＋(x４＋x６)

S２＝(x１＋x９)－(x４＋x６)

S３＝(x１－x９)＋(x４－x６)

S４＝(x１－x９)－(x４－x６)

S５＝(x２＋x８)＋(x３＋x７)

S６＝(x２＋x８)－(x３＋x７)

S７＝(x２－x８)＋(x３－x７)

S８＝(x２－x８)－(x３－x７)

至此,radixＧ６和radixＧ１０的 DFT 矩阵和计算式为最简,

即从算法计算的角度将算法优化到最佳状态.

４．３　蝶形汇编优化

(１)指令选择与指令重排

指令选择优化时,选择延迟低、吞吐量高的指令,如选择

vfnmadd２３１ps和vfmadd２３１ps这样的乘加指令,以在减少对

源操作数频繁累加的基础上,减少寄存器的占用.

指令重排是指相邻两条指令没有依赖关系,避免流水线

空泡.本文使用的硬件架构中有８个程序调用发射端口,指

令系统为寄存器Ｇ寄存器型,在寄存器中进行蝶形的计算.

顺序指令和重排指令实现的radixＧ６蝶形计算的对比

图６直观地展示了两种方式的思想.指令重排后的运算结果

和顺序执行的结果是一致的,但性能却得到了很大的提升.

理论上,进行蝶形运算时,按照顺序先从内存中取６个数

(in０－in５)放入相应的浮点寄存器,之后按照radixＧ６优化后

的蝶形算法式(１０)依次计算出(x０＋x３),(x０－x３),(x１＋

x５),(x１－x５),(x２＋x４)和(x２－x４).但是,由于硬件架构中

的运算单元没有被充分利用,因此会出现流水线空泡的现象.

在保证指令之间没有依赖关系的情况下,radixＧ６的蝶形计算

顺序可以调整为先从内存取数in０和in３到寄存器中,接着对

取出的数进行(x０＋x３)和(x０－x３)操作;以此类推,先取数

in１和in５,计算(x１＋x５)和(x１－x５);取数in２和in４,计算

(x２＋x４)和(x２－x４).

同理,存数也可以用指令重排.首先计算式(１０)中的

S１,S２,S３,S４;然后计算X(０)和X(３),X(１)和X(５),X(２)和

X(４);最后按照X(０)－X(５)的自然序列,使用指令vmovups
将结果存入内存中.

图６　顺序执行与指令重排的对比

Fig．６　Comparisonofsequentialexecutionandinstruction

rearrangement

(２)存储转置

并不是所有的计算输出结果都是顺序存储在寄存器或者

内存中.下面以４∗４矩阵转置为例,结合指令来具体阐述存

储转置.

图７中具体显示了４∗４矩阵在转置过程中,数据在寄存

器中的存储状态.从图中可以看出,转置前数据的存储不是

连续的,而是有间隔地存储在寄存器中.为了使寄存器中的

数据能连续、无间隔地储存,就需要对这些数据进行转置操

作.转置的思想是首先取数放入暂存,然后在暂存中对矩阵

进行转置,最后将转置后的矩阵存入内存.

由于存储数据的寄存器是按照从右到左,依次是低位、高

位、低位、高位的顺序存储数据,因此在转置过程中低位和高

位所用到的指令是不同的.我们使用指令vunpcklpd将out０
和out１的低位取出放入S０ 中,同样,使用指令vunpckhpd将

out０和out１的高位取出放入S２ 中;对out２和out３进行同样

的操作.最后,使用重排指令vperm２f１２８将数据重新排列,
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使之顺序存储在寄存器中,之后将排列好的矩阵存入内存中.

图７　４∗４矩阵的转置流程

Fig．７　Transpositionprocessof４∗４matrix

(３)register的使用

寄存器是非常重要和稀缺的片上存储资源,合理对寄存

器进行使用和分配对性能影响至关重要.在高级语言编写的

程序中,一般由编译器负责寄存器的分配.但在本文的实现

中,为提高算法性能,蝶形计算kernel都采用手工汇编编写.

为此,需要制定合理的寄存器分配策略,从而最大限度地利用

寄存器资源,提升程序性能[２５Ｇ２６].

本文采用的硬件架构中有１６个长度为２５６bit的浮点寄

存器(XMM０ＧXMM１５).每个 YMM 寄存器有高位和低位之

分,所使用的架构具有兼容性,寄存器的第１２８位又可以当作

１２８位的浮点寄存器(XMM０ＧXMM１５).以radixＧ６实现kerＧ

nel为例,来说明寄存器的使用情况.

RadixＧ６的kernel主要是由４组数据来进行计算实现,分

别是输入数据IN、旋转因子 TW、暂存 Scratch、输 出 数 据

OUT.按照每组数据的规模来分配寄存器,其中输入数据需

要６个 YMM;旋转因子 TW 的实部和虚部各需５个 YMM,

所以旋转因子 TW 总共需要１０个 YMM;暂存Scratch需要

１０个 YMM;输出数据需要６个寄存器.

综上,总共需要３２个浮点寄存器,而 X８６平台只提供１６
个浮点寄存器,这样会出现寄存器不够用的情况.因此,寄存

器的复用就显得尤为重要.

首先,给输入数据in０－in５分配浮点寄存器 YMM０－

YMM５;给旋转因子 TW 的实部re１－re５和虚部im１－im５
分配寄存器 YMM６－YMM１５.

其次,由于在kernel的实现过程中是先将取出的输入数

据IN和从寄存器中取出的旋转因子的值相乘后放入原IN
使用的寄存器中,因此旋转因子所占用的寄存器就会释放掉

里面的值,这时,我们可以对暂存Scratch０－Scratch９复用寄

存器 YMM６－YMM１５来进行butterfly的计算实现.

最后,经过butterfly的计算,输入数据IN 所占用的寄存

器全部释放掉,输出数据 OUT就可以复用寄存器 YMM０－

YMM５.

５　实验分析

５．１　测试环境

(１)硬件环境搭建

本文采用Intel(R)Xeon(R)CPUE５Ｇ２６７０v３作为性能

测试平台.Intel(R)Xeon(R)CPU 使用的是 X８６架构.本

文的测试环境配置如表１所列.

表１　实验的硬件环境配置

Table１　Experimentalhardwareenvironmentconfiguration

操作系统 Ubuntu１４．０４．５LTS
L１cache大小/kB ３２
寄存器长度/bit ２５６

寄存器数量 １６
编译器版本 gccversion４．８．４

(２)软件环境搭建

目前,应用最广的 FFT 算法库有 FFTW 和Intel􀆿 Math

KernelLibrary(Intel􀆿 MKL).对此,本实验采用最新 FFＧ

TW 的版本库FFTW３．３．８和Intel? MKL作为高性能 FFT
的对比库.本文将实现的 CooleyＧTukeyFFT 高性能算法库

命名为 AutoFFT.

５．２　性能分析

　本文的数据测试规模为６m ∗１０n.测试维度为一维,

测试序列的输入和输出都是复数序列.本实验主要是将 AuＧ

toFFT与目前流行的 MKL 库和 FFTW 库进行比较.图８
中,横坐标表示实验的数据规模;纵坐标表示实验性能,其单

位为 Gflops(GigaFloatingＧpointOperationperSecond),即每

秒所执行的浮点计算次数;性能走势 中,蓝 色 线 代 表 AuＧ

toFFT性能,橘色线表示 MKL性能,灰色线表示 FFTW 性

能.观察各个库的性能走势可以看出,新实现的算法库的性

能整体高于目前流行的其他两个算法库.

(１)单精度浮点FLOAT性能的对比

如图８(a)所示,AutoFFT相比于 MKL的最大加速比为

９０％,最小加速比为１０％,平均加速比为３８％;相比于FFTW
的最大加速比为４１８％,最小加速比为７６％,平均加速比为

２０６％.从图８(b)看出,AutoFFT 相比于 MKL的最大加速

比为１３８％,最小加速比为１３％,平均加速比为４０％;相比于

FFTW 的最大加速比为４１６％,最小加速比为７７％,平均加速

比为２０９％.

比较 AutoFFT,MKL和FFTW 的性能走势可以看出,三

者在性能曲线走势方面大体一致.从整体来看,AutoFFT的

性能曲线走势最高,其次是 MKL,FFTW 的性能最低.由图
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８(a)和 图 ８(b)可 知,当 输 入 数 据 规 模 在 ６０~３６００ 时,

AutoFFT的性能呈逐步递增的趋势,主要原因是当输入数据

的规模较小时,数据能够存储在Cache中,增加 Cache命中率

的同时,利用时间局部性和空间局部性来提高性能,减少访存

开销.在这种情况下,输入小规模数据的性能高于输入大规

模数据的性能.当输入数据规模在６０００~７７７６００时,算法的

整体性能趋于稳定的走势.AutoFFT 取得高性能的原因有

以下几点.

(a)１DC２CFLOAT正变换性能对比 (b)１DC２CFLOAT逆变换性能对比

(c)１DC２CDOUBLE正变换性能对比 (d)１DC２CDOUBLE逆变换性能对比

图８　１DC２CFFT性能的对比(电子版为彩色)

Fig．８　Comparisonof１DC２CFFTperformance

　　１)消除 “位反转”操作

减少了对全部数据的读写操作,拓宽了网络架构的可扩

展性,方便了混合基的搭建,节约了内存开销,性能得到了一

定程度的提高.

２)蝶形计算式简化到最优

最优的蝶形计算式通过较小体积容量的代码来实现,使

得冗余循环的计算操作大幅减少,处理器内部的运算单元被

有效利用,从而大幅提升了算法的性能.

３)SIMD友好

算法实现中,Stockham 蝶形网络与 SIMD 相结合,采用

算法设计化一为多的方法,使得各处理器能同时执行;将小问

题组合解决,以提高性能并减少任务开销.相邻两条指令间

接触依赖,减少了代码体积.关键是使用多处理器执行并发

计算,增加了处理器的吞吐量,从而实现算法在数据和空间上

的并行性,加速了算法性能的提升.

４)采用精简指令和指令重排方法

AVX２提供的精简指令将数据宽度扩展到２５６位;支持

浮点乘法累积、向量Ｇ向量移位、跨距访存、可变移位等操作.

采用与算法相对应的精简指令,对提升算法性能的重要性和

影响不言而喻.为了避免流水线空泡,当相邻指令间不存在

依赖关系时,利用指令重排来提升流水线并行工作的效率.

５)数据的存储转置

矩阵的存储转置不仅增加了数据的连续性,也提高了

Cache的利用率,减少了访存次数,算法的性能无疑得到了

提升.

６)寄存器复用

依据蝶形运算中数据的组成部分,在保证每一组数据有

与之相吻合的寄存器数目,且每组数据所用寄存器之间不会

出现依赖关系的情况下,片上稀缺资源寄存器的合理分配策

略尤为重要.寄存器复用的方法最大限度地利用了寄存器资

源,程序性能得到了进一步的提升.

(２)双精度浮点 DOUBLE性能的对比

如图８(c)所示,AutoFFT相比于 MKL的最大加速比为

８１％,最小加速比为０．８％,平均加速比为２８％;相比于 FFＧ

TW 的最大加速比为２００％,最小加速比为３５％,平均加速比

为１０６％.从图８(d)看出,AutoFFT 相比于 MKL的最大加

速比为６１％,最小加速比为０．８３％,平均加速比为２１％;相

比于FFTW 的最大加速比为１４３％,最小加速比为２５％,平

均加速比为７６％.

比较 AutoFFT,MKL和FFTW 的性能走势可以看出,三

者在性能曲线走势方面大体一致.从整体上看,AutoFFT的

性能曲线走势最高,其次是 MKL,FFTW 的性能最低.但

是,在图８(c)和图８(d)中出现了异常点,即蓝色性能点在橘

色性能点之下.出现这一现象的原因主要有以下方面.

１)Cache命中率低

相对于 MKL,当数据规模为６０００时,Cache命中率低,

从而增加了访存开销且延迟变高,降低了算法在该点的性能.

２)数据预取

未做数据的预取,使得大量的无用数据被取回,导致带宽

浪费;预取时间不恰当,数据在未使用前就被替换或者是要使

８３ ComputerScience 计算机科学 Vol．４７,No．１,Jan．２０２０



用时还没有取回,这些都可能会对算法的性能产生影响.

结束语　本文在原有FFT的基础上突破了FFT算法在

硬件平台上的性能瓶颈,从算法优化和汇编优化两方面着手,

形成了FFT算法高性能实现和优化的技术体系,实现了 X８６
平台上的高性能FFT库,其性能整体高于目前被广泛应用的

MKL库和FFTW 库.未来将主要在现有基础上突破 FFT
算法更多的性能瓶颈,实现一套技术方法体系更完整、实现和

优化更成熟的高性能FFT算法库.
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